
摘要

本文在分析评价现有的边坡稳定性分析方法的基础上，综合岩土力学、弹塑性力学、非

线性有限元方法、概率论与数理统计、可靠度数学、计算机科学等多学科的知识，详细研究

了边坡稳定非线性有限元可靠度分析的有关方法，推导了相关公式，编制了相应的计算程序，

进行了均质土坡及非均质土坡的可靠度分析。主要研究成果与结论如下：

1) 提出基于强度折减的边坡稳定有限元可靠度分析方法．研究表明，这种方法无需对

各有限单元求单元的可靠指标，能一次性得出边坡的整体可靠指标；不需对定值法有限元分

析程序作任何修改，无论是线性有限元问题还是非线性有限元问题都适用，因而方便易用，

适用性广。

2) 基于增量初应力法及偏微分技术。研究了基于滑面应力分析的非线性有限元可靠度

分析方法中边坡整体可靠指标及其对应滑面位置的求解方法，探讨有限元分析中功能函数形

式对计算结果的影响。研究表明，在这种方法中，功能函数的形式对滑面可靠指标的影响很

大，计算中应采用考虑滑面方向的函数形式作为功能函数。它能更好地反映滑面方向对边坡

可靠指标的影响，物理概念明确，因而更为合理。

3) 分析比较了上述两种方法的异同点。研究表明，基于强度折减的有限元可靠度分析

方法编程简单，可调用现有的定值法程序，但计算速度较慢；基于滑面应力分析的有限元可

靠度分析方法编程复杂，需对现有的定值法分析程序进行较大修改，但计算速度较快，并且

能得到边坡整体可靠指标对应的滑面位置。理论分析还表明，基于强度折减与基于滑面应力

分析的边坡稳定非线性有限元可靠度分析方法本质相同，其计算结果的差异主要是由于这两

种方法具体实现过程的不同而引起的。

4) 针对当前响应面法中的一些不足之处，提出了一种改进的响应面法一FORM．RSM
二步法。其主要的计算分二步，一是用验算点法求解可靠指标及验算点的位置，二是在此验

算点处进行响应面的拟合，并对此响应面函数用常规的可靠度分析方法求解相应的可靠指标。

不同算例表明：该方法在计算精度及效率上均比常用的基于响应面迭代的响应面法有所提高。

5) 研究边坡有限元可靠度分析中的敏感性计算方法，推导基本变量相关时在原始空间

中求解可靠指标对参数敏感性的计算公式，提出进行参数的相对敏感性分析方法及公式。研

究表明：基本变量相关时在原始空间中求解可靠指标对参数敏感性的优点是无需求解转换矩

阵，计算更加简单直接；对参数进行相对敏感性分析能剔除变量的单位对计算结果的干扰，

因而敏感性分析的结果更具有可比性。

6) 研究既考虑边坡的弹塑性材料非线性又考虑其大变形几何非线性的有限元可靠度分

析方法，比较大小变形情况下的相应结果。研究表明：在小变形情况下，弹性模最对边坡的

安全系数及可靠指标影响很小。在边坡稳定性分析时可以忽略其影响．但是当考虑土体中发

生的大变形现象时，弹性模量对边坡安全系数及可靠指标影响很大，不能忽略不计。

7) 为提高非线性有限元程序的收敛性，本文基于常规有限元计算中的Aitken加速收敛

算法，研究了基于增量切线刚度法的随机有限元分析中相应的加速收敛方法，推导了其计算

公式。计算表明：与不采用加速收敛算法的随机有限元相比较，此方法明显提高了有限元计



算的收敛速度，提高了计算效率。

8) 研究了有限步长迭代法在边坡稳定有限元可靠度分析中的应用，分析了初始步长及

步长控制系数对一阶可靠度分析中可靠指标迭代过程的影响，得出了常见的取值范围。这种

方法克服了常规验算点法中可能出现的可靠指标迭代不收敛的问题。

关键词：边坡稳定，有限元，可靠度分析，敏感性分析，大变形



ABSTRACT

Based oil the review ofthe analysis methods of slope stability and a lot ofknowledge．such as

geomecimics，elasto-plastic mechanics,nonlinear finite element method(FEM)，pmbabil蚵theory
and mathematics stmistics，reliabillty mathematics,computer science，some methods of nonlinear

FEM raliability analysis ofslope stabiliVY are studied in detail in this thesis．Main achievements and

conclesinm a地as foIlows．

A FEM reliabiliVy analysis method of slope slability which is based Oll the strength reduction

method(sRM)is proposed．111e advantage of this method is that it啪calculate the overall
mliabiliIy index jnstead of the∞lculation of each element's raliability jndex．Anotber advantage is

that this method carl make use ofany definite FEM software,no matter the research object is linear

ofnonlinear．Therefore,it is very convenient for anyone to眦it．
Based on incremental initial stress method and删al differential technique,another FEM

mliabilivy analysis method ofslope slability which is based on the slip surface stress analysis(SSA)
．s studied．T1le main problems of this method are the calculation methods of tIle ovefall reIiabiiitv

indexandthelocationofthecorresponding slip surfaceofaslope．It’sconcludedthatthetypeofthe

limit state function has great influence to the overall mliabilivy index,and the yielding function

which call consider the sliding direction should be selected as the Iknit state function for it can

reflect the influence ofthe sliding direction propermy．

The similarities and differences of the above two methods are compared．It’s proved that the

first method is simple in programming and can make u∞of any definite software．but the running

speⅪd is very slow．On the contrary,the programming procedure is very complicate in the second

method，but the running speed is very quick．At the same time，it啪also calculate the location of
the slip surface jn the嗣．朋nd method。It's also testified that the above two methods are the saHle
substantially,and the difiefence of the two methods may come from their different implementation

procedures．

An improved response surface method—FOR～I．RSM—is proposed in this thesis．This new
method c∞ova'come the shortcomings ofthe genefaI used RSM,which is based on the iteration of

response sul'fae8．1k first step of this method is to calculate the reliability index and the design

point by using first order mliability method,and the second step is to fit a response surface on the

design point．Then,the mliability index call be calculated by using some normal first order reliabilivy
method．It’s demonstrated from several examples that the accuracy and efficiency of this new

method are betterthan that ofthe general used RSM．

The sensitivity calculation method in the FEM mliability analysis is studied，and the formulas

of the sensitivity of mliability index to the basic parameters in the original space when they are

correlated are derived．And then，a relative sensitivity analysis method and formula are suggested．
It’s showed that the trailsforming matrix,which is needed in the computation in the transformed

space．is now unnecessary in出is method，And the disturb of the different units of each parameter

can now be eliminate in the relative sensitivity analysis method,．so it's more proper to compane the

influence ofall kinds ofparameters．

In the mliabilivy analysis ofa slope using finite element method，what is usually considered is

only the property ofelasto-plastieity or material nonlinearity．However，them exists local large strain



in most soll slopes．Therefore,the FEM reliability analysis method,which Can consider both the

material nonlinearity and the large deformation geometric nonlinearity,is studied,and the

differcne．,cs ofthe results ofⅫan and large deformation methods a”compared．It'S p附ved that the

parameter of elastic module has Iittle influence on the safety factor and the reliability index in the

normally used small deformation ICEM analysis．However,if there iS Some large deformation,the
influence of elastic module to the safety factor end the reliability index will become large,and it

should not be omitted．

Based on the accelerating convel琶ence method ofAjtken end the method ofincremental tangent

stiffness method in the definite FEM analysis，a corresponding accelerating convergence method and

i臼formulas a”studied in the stochastic finite element analysis．Through the comparison of the

methods which consider and don’t consider the accelerating one,it’S demonstrated that this now

accelerating methodm improve the convergence speed greatly．
11址application ofthe limit step length iteration method to the FEM reliability analysis ofthe

slope stability is studied．Through many times ofcalculation,the influence ofthe initial step length

and the step length adjustmem coe伍cient to the iteration procedure ofthe reliability index and their

range ofvalues 8re studied．It’S pmvod that this method can conquer the probably non-convergance

phenomenon ofthe iteration ofthe normally used first order reliability method．

Key words：Slope stability；Finite element method；Reliability malysis；Sensitivity analysis；Large
deformation
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绪言

1．1研究背景

1绪言

滑坡是一种重要的地质灾害，它可导致交通中断，河道阻塞，厂矿城镇被淹埋，工程建

设受阻，人类的生命财产受到威胁。我国正处于经济建设高速发展的时期．在建设过程中，

滑坡给水利、铁路，公路、矿山等建设都造成了巨大损失．

边坡问题是一个古老的问蹶，已经有很多学者从不同的角度对边坡稳定进行了分析，但

实际问题是，不仅建国以来，在水利、水电、铁道、公路、建筑等各工程领域中滑坡事故都

是最常见的、重要的地质灾害，而且要及时预报、合理分析。还存在着很多问题与困难。今

后，随着大型工程建设的日益增多，高边坡问题也将愈加突出。因此，仍需迸一步研究与边

坡有关的问题，如：滑坡产生的地质背景、破坏机理，岩土力学特征，边坡稳定性分析方法、治理方法等。本论文主要研究其中内容之～边坡稳定性的分析方法。
边坡稳定性分析方法很多，如：各种极限平衡条分法，有限元法，极限分析法，边界元

法等(陈祖煜，2003)111．在边坡稳定性分析的各种方法中，有限元法(Finite Element Method，

简称FEM)由于全面满足了静力许可、应变相容和应力应变之间的本构关系。并且不受边坡几

何形状的不规则和材料不均匀性的限制，因而在边坡稳定性分析中得到了广泛的应用。

但是，各种边坡稳定分析的定值法存在一个共同的缺点——没有考虑边坡工程中存在的

不确定性，这就造成了一些边坡的安全系数大于临界安全系数，可事实上还是发生破坏的现

象。要想正确分析边坡的稳定性，必须考虑边坡工程中存在的种种不确定性。结构工程中不

确定性的主要来源有：物理不确定性，如荷载大小、材料强度、几何尺寸等的不确定性；统

计不确定性，如参数分布类型的不确定性。参数统计方法的不确定性；模型不确定性，这是

由计算模型的简化假设等引起的(常大民，1995)[21．对于边坡工程而言，地层(土层)剖面

与边界条件的不确定性；现场与实验室测定的岩土性质指标的不确定性：土的性质的天然(固

有)可变性：勘探取样方法与试验方法的误差；试验数量与勘探数量的不足：外加荷载大小

与分布的不确定性；计算模式的不确定性等都可造成边坡稳定分析结果的误差(包承纲。1989)

口l。因此，必须进行边坡稳定的可靠度分析。

在将边坡稳定的极限平衡条分法与可靠度分析相合、从而进行边坡稳定的可靠度分析方

面。前人已傲了大量工作。但在将边坡稳定分析的更严格方法一有限元法与各种可靠度分
析方法相结合来研究边坡j二程的可靠度方面，前人的工作还相对很少。本论文拟重点研究边

坡稳定的非线性有限元可靠度分析方法。

1。2文献综述

1．2．1 边坡稳定确定性分析法研究概况

边坡稳定性分析方法有很多，大体上可以分为极限平衡条分法、有限元法、极限分析法

(滑移线法)等，其中应用最广泛的是前两种方法。
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极限平衡条分法是建立在莫尔．库仑强度准则的基础上的，其特点是只考虑静力平衡条件

和土的莫尔一库仑破坏准则。对于边坡稳定性分析中大多数的静不定问题，极限平衡条分法通

过引入一些简化假定来使问题变得静定可解。极限分析法(滑移线法)与条分法的区别是滑

移线法要求每一单元都达到了极限平衡状态，而条分法只假定土体沿滑裂面达到了极限平衡。

因此滑移线法得到的是一个保守解(上限解)，而条分法由于并不要求滑体内的每一点均处于

极限平衡，因此是下限解．

进入20世纪70年代后期，随着计算机和有限元分析方法的发展，应用严格的应力应变

分析方法分析边坡稳定性问题已成为可能。边坡稳定的有限元分析由于不必对一部分内力和

滑裂面形状作出假定，使得分析研究成果的理论基础更为严密，因而边坡稳定分析的有限元

法也逐渐受到重视．

1⋯21l极限平衡条分法
目前常用的极限平衡条分法有：瑞典法、简化Bishop法、Janbu法、Sarma法、Spencer法、

Morgenslern-Price法等。

瑞典法(瑞典圆弧法)由Fellenius(1927)141提出，又称PellenilIs法。该法假定滑裂面为圆弧

形。在计算安全系数时，简单地将条块重量向滑面法线方向分解来求得法向力。由于滑裂面

为圆弧形．因此法向力通过圆心．对圆心取矩时不出现，使计算工作大为简化．

简化Bishop法(1955)m对传统的瑞典法法作了重要改进。这一方法仍保留了滑裂面形状为

圆弧形和通过力矩平衡条件来求解这些特点，但是在确定土条底部法向力时，考虑了条间作

用力在法线方向的贡献。

对于任意形状的滑裂面，瑞典法和Bishop法不再适用。此时，一些学者试图通过力的平

衡而不是力矩平衡来确定安全系数。Janbu(1954)嘲假定条间力为水平力，由此求得安全系数。

但因没有满足力矩平衡要求。因此也是简化法．

随着计算机的出现和普及，在生产实践中采用更为严格的方法已经具备条件，因此一些

研究者致力于建立同时满足力的平衡和力矩平衡，对滑裂面形状不作假定的严格分析法。这

些方法大体上可分为三类，～是假定条问力大小的分布函数(Sarma，1973)川；二是假定条

闻力的作用方向(Morgenstem-Pdee，1965tBI； Spencer。1967191)；三是假定条间力的作用点

位置(Janbu，1973)[101。在此基础上，一些学者对上述方法作了进一步改进(Chen-Morgenstem，

1983vtI；郑颖人等，20011”I；Zhu等，20031131)。

Duncan(1996)”“、陈祖煜(2003)lIJ对各种传统边坡稳定性分析方法的计算精度和适用范围

作了分析评述，指出瑞典法安全系数最小，简化Bishop法的安全系数平均高出瑞典法6％．7％，

Spencer法高出简化Bishop法平均20／o-3％：满足全部平衡条件的严格方法是精确的(除非遇

到数值分析问题)：对于圆弧滑裂面情况，简化Bishop法与Morgenstern．Price法的结果十分接

近。也即简化Bishop法有较高的计算精度，又因其计算简便，因而使用十分广泛。

边坡稳定分析的极限平衡条分法大体上可分为两个步骤，一是利用上述各种条分法对滑

坡体内某一滑裂面求其抗滑稳定安全系数；二是在众多可能的滑裂面中，重复上述步骤，找

出相应最小安全系数的临界滑面。近年来。最优化方法被广泛应用于这一课题，这些方法总

体上可以分为枚举法、数值分析方法、非数值分析方法(如：模拟退火法，遗传算法．神经

网络法，蚂蚁算法，仿生算法)等三类，它在边坡稳定分析中的应用研究十分活跃(Baker，

1980115l；Cellestino and Duncan，1981t”I；Li and White，1987117I；陈祖煜等，1988|18l：Greco，
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1997[‘9l；莫海鸿等。19991201；房营光等，2002121l；李亮等，200412日；高玮等。2005lz’1)．

1⋯21 2有限元法
和极限平衡条分法相比，有限元法能更好地反映边坡岩土体的应力应变关系，并且不受

边坡几何形状和材料不均匀的限制，因而是边坡稳定性分析中一种较为理想的方法．边坡稳

定性分析的有限元法大体上可以分为两类：一是基于滑面应力分析的有限元法(s蹄stI出cc

s岫s锄alysis．简称SSA)，它是边坡稳定性有限元分析中一种常规的计算方法(Zou等，
1995阻l；Duncan，1996t141)；二是基于强度折减的有限元法(strength reduction method，简称

SRM)，这种方法在国外兴起于上世纪九十年代(Ma拄ui等，1992125I；Swan等，19991261；DawS0n

等，1999f271：Gdffiths等，199912。1)。

边坡稳定有限元法的重要研究内容是如何将有限元计算结果与传统的安全系数挂钩。成

为直接用于边坡设计的判别依据。几乎在有限元法开发的同时。研究者就开始了其与边坡稳

定分析中传统条分法关系的研究．早期的研究工作(Wright，19731291：Yamagami，1988[”1)

是在边坡中定义一个潜在的滑面，根据有限元得出的应力分布来计算滑面上各点的应力水平，

然后根据加权平均的原则定义安全系数(即SSA法)。在这一工作的基础上，研究者进一步研

究了整个滑面安全系数的定义及在众多滑面中寻找一个临界滑面的方法。Zou等(1995)1241

通过有限元法获得的应力分布规律确定滑面的范围和初始滑面。再用动态规划法搜索最危险

滑面及相应的安全系数。Kim和Li(1997)⋯锻据有照元应力场的计算结果来求各高斯点应
力．然后用总体应力平滑技术来求总应力场；基于这一应力场，对指定滑面用应力积分求安

全系数，然后再进行非圆弧滑面的改进搜索。Giam和Donald(1988)P21提出了一种由已知

的应力场求临界滑裂面及最小安全系数的模式搜索法。史恒通，王成华(2000)1531详细探讨

了用有限元法分析±坡稳定所遇到的问题及处理方法，分析了安全系数的定义方法。郑宏等

(2002，2005)154-361讨论了边坡稳定有限元分析中安全系数的定义问题，指出了SRM的合理

性。郑宏等(2004)【371、朱以文等(2005)哪】提出了一种基于滑移线场理论、利用有限元求

解安全系数的新方法．

边坡稳定分析的有限元强度折减法(SRM)由于计算简单，可直接利用现有大型有眼元

分析软件进行计算，因而近年来的研究较为活跃(Woodward。1999[”I；Hamdy Fah∞m等，

20041401：马建勋等，20041411)．其基本原理是将边坡强度参数同时除以一个折减系数，得到一

组新的强度参数值：然后以这组新的值作为输入参数进行有限元计算：当计算至边坡达到极

限状态时，对应的折减系数值就是边坡的最小安全系数，目前各种SRM的主要区别是边坡失

稳判别的标准不同，其主要类型有：以迭代过程不收敛为标准，这是最常用的标准(如：Dawson

和Roth，1999127I：Griftith和Lane，1999t”I；Lechman，2000142I；赵尚毅．郑颖人等，2002p“”)：

以某个特征点的位移为标准(宋二佯，1997145-'“'1；葛修润，20031”1)；以，“义剪应变或广义塑

性应变为标准(Ma控ui，199014sl：连镇营等，20011”I；郑宏等20021361；周翠英等，20031”I：栾

茂田等，2003p1’。赵尚毅等(2005)”4分析了用计算不收敛作为边坡失稳的判别标准合理性。

郑宏，支q德富(2005)1531对SRM从理论上给予了证明，从而为利用等效塑性应变或塑性功的

等值线图来判别边坡的极限状态找到了力学依据。

虽然在边坡稳定的有限元分析中可以考虑更为复杂的本构模型(邵国建等，2003伊1：

Hwang等，2002p≈)，但为了与成熟的极限平衡法相比较，目前工程中最普遍的还是采用

Mohr-Coulomb(或Drueker-Prager)准则的理想弹塑性模型。至于选何种流动法则尚未取得共
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识．一部分学者认为剪胀角对边坡稳定性的影响不大(Dawson等，2000{561；郑宏等，20021”1；

Grifl]ths等，1999Psl；Lechman等，20001421；赵尚毅等，2002143删)；另一部分学者则认为不

应忽视剪胀角对边坡稳定性的影响(MaimT．Manzari，MohamedA．Nour．200d”’；张鲁渝等，

2003[”j；张培文和陈祖煜，20041,91)。

1．2．1．3 边坡稳定的大变形有限元分析

经典有限元法常假定边坡在荷载作用下发生的应变是微小的，而实际上，边坡的破坏往

往伴随着大变形条件．研究表明：当平均应变为10％时。剪切带内的应变可高达4(p／‘t6q。因

此，应进行边坡的大变形有限元可靠度分析．

大变形有限元分析已在结构工程(InⅢi，Frangoplo，200216。“】)及材料工程(Leiwis，Khoei，

1998)1651中得到广泛应用。但由于岩士工程研究对象的复杂性，它在岩土工程中的应用还不

多见，目前的研究多集中于土体的固结变形及流固耦合分析(Carte，1977州；Prevost，1982167l；

Asaoka，199516s1；Rowe，1996169I：Borja等。199svm；Foti等，19981”I；h倦s彻等，20021n!；

Yuan Di等，2003p3ll周正明，19921”I；谢永利．1994，1995，1998[7"7J：谢新宇等，1997[7q：

蒋明镜，沈珠江．19981791；何开胜，沈珠江，2000[801：罗晓辉，白世伟，2003IslI)．李术才等

(2002)[821；张玉军等(2003)1131：何满潮等(2004)阻I也采用大变形理论对地下工程进行

了分析探讨。大变形理论在边坡工程的应用相对很少，施斌等(1999)瞰l采用大变形有限元

方法分析了边坡体中各单元的应力及变形情况；周翠英等(2003)[SOl采用有限元强度折减法

求解了考虑边坡大变形情况时的边坡总体安全系数．

由上述分析可见，大变形分析理论在边坡工程中的研究还刚刚起步，而且还仅局限于定

值法研究。因此，需进行边坡工程的丈变形有限元研究及相应的可靠度分析。

1．2．2 可靠度分析方法研究概况

1．2．2．I 结构可靠度理论研究

可靠度的研究早在20世纪30年代开始，当时主要是围绕飞机失效进行研究。可靠度在

结构：E程中的应用大约从20世纪40年代开始。自从1946年Freudenthal在国际上发表“结构

的安全度”以来186}，人们已充分认识到结构工程中的随机因素，将概率分析和概率设计的思

想引入实际工程。到20世纪70年代，可靠度方法在结构设计规范中的应用成为可靠度研究

的一项重要内容。国际标准化组织于1986年频布了‘结构可靠性总原HO)(IS02394)Iml，1988

年义频布了该标准的修订版本”I，在推进世界各国结构可靠度设计方面起了重要作用。自1984

年起，我国先后完成了第一层次的《工程结构设计可靠度设计统一标准》(GB50153-92)[891

和第二二层次的建筑I⋯、港口州I、水利水电l”、铁路[931和公路194JI程结构可靠度设计统一标准

的编制l：作，并完成了相应结构没计规范的修订。目前，新修订的《建筑结构设计可靠度统

一标准》(GB50068)195’已频布。这些都说明概率极限状态设计已成为结构设计理论发展的一

个重要方向。

结构可靠度方法在结构殴计中的应用，是其理论逐步发展和不断完善的结果．早期的可

靠度计算方法只是考虑随机变量平均值和标准差的所谓“二阶矩模式”，即现在的“中心点法”

(Cornell，1969，1971)196-9“。由于中心点法不能考虑实际中的非正态随机变量以及可靠指

标的不惟一性等缺点，1974年Hasofer and Lindtgsl从几何上对可靠指标进行了定义，将可靠指

标定义为标准正态空间内原点到极限状态曲面的最短距离。对于非止态变量，Raekwitz和
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Fiessler(1978)【毋J提出一种当量正态转换法，可把非正态变量变换为等价的正态变量，同时提出

了求设计点的迭代算法。这种方法被国际结构安全度联合委员会(JCSS)推荐使用，因而亦

称为JC法．对于随机变量相关的情形，需要知道随机变量的联合概率分布函数，然后用

Rosenblatt变换1100]将相关的非正态随机变量变为独立的标准正态随机变量，这种方法统称为验

算点法。

上面的方法都只使用了结构功能函数的一次项和随机变量的前二阶矩，因此又称为一次

二阶矩法或一阶可靠度分析方法(FirstOrderReligoUit?Method，简称FORM)．由于它是以验

算点处线性化的极限状态方程来求可靠指标的，没有反映极限状态曲面的凹凸性，因此在极

限状态方程的非线性程度较高时，误差较大。于是．学者们又提出了考虑极限状态方程二次

项的二次二阶矩方法，又称为二阶可靠性分析方法(Second Order Reliability Mcflu，d，简称

SORM)(Fiessler等，1979[⋯l；Breitung等，1984‘1啊；Tvedt等。19901肼I；KoyluogluandNielsen，

19941⋯I；Yah-gangZhao等，1999{1“1啷；DerKiureghian等，1987。19911’”‘⋯1)．SORM比FORM

的计算精度有所提高，但计算量也大大增加。所以目前常用的还是FORM．

一次二阶矩法要求计算功能函数的梯度．当功能函数是隐式形式时，梯度的求解较为困

难。于是，出现了结构可靠度分析中的响应面法(Response Surface Method，简称RSM)。RsM

最早由BoxandWilson(1954)ll⋯提出，当时对于RSM的研究仅限于如何用统计的方法得到

一个显式函数，用来逼近一个复杂的隐式函数。RSM在工程结构可靠性分析中的应用始于80

年代(Wong，1984，19851““⋯l；Faravelli，1989，1992111。113】)；随后。BucherandBou喀,und(1990)

|1141；Rajashekhar and Ellingwood(1993)11151；Liu and Moses(1994)11161；佟晓利、赵国藩

(1997)[1171；Kim and Na(1997)|1151；Y．Zheng，P．K．Das．(2000)11191；S．Adhikari(2004)

1120]等对RSM作了改进。

无论是FORM、SORM还是RSM，其本质都是用极限状态函数的矩为基础来进行可靠度

计算的，理论上都存在近似性，都属于可靠度分析的近似方法。所以，寻找一种有效而精确

的结构可靠度计算方法是必须的。于是，基于蒙特卡罗模拟法(Monte-Carlo Simulation Method，

简称MCSM)的结构可靠度数值模拟方法得到了人们的重视。其优点是模拟的收敛速度与基

本随机变量的维数无关；极限状态函数的复杂程度与模拟过程无关：无需将极限状态函数线

性化和随机变量当量正态化；数值模拟的误差容易确定，从而确定模拟的次数和精度，因而

常用于检验其它方法的精度。其缺点是随着结构破坏概率的降低，数值模拟的次数就会大大

增加，计算时闯也会大大延长I””。

上述分析方法还都属于元件的可靠性分析。以上述分析方法为基础，李云贵、赵国藩

(1993)11221；Ditlevsen(1979)[1231；Chowdhury等(1995)11241：Song，Der Kiuregtl[an(2003)

It25l进一步研究了整个系统的可靠性。

1．2．2。2 结构可靠度理论在边坡稳定分析中的应用——边坡稳定的可靠度分析

随着结构可靠度理论的发展。以及人们对边坡工程中的不确定性认识的逐步深入，边坡

工程的可靠度分析也越来越受到重视。可靠度分析首次于70年代引入边坡工程(Matsuo等，

1974，1976，ll掘1271；Ang等，197511281：Alonso，1976[129]；Tang等，1976[’30l；Hart，197711311：

Vanmarcke，19771’321；Chowdhury，19781”3b。此后，很多人进行了进一步研究(Ang等，198411341：

Chowdhury等。1984，1987，1993113’”1；woIff，19851138l；Nguyen，19851139l；Li，Lomb。

19871⋯I；Oka，Wu，199014ll；Christian，1994，1996，1998 11“⋯1；Low，1997，1998，20051145-1471：
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Hassall，199911嘲；Liang，19991删；Malkawit 200011删；Auvinct，200011”1；Bhattacharya。
2003[‘”I；姚耀武，199411”l；徐军．200011541；谭晓慧，1998，2001[1”1”I；陈晓平等，20041159I)。

Duncan(2000)Il叫针对当时的情况进行了当代水平评述。Ramly等(200"2)11611就一个具体的

边坡问题全面阐述了可靠度方法在边坡中的应用。上述文献的共同特点是：将边坡稳定的各

种极限平衡条分法与某种可靠度分析分析方法(主要是MFORM，FORM。MCSM)相结合．

从而得到边坡的可靠指标或破坏概率．分析表明：可靠度分析中边坡的最小可靠指标面与定

值法分析中边坡的最小安全系数面是不同的；边坡稳定的可靠度分析中，FORM法从理论上

比MFORM更合理，但由于MFORM法计算简单，对于近似线性问题，其误差也不大。因此

MFoRM与F0ltM都是边坡工程中经常使用的可靠度分析方法。

1．2．3 有限元可靠度分析方法研究概况

随着定值法有限元计算精度的提高及计算机计算能力的增强，人们想到了将有限元方法

与可靠度理论相结合来进行复杂结构的可靠度分析，从而产生了随机有限元(Stochastic Fini忙

Elemem Method。简称SFEM)．也称概率有限元(Probabilistic Finite Element Method，简称

PFEM)。

在进行结构的随机分析时，随机参数可视为随机变量或随机场(Mellah等，2001[1621)。

当视参数为随机场时，人们研究了多种随机场的离散方法。如空间离散法，谱分解法等，以

反映随机介质的空间变异性。随机有限元更重要的研究是随机有限元控制方程的建立及求解

1163-1Ⅷ。

在进行随机有限元研究之初。研究思路是MCSM与有限元法直接结合，这可称为直接

Monte Carlo法(Shinozuka，197611671)。由于直接Monle Carlo法是建立在大量确定性FEM

计算的基础上的。对于大型结构，其计算量极大，因而很不实用。严格说来。这还不是真正

的陡机有限元。

真正的随机有限元始于70年代。Cambou(1971)II删首次采用一次二阶矩法研究了线弹

性问题，接着Dtffldl'ou和Houstis(1978)【’叫，Baecher和lngra(198I)1170l在解决岩土_[程的不

确定问题时用了类似的方法。由于这种方法是将随机变量影响量进行Taylor级数展开，因此

又称Taylor展开法随机有限元("taylor SFEM．简称TSFEM)。接着，Hisada(1981．19851"1．1721)，

Handa(1981Il”J)在考虑随机变量波动时采用一阶、二阶摄动技术，提出了极有效的摄动随

机有限元法(Perturbation SFEM，简称PSFEM)。Handa将其用于框架结构分析，而Hisada

则将其用在各种复杂结构的应力、位移随机分析。20世纪80年代后期，Shinozuka，Yamazaki

(1988)【l“1v61创造性地将Neumann展开法与Monte Carlo有限元相结合。提出了精度、效率

均较高的Neumann Monte—Carlo SFEM(NSFEM)，使Monte-Carlo法与FEM得以完美结合。

非线性SFEM的研究开展较晚，目前主要有摄动法和偏微分法。Hisada最初是将摄动法

用于1}线性结构的灵敏度分析．1989年lI”1他才将其用于随机有限元分析，提出了摄动法1#线

性随机有限元。Liu P L等人(1988)ll”l最早将偏微分法用于随机有限元分析，并对儿何非线

性问题给出了二维非线性随机有限元计算式，同时指出他们的方法也用于材料非线性问题。

Haldar，Zhou(1992)【”9l等也提出了类似的方法。但这些方法的实质是基于全量理论的非线

性随机有限元。敌不能反映加载历史。吴世伟11““，刘宁等{⋯’‘8}认为偏微分法计算效率相

对较高，且能反映加载路径的影响，因此进一步研究了基于偏微分法的弹塑性随机有限元分
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析。

随机结构分析的最终目的是进行可靠度分析，基于SFEM的可靠度计算中最为代表性的

当属Kiureghiaa的方法I”4”1。该法将Rackwitz，Fiessler(1978)的可靠指标算法FORM与

SFEM相结合，并有效地计算了框架结构的可靠度．吴世伟等(1989，1990．1992)则将该法

推广至二维、三维．并计算了大型复杂块体如重力坝和拱坝的可靠度．对水工和岩土等实际

工程中大多数具有非线性的复杂结构，我国学者作出了卓越贡献(武清玺，1995It9211姚耀武

等，199611叫；严春风等，199911州；徐建平等，2000[1啊；徐军等，2002【1蚓)．但是．这些工

作的共同点是只研究了边坡体中各商斯点或单元的可靠度，即“点可靠度’然后以此为基础

进行边坡稳定分析评价。但工程实践中更需要的是边坡的整体可靠指标及滑面的位置。傅旭

东等(2001)119"q采用PSFEM对线弹性边坡体进行了整体体可靠度的计算．然而，边坡岩土

体更应被视为非线性弹塑性体。

将FORM与SFEM算法相结合以进行结构可靠度计算的优点是随机有限元的计算工作量

相对较小，但程序开发较为复杂。为了利用现有定值法有限元程序进行分析，又产生了其它

一些方法，如Marinilfi等(1999)09Sl，Nour等(2002)uog]将定值法FEM程序及MCSM相

结合。从而进行了地基沉降的可靠度分析。Fenton及Griffiths等[200-2“l也将定值法FEM与

MCSM相结合，进行了地基工程及边坡工程的可靠度分析。这种方法虽然简单，但它需多次

调用定值法有限元程序，计算量相对较大。

为减少计算计算量、提高计算效率，又有学者将FEM与RSM结合起来进行可靠度分析，

如苏永华等，20001205I；何满潮等，2001[2061；徐军．2002／2071；邓建等。2002120。1；宋玉香等，

2004【”】：陈建康等，20051210】；武清玺等，2005[2”l采都采用RSM进行了地下结构的可靠度

分析。但是，当响应面为二次多项式时，可能存在多个设计点，从而可求出错误设计点，阻

止了真正的坐标计算(Bauer等，2000)聊“。因此，当将FEM与RSM结合起来进行可靠度

分析时，RSM自身的算法仍需迸一步改进。

由丁二边坡稳定的有限元可靠度计算工作量较大，因此，对于具体的边坡应先进行参数的

敏感性分析，找出边坡稳定可靠度的主要影响因素，从而有针对性的减少可靠度分析中的参

数个数，提高计算效率。在参数的可靠度敏感性分析方面，Low(1998)【l柏l，Madsen(1986)
12l31提出了基本随机变量互为独立时在原始空间中可靠指标对随机变量分布参数的敏感性计算

公式；lmai(2000)16lJ。刘宁(2003)|2141分析了基本变量相关时在标准正态空间中可靠指标

对随机变量分布参数及极限状态方程参数的敏感性计算方法：Sudret(2002)121Sl探讨了有限

元可靠度分析中位移、应力对基本变量的敏感性计算。由于有限元计算是在原始空间中进行

的，因此．需要进行一步研究基本随机变量相关时在原始空间中求解可靠指标对参数敏感性

的方法。

综上所述，边坡I：程中的非线性SFEM已有了一定研究。取得了较大进展，但要达到实

用化、通_}Ij化还有很多问题有待研究，

1．3论文的研究目的、意义和内容

1．3．1 研究目的

由上一节的文献综述可知，边坡稳定性分析方法的研究尽管是一个古老的课题，但随着
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现代计算技术的进步及工手早建没的要求。仍有很多内容需要进一步探索。因此。本论文的研

究目的是探索一种新的边坡稳定可靠度分析方法一边坡稳定的非线性有限元可靠度分析方
法。该方法应能反映实际岩十体的非线性性质(如材料非线性，几何非线性)和边坡工程中

的随机不确定性。从而能更准确地评价边坡工程的稳定性；该方法应能得出边坡体的整体可

靠指标及相应的滑面位置，从而为滑坡灾害的风险分析、风险管理、预测预报及加固设计提

供科学依据，达到减灾防灾、安全经济的目的。

1．3．2 研究意义

该项研究具有十分重要的科学意义及实用价值。从科学意义来看，该项目属于力学前沿

课题。它综合了工程地质学、岩土力学、弹塑性力学、非线性有限元方法、概率论与数理统

计、可靠度数学、计算机科学等多学科的知识，是一门交叉学科，其研究成果将促进各相关

学科的发展。从实用价值来看，这种方法能更真实地反映边坡工程的本质规律，克服了现有

边坡稳定性分析方法中含有诸多不合理简化假设的限制，因而能更准确地评价边坡的可靠度

及破坏概率。工程人员利用这种方法可更好地考虑边坡工程中各种不确定因素及各种复杂边

界条件对边坡稳定性的影响，可更科学地进行滑坡灾害的风险分析、风险管理，预测预报及

加固设计．

1．3．3 研究内容

本课题主要研究边坡稳定的非线性有限元可靠度分析中的各种方法。主要的研究内容有：

1)边坡稳定可靠度分析的各种方法。如中心点法、验算点法，响应面法等，提出改进的响应

面法，探讨边坡稳定可靠度分析中各种数值求导方法的区别。

2)边坡稳定性分析的各种定值分析方法。如：极限平衡条分法，有限元法等。重点是研究边

破稳定性分析的有限元法中，边坡安全系数的求解方法及非线性有限元的迭代格式，从而

为后续的可靠度分析打。F基础。

3)基于强度折减的边坡稳定有限元可靠度分析方法的研究：将有限元强度折减法应用于边坡

稳定的可靠度分析，研究基丁：有限元强度折减法与基于极限平衡条分法(Bishop法)的可

靠度分析结果间的关系．研究这种方法的优缺点。

4)基于滑面应力分析的边坡稳定有限元可靠度分析方法的研究：研究根据有限元求解结果进

行边坡中各单元可靠指标、边坡整体可靠指标及其对戍滑面位置的确定方法，探讨有限元

分析中功能函数形式对计算结果的影响。

5)边坡稳定的有限元可靠度敏感性分析：针对边坡I：程中的高度非线性功能函数及非线性有

限元计算量大的问题，研究边坡有限元可靠度分析中的敏感性计算方法，推导基本变量相

关时在原始空间中求解可靠指标对参数敏感性的计算公式，提出进行参数的相对敏感性分

析方法及公式。

6)边坡稳定的弹塑性大变形有限元可靠度分析：针对边坡工程中的大变形现象，研究既考虑

边坡的弹塑性材料非线性又考虑其大变形几何非线性的有限元可靠度分析方法．推导其计

算公式，比较大小变形情况下的相应结果。
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7)有限元可靠度分析中加速收敛算法的研究：针对有限元可靠度分析中，结点位移对基本变

量的偏导数迭代收敛速度慢的问题，研究随机有限元中加速收敛的方法，推导其计算公式。

分析比较其优点．

8)可靠度分析中有限步长迭代法在边坡稳定有限元可靠度分析中的应用：由于研究对象的复

杂性，边坡稳定可靠分析中功能函数的形式一般是高度非线性的，用常规的验算点法求可

靠指标可能会出现迭代计算不收敛的现象。为此，本文研究有限步长迭代法在边坡稳定有

限元可靠度分析中的应用，研究初始步长和步长调整系数的取值范围。

综上所述，本课题利用弹塑性有艰元法分析边坡的可靠度。分析思路新颖，具有较大的

理论意义和工程实用价值，也有相当的研究深度．
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2结构可靠度分析的基本原理

2．1结构的极限状态

按照工程结构可靠度设计统一标准，工程结构需满足F列功能要求：

1) 在正常施工和使用时，能承受出现的各种作用：

2) 在正常使用时，具有良好的工作性能；

3) 在正常维护下，具有足够的耐久性能；

4) 在设计规定的偶然事件发生及发生后，能保持必要的稳定性。

在上面规定的结构必须完成的四项功能中，第一项是对结构承载能力的要求，关系到结

构的安全性；第二项是对结构正常使用性能的要求，关系到结构能否满足规定的使用要求。

这两项对应的极限状态分别称为承载能力极限状态和正常使用极限状态，有明确的标志和限

值。第三项是对结构耐久性方匾的要求，目前一般从材料选择、设计、施工、养护、使用中

的维护等方面加以考虑和解决；第四项是对结构坚同性方面的要求，目前一般通过结构选型、

要领设计、构造处理等手段解决。

为满足结构各项功能的要求．在具体进行设计或可靠度分析时，要进行必要的数学运算。

在这种情况下，需建立描述上述功能的数学函数，即结构功能函数，或称为极限状态函数．

如结构的某一功能可用”个随机变量蜀，X2，⋯，墨表示(其中五是只包含具有不定性的随

机变量，又称为基本变量)，则该功能函数可表示为

Z=g(Xi，X2，⋯，以) (2．1．1)

结构在其使用过程中，可能能够完成要求的功能，也可能不能完成要求的功能。如果结

构能够完成要求的功能，则结构处于可靠状态；如果结构不能完成要求的功能，则结构处于

不可靠状态，或失效状态。结构由可靠状态到不可靠状态需有一个界限，这一界限称为结构

的极限状态。极限状态是结构可靠与不可靠的临界状态。工程结构可靠度设计统一标准对结

构极限状态的定义是：当结构或结构的一部分超过某一特定状态就不能满足设计规定的某一

功能要求时，此特定状态就称为该功能的极限状态。如果利用式(2．1．1)表示的结构功能函

数进行描述，则

z>o：表示结构处于可靠状态；

z<0：表示结构处于失效状态；

Z--0：表示结构处于极限状态。

根据结构需完成的功能和结构达到极限状态的标忠，可建立结构的功能函数或极限状态

方程。如结构的抗力为R，荷载效应为&则R>S时结构处于可靠状态，R<S时结构处于失效

状态，R=S时结构处于极限状态，所以结构的功能泊数可表示为Z=R-S，也可表示为Z=RIS-I

或其它形式。如果随机变量相互独立，如图2．1．1(a)所示，则可在直角坐标系中描述结构的状

态：R=S表示极限状态直线。R>S的区域表示可靠域，R<S的区域表示失效域。对f一般的情

形，结构功能函数如式(2．1．1)，在图2．1-l(b)中。相应的曲线(曲面)称为极限状态曲线(曲

面)|2161。
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O

图2 1—1极限状态方程(a)两个变量(b)一般情况

2．2结构的可靠度与失效概率

由式(2．1．1)知，结构的功能函数是多个随机变量的函数，所以结构的功能函数本身也是一

个随机变量。这样，在结构使用过程中，功能函数是大于零(可靠)还是小于零(失效)是

不确定的，工程中需要分析的是结构使用期内功能函数至少一次小于零的概率。以图2．1-ICo)

为例，(凰，x2)构成一个随机点，当该点落入可靠域时，结构处于可靠状态；当该点落入失

效域时，结构处于失效状态。随机点落入可靠域的概率称为可靠度，用只表示；落入失效域

的概率称为失效概率(破坏概率)，用P厂表示．显然，只+P，=l。由于结构的可靠度只在数值

上非常接近于1，没有用失效概率表达起来方便，习惯上多用失效概率厅来表示结构的可靠度。

一般地，设结构功能函数Z的概率密度函数。取z)是已知的，则结构的失效概率可由下式计

算

0=P(z<o)=I正(z)dz (2．2．1)

而实际上，很难知道结构功能函数的概率分布，一般情况下可能知道的是其表达式中各

髓机变量的概率分布。如结构的抗力为岛荷载效应为岛联合概率密度函数为矗鼬习，则随

机点落A[r。，h卅和p．s+ds]所构成矩形区域的概率f斟r,s)drds．若结构功能函数为Z=R一

岛则由概率论的原理可得结构的失效概率为

B=P(Z<o)=P(R<s)=lI蠡(r，s)drds (2．2．2)
始

如果R与s相互独立，则联合概率密度函数为Mr)fs(s)。此时，在积分域内先沿r轴方向
积分，再沿s轴方向积分．可得

弓2尸‘R<s’2 f凼j：厶‘7’矗‘5’毋
(223)

2 I【j：f一(r)dr]L(s)ds 2^F．(s)L(s)as
也可先沿s轴方向积分。得

弓2P(R<研=r办厂M删出 ㈨
=r【厂五o)西】厶(，)西=f【l—B(r)】厶(r)dr

‘ 。
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作为更一般的情况，若功能函数中包含n个基本随机变量蜀，五，⋯，墨，其联合概率

密度函数为厶(而，毛，⋯，矗)·则结构的失效概率可表示为

弓=P(R<s)=珏枷⋯』厶(Xl，X2C"％x．)ax,ax,⋯ax． (2．2．5)

若蜀，噩，⋯，蜀相互独立，则

弓=P(R<s)=珏。⋯Jt“)六(而)⋯厶(毛)凼db⋯正％ (2．2．6)

2．3结构的可靠指标

由式(2．2．5)和式(2．2．6)可见，经典的结构失效概率表达式是一个高维积分。积分的维数与

随机变量的数目相同。当随机变量的数目较多时．直接进行积分计算是非常困难的。为此，

工程中引入了可靠指标的概念。

式(2．2．1)给出了当结构功能函数的概率分布已知时失效概率的计算公式。一般情况下，结

构的功能Z的分布取决于其包含的随机变量的概率分布和功能函数的形式。假定Z服从正态

分布，其平均值为∥z，标准差为crz，则结构的失效概率为

弓=￡脾)az=￡击exp卜簪]az (2．3．1)

作变换z=ltz+crzf，$IJdz=crz出，当z⋯0Ileft 圪，巳，z专—oo时卜+哪，所
以式(2，3．1)变为

哆=r概去exp(一了t2肛坼争=似胡 ㈣)

式中 ∥=,ugZ (2．3．3)
crz

称为结构可靠指标，它与结构失效概率具有一一对应的关系。求得了可靠指标口，也就求得

了结构的失效概率厅或可靠度只。表2．3—1给出了竹与口的对应关系。

袭2．3-1失效概率与可靠指标的对应关系

由概率论知识可知，分布函数是单调函数，口越大，结构的失效概率n就越小，而相应

的结构可靠度只就增加，因此，亦可直接由结构的可靠指标口值来描述结构的可靠性。

需要注意的是，式(2．3．3)是在功能函数z服从正态分布的条件下建立的，如功能函数不服

从正态分布，则需将z等效或近似为正态分布的随机变量，此时求得的可靠指标与失效概率

不再具有式(2．3．3)表示的精确关系．但此时仍由可靠指标判别结构的可靠度水平。

考虑一种比较简单的情况，设结构的抗力R和荷载效应S均服从正态分布且相互独立。

结构的功能函数为Z=R—S。由于z是R和S的线性函数，因此z也服从正态分布．且

gz=鳓一／as (23．4)
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Oz=拟+《 (2．3．53)

则可靠指标为

∥=争=鹄 (2．3．6)

oz-a；+o；

如果结构的抗力R和荷载效应S均服从对数正态分布，结构的功能函数为Z=InR-In8，则

此时InR与In8均服从正态分布，Z也服从正态分布，其平均值及标准差可由式(2．3．7)及式(2．3．8)

求得：

鲍2玩R一玩s (2．3．7)

吒=√矗^+矗s (2．3．8)

则可靠指标为

∥=丝=华磐 (2．3_9)
az≈o：R+o乞s

由于对于对数正态分布，有

式中以为x的变异系数，

因此

则

，kJ=ln∥r一1n(1+《)
r——————。●

％x=41n(1+《)

以=o"xIPx

一。‰乩蠕％=正再丽
口：丝：
crz

(2．3．10)

(2．3．11)

(2．3．12)

(2．3．n3)

(2．3．14)

当R和s的变异系数值较小时(磊≤O．3·喀s0-3)，可靠指标可按下式近似计算

∥=丝=—ln p焉R-—ln：-gs (2．3．16)
oz 、36；+6；

如果抗力R和荷载效戍S不同时服从正态分布或对数正态分布，或R和S同时服从正态

分布或对数正态分布但极限状态方程不为线性方程，则不能再直接由上述方法求得可靠指标，

此时需要采用各种近似方法。

2．4一阶可靠度分析方法

从本质上讲。计算结构的可靠度就是计算结构在规定的时橱内和规定的条件下完成预定

功能的概率，而这一概率是与随机变量数目有关的高维积分。随机变量数越多．相应的积分
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阶数也就高，这就导致了数值计算的困难。因此，

如一阶可靠性方法、二阶可靠性方法、点估计法、

阶可靠性方法使用最广泛口1”⋯。

出现了各种结构可靠度计算的近似方法，

响应面法、蒙特卡罗模拟法等。其中，一

结构可靠度分析的一阶可靠性分析方法(First Order Reliability Method，简称FORM)是

相对于二阶可靠性分析方法(SecondOlderReliabilityMethod．简称SORM)而言的。由于一

阶可靠性方法在分析过程中只用到了结构功能函数的一次泰勒级数展开项及基本变量的前两

阶矩，因此又称为一次二阶矩法(FirstOrderSecondMoment，简称FOSM)。这种方法又可细

分为两种：中心点法和验算点法。

2．4．1 中心点法(均值一阶可靠度方法，MFo砌垤)

由于中心点法是在中心点处将极限状态方程进行线性展开，因此又称为均值一阶可靠度

方法(Mean FORM，简称MFORM)．中心点法是结构可靠度理论研究初期提出的分析方法。

该方法的思想最早由Mayer提出，最后由Comell等人建立了实用的分析体系。其特点是对基

本变量不作分布类型的假定。

设结构的功能函数为 z=g(五，五，⋯，以) (2．4．1)

式中墨，扔，⋯，蜀是结构的H个互为独立的基本变量．x的均值及均方差分别为，■和Dk．

记点^f=(如，，k，⋯，，k)为中心点，中心点法就是在中心点^f将结构的功能函数展
开成泰勒级数，并只取到一次项，

zzz·：g氓，如，⋯，心)+窆(置一心)萼字 (2．4．2)
t=l unl

式中，皇塑旦也表示在中心点求解功能函数对基本变时的导数。此时，z的统计参数为
ox,

鲍*g(‰，，k，⋯，，k) (2．4．3)

吒“

从而可得中心点法的可靠指标计算公式

口=丝
o"z

蹰
。兰丝篓：竺垒：：：：：竺兰!

√喜t掣吖
(2．4．5)

中心点法的优点是概念清楚，计算简单，便于实际应用，因此是目前常用的结构可靠度

分析方法之一。但中心点法也存在着一些缺点，这主要表现在：I)该方法没有考虑基本变量

的概率分布；2)当功能函数为非线性时，由于该方法在中心点处取线性近似，因此所得的可

靠指标也是近似的，其近似程度取决于线性近似的极限状态超曲面与真正的极限状态超曲面

之间的差异程度；3)对于力学意义相同但数学表达形式不同的功能函数，中心点法计算所得

可靠指标可能不同，即可靠指标与极限状态函数的列式形式有关。
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2．4．2 验算点法(改进的一阶可靠度方法，FoRM)

由于中心点法存在缺点，因此需进一步改进。1974年，Hasofer和Lind掷I更加科学地对可

靠指标加以定义，并引入了验算点的概念，才使可靠度分析的一阶可靠度方法有了更进一步

的发展。由于分析中要迭代求解验算点，且验算点是可靠度分析中的一个关键点，因此称这

种方法为验算点法，亦称为HL算法．由于这种方法是对中心点法(或：均值一阶可靠度方法)

的改进，因此又称改进的一阶可靠度方法(AFORM)或改进的一次二阶矩法(AFOSM)．对

于非正态变量，Rackwitz和F．essler(1978)陋l提出一种当量正态转换法，可把非正态变量变换

为等价的正态变量，同时提出了求设计点的迭代算法，亦称为HL-RF算法。这种方法被国际

结构安全度联合委员会(JCSS)推荐使用，因而也称为Jc法。对于随机变量相关的情形，需

要知道随机变量的联合概率分布函数，然后用RosenblalI变换11“1将相关的非正态随机变量变

为独立的标准正态随机变量。

为统一起见．本文把中心点法(或均值一阶可靠度方法)简记为MFORM；把验算点法及

其各种改进统称为验算点法(或改进的一阶可靠度分析方法)，简记为FORM。

验算点法作为对中心点法的改进，主要有两个特点：

1) 当功能函数Z为非线性时，不以通过中心点的超切平面作线性近似，而以通过Z=0

上的某一点的超切平面作为近似．以避免中心点法的误差；

2) 当基本变量疋具有分布类型的信息时，将疋的分布在∞‘，x2’，⋯，o)处以与正态

分布等价的条件，变换为当蠡正态分布．这样可使所得的可靠指标J8与失效概率辟

之间有一个明确的对应关系，从而在口中合理地反映了分布类型的影响。这个特定

点∞。，X2’，⋯，Xn‘)就称为验算点P’。

2．4．2．1 随机变量服从正态分布的情况

1．可靠指标的几何意义

设结构中n个基本变量五，局，⋯，咒是互为独立的正态随机变量，其平均值为

以j，，‰，⋯，，k，均方差为Dk，ak，⋯，ok，结构的功能函数为

Z=g(五，五，⋯，置) (2．4．6)

按下式将随机变量Z(i=l，2，⋯，n>变换为标准正态随机变量K(i=l，2，⋯，帕：

Xj—H，

Z=—L—2‘(，；l，2，⋯t n) (2．4．7)
ox．

则功能函数可表示为

z=G(巧，K，·～，E) (2．4．8)

将极限状态方程在通过极限状态超曲面Z=0上的验算点处，处展开，得

z列-G(咖≯，z)4-窆堡笋(r一订) (2．4．9)
忙I V』f

从而可得功能函数z的平均值和标准差为

段-G(片心．，yD一窆学．一 似to)
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因此， 口：丝：
吒

吒2蹰
另一方面，线性化的极限状态方程式(2．4．9)可变形为

喜警¨G㈨Y2，⋯∞一喜等乔。
两边同除一降，可得

一箜鲍．y
1生 aZ善南一，；l I，^，∞IV，、’

1『匀、a‘’

=0

将式(2．4．12)与(2．4．14)进行比较，显然，方程的常数项即为可靠指标口，从而有
⋯●．

令 吒=

则

一口=o

(2．4．z1)

(2．4．12)

(2．4．15)

=I，2，⋯，n) (2．4．16)

∑口Kr一∥=o

由解析几何可知，式(2．4．17)所表示的是一法线式方程，n■为直线的法线与坐标轴夹角的

方向余弦，显然，口，满足

∑口：=l (2．4．18)
扛l

且 一=gZE∥ (i=l，2，⋯，H) (2．4．19)

可见，a，反映了各基本变量的不定性对结构可靠度影响的权，可称为敏感性系数：同时，

亦可看出|8是坐标原点到直线的最短距离，这就是J8的几何意义，即：口是标准lE态空问中，

坐标原点到极限状态曲面的最短距离。相应地，标准正态空间中极限状态曲面上到原点距离
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最近的点就称为验算点。式(2．4．12)、(2．4．16)、(2．4．19)共有2n+1个方程中，其中包含了，、

at及口共2n+1个未知数·因此可联立求解，以确定验算点的位置及相应的可靠指标·

2． 可靠指标与失效概率的关系

求得了结构的可靠指标后，仍可用下式求解结构的失效概率：

P，=m(一仂 (2．4．20)

需要注意的是，将原极限状态曲面线性展开后所计算的可靠指标是与切平面相对应的，

不能完全反映结构的失效概率。或者说由可靠指标计算所得的失效概率是精确失效概率的一

阶近似结果．若耍获得更准确的结果，还需考虑原极限状态曲面的弯曲程度及弯曲方向．典

型的由验算点法计算的失效概率与精确失效概率的关系如图2．4．1所示1216182“．

J
圪

／

苎哆长
／ ＼ L-

历司0

如

／

z：z．=o，(名
／＼ ‘一

／0

‘琏

必
乡

／／幺-o 0

，Fm(-所 厅。m【一所 吩>中(·力

固2．4．1不同情况下计算失效概率与精确失效概率的关系

3． 原始空间中可靠指标的计算

下面将基本变量由y空间变回z空间。

．．．由式(2．4．7)可得

％2

警=警．％ayi 毅； 1

a3(y‘)

(2．4．21)

=axj Q．4．22)

．．．x空间中验算点的坐标为i=，％+y：．crt=∥置+口‘∥盯r
相应地，

∥：丝：
吒

．．．联立求解式(2．4．22)、(2．4．23)、(2．4．24)-即可求得可靠指标。

南
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2．4．2．2 随机变量不服从正态分布的情况

当基本随机变鼍不服从正态分布时．Rackwitz-Fiessler提出可采用当量正态化的方法。将

随机变量X转化为当量正态变量Z‘．具体方法是：将非正态变量置在验算点处，根据分布函

数毋舡)与概率密度函数㈣相等的原则等价变换为当量正态变量厨，并确定册的平均值和
标准差12”。

如图2．4-2，按在验算点上分布函数相等的条件

‘G)=气(i)=m睁) (2．4．25)

可得，k=#一m。[氏(i)】％ (2．4．26)

按在验算点在密度函数相等的条件

“％(枷毒≯(警) ㈣7)

可得 _叫(≥芋)肛“)_烈旷I【气G)】}／厶G) (2．4．28)

式中o(·)和m。(·)为标准正态分布函数和它的反函数，庐(·)为标准正态分布的概率

密度函数．

眦。澎-1、一二新／尉)f知
“‘)

xI pa 耻嚣

国2．4．2非正态随材l变量的当量正态化

当基本变晕X为对数正态分布时．其当鼙正态变量的平均值和标准差的公式可导出如下：

对于对数止态分布的基本变量X，有

目．(#)：由(竺!生i) (2．4．29)吒(#)=由(—二二堕) (2．4．
气z

厶(‘)：。L妒(竺!鱼噬) ㈨30)
xioh《j oht

由式(2．4．28)--(2．4．30)可得
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％刊警)肛(枷札2#厨丽㈣，)
式中勃为x的变异系数．

由式(2．4．26)和式(2．4．29卜(2．4．30)可得

Px；：i一挚i吒z：相O-lni+心F)2而一——了7———。五吒z 2而 m‘+心F J
”。石

(2．4．32)

=4(1地和h惫’
2．4．2．3 验算点法的迭代步骤

上文分析推导了验算法中可靠指标的计算公式。由于公式中验算点的位置是未知的，因

此需迭代求解，具体的迭代步骤如下：

1) 列出极限状态条件g(五，．砭，⋯，—k)=0·并确定所有基本变鼍Ⅸ的分布类型和统

计参数如及吒O=l，2,---,n)；

2) 假定验算点的初值x郴’=“∽，Z‘们，⋯，Z‘o’)7，—般可取

I．‘o’=(饥，‰，⋯，帆)7；
3) 对非正态基本变量在验算点的初值处按公式(2．4．26)和式(2．428)计算其当量正态变

量的平均值和标准差，并分别替代原有的平均值和标准差；

4) 由式(2．4．24)计算可靠指标局

5) 由式(2．4．22)计算方向余弦口￡；

6) 由式(2．4．23)计算新的验算点x堋’=(im，‘‘“，⋯，《‘1’)7；
7) 若前后两次迭代计算所得口之差小于e(或前后两次迭代的设计点间的距离

8x唧’一x．‘。’l<譬)，8为规定的允许误差，则停止迭代，所求声即为要求的可靠指
标；否则，取x．(o'=x．(”，转至3)继续进行迭代。

2．5蒙特卡罗模拟法(MCSM)

蒙持卡洛模拟法(Monte-Carlo Simulation Method，简称MCSM)又称为随机抽样法，概

率模拟法或统计试验法。该法是通过随机模拟和统计试验来求解结构可靠性的数值方法。由

于它以概率论和数理统计理论为基础，故被一些物理学家以位于法国与意人利接壤的闻名于

世的睹城蒙特卡罗命名，以此来表示其随机性的特征。在目前的结构可靠度分析中，它被认

为是一种相对精确的方法【2l‘“8I。

蒙持卡洛模拟法用于结构可靠度分析的基本思想是：当已知基本变量X的概率分布时，

可利用适当的随机数发生器，产生符合状态变量X的概率分布的一组随机数而，X2，⋯，％，以

之代入状态函数g(五，五，⋯，五)，计算状态函数的一个随机数g“，而，⋯，毛)，并看它是否

小于零。以同样式方法产生N个状态函数的随机数据。若N个状态函数的随机数中有册个小
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于零。则当^，足够大时，由大数定律可知系统的失效概率丹为：

弓=魄“，x2，⋯，‘)<0】=m／N (2．5．1)

为与其它方法的计算结果进行比较，取

∥=中10-P：) (2．5．2)

可以证明：当规定了模拟的精度(厅的变异系数曩)后，可由下式近似估算需要的模拟

次数12161330-3”：

l—P，

N2否苈 ∞3)

对于实际工程而言，P，的数量级一般是己知的。因此，给定一个模拟精度后。即可预估模

拟次数．由上式可见，为了达到预定的精度，所需的模拟次数相对较多，计算量较大，因而

MCSM多用于理论方面。以便检验一些新提出的计算方法的计算精度，或者进行某种比较。

由上述分析可知，在结构可靠度分析的MCSM中，如何由随机变量的已知分布进行随机

抽样是十分重要的。

首先考察各基本变量互相独立的情况。设基本变量五，．邑，⋯，．k分别有分布函数

Fx,(而)，氏(x2)，⋯，％(xD·因为■(t)为是一个服从【o，11区间上均匀分布的随机变量，

可以将其与蒙特卡罗法中产生的随机数相对应，即令瓦(‘)=‘，这里ri是由蒙特卡罗法产

生的【o，l】区间上均匀分布的一个随机数，由此可得‘=巧1(‘)，f=l，2，⋯，挖，从而可得基本

变量墨，五，⋯，以的一组实现而，屯，⋯，‘。

若基本变量互相关，可以利用条件概率密度，把多维问题化成一维问题来解决．设结构

基本变量五，五，⋯，．k彼此相关，则可将联合密度函数用条件密度函数表示为

厶(‘，X2，⋯，％)=矗(而)^(恐I五)厶，(而I而，屯)⋯矗(％I薯，而，⋯，％一I)(2．5．4)
式中右边各个因子都是一维概率密度，因此可仿独立情况，对于每个一产生一组基本变量

而，而，⋯，靠，其公式为

2．6响应面法(RSM)

2．6．1 响应面法的原理

而=露(‘)

而=瞄^(吒I五)

％=磁置，也⋯，丘一．(‘l^，屯．⋯，％一I)

结构可靠度常用的分析方法是一阶可靠度方法或蒙特卡罗模拟法。但是，对于复杂结构

的可靠度分析t功能函数通常无法用显式表达，只能通过一些数值算法(如有限元法)得到

其离散值。因为一阶可靠度方法需计算功能函数的导数。计算较为复杂；蒙特卡罗模拟法又
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需多次进行有限元计算，计算工作量极大。在这种情况下，常采用响应面法(Response Surface

Method，简称RSM)来进行可靠度分析．

RSM是统计学的综合试验技术，用于处理复杂系统的输入(基本变量)和输出(系统响

应)之间的转换关系。其基本思想是用响应面豳致(RSF)来拟合原有的隐式极限状态函数。

常用的响应面函数是下面的二次多项式形式

g@)“；(力=％+∑q‘+∑吼#+∑∑嘞t■ (2．6．1)
t-I l-l ⅢI-t

式中，国，西，al：，嘞(卢l'2，⋯，m产12⋯，帕分别是常数项及线性项、平方项及二次交叉项的

系数。需要计算确定。其方法是先按～定方式选择一系列取样点(拟合点){，，k=l'2，⋯，nf}；

然后，在这些取样点处计算对应的响应量，再用最tJ、--乘法等方法来求解响应面的系数．当

上式中待定系数确定之后，即可视这一响应面函数为近似的极限状态函数，从而可用常规的

可靠度分析方法，如一阶可靠度方法、=阶可靠度方法、蒙特卡罗模拟法等进行分析．

目前，对于RsM探讨比较多的问题集中于取样点点位的选择及响应面形式的确定．

Wong(1985)llnl提出了包含一次项及二次交叉项的响应面函数。对每个随机变量石，分

别取其下界巧=，％一听．和上界i=几j+o■(式中，，％和a■分别为随机变量五的均

值和均方差)。因此，对Ⅳ个随机变量，这样的组合共有矿种方式，即为了求解响应面的系数，

共需在2I，个拟舍点处计算结构的功能函数值。由于响应面法一般是用于极限状态函数无法显

式表示的情况，相应的功能函数值常需有限元等数值计算方法实现，计算量较大。因此，当

随机变量数较多时，这种方法计算量太大，不便于实用．

为了减少计算工作量，Bueher和Bourgund(1990)|1141提出了不考虑交叉项的二次多项式

形式的功能函数，因此只需计算2n+1个待定系数。这种方法分两步，第一步：选随机向量x

的均值向量／tx作为中心拟合点，并沿每一坐标轴方向各取两个点彳=∥置±，吒。，其中f是

拟合点的点位控制系数，Bucher和Bourgund取f=3。因此，只需进行2，一1次有限元计算，即

可确定响应面的待定系数，从而可确定响应面的形式及其设计点f．第二步，对触和f进行

线性内插，以确定新的验算点确(其对应的极限状态函数值为O)，以使拟合中心点更接近响

应面。点舶的计算公式为
^，，．、

‰=以+(，一心)=_苎警毪I (2．6．2)
gUlx'一gU】

然后，以粕为中心点再次进行响应面的拟合。因此，这种方法中共需进行4n+3次有限元计

算，计算次数比Wong的方法大大减少。

上述方法很自然地被Rajashekhar和Ellingwood(1993)㈣l推广至响应面的多次迭代，直

至新的内插点处功能函数值真正趋于零为止。他们考虑了交叉项的影响，并建议在响应面的

初次迭代时取f=3、后序迭代中取／=1，以改进响应面的迭代过程。

Kim．Na(1997)⋯81分析指出：上述三种方法中，拟合点的选取没有考虑到原始极限状

态曲面的影响，因而迭代有可能不收敛于真正的设计点．他们提出了基于一系列线性响应面

迭代计算的向量投影法，以使拟合点更靠近响应面。Zheng，Das(2000)l“9I对这种方法进行

了进一步改进，将上述方法中的线性响应面改为二阶响应面，并用SORM进行可靠度计算．

但是，由于这种算法十分复杂，当前应用较多的仍是Bueher的响应面法及其局部改进。
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2．6．2 常规响应面法的迭代步骤

响应面法的实质是用近似的功能函数来代替真实的功能函数。当由响应面法得到这一近

似的功能函数后，还需结合一定的可靠度分析方法(如一阶可靠度分析方法FORM、二阶可

靠度分析方法SORM、蒙特卡罗模拟法MCSM等)进行可靠度计算。常用的是FORM。

对n个随机变量，通常取如下形式的二次多项式作为响应面函数：

Ⅳ ^

z=gⅨ)=口+∑岛耳+∑q# (2．6．3)
l。l 扣I

式中，a、bi、白(卢I，2，⋯一)为待定因子。

与FORM相结合的RSM的常用步骤是⋯7j叫：

1) 假定初始点x‘∞’。娩：⋯，们，一般取均值点；
2) 利用数值模拟方法计算功能函数g(xl’，X2。⋯．，粕，以及90l’，x2。⋯．，F土和舶⋯，而'，
得到2n+1个点估计值．其中系数，一般第一步取3．以后备步取l：

3) 解由表达式(2．6．3)确定的含有2，什1个待定系数的线性方程组，求出待定因子口、bl，

o，得到以二次多项式表达的近似功能函数，从而确定极限状态方程；

4) 用FORM求解可靠指标，‘及其相应的验算点娲‘，其中上标k表示响应面的第1次
迭代；

5) 计算I，L，“I<c(给定精度)是否满足。若满足，则输出结果，计算结束。否则，

用插值法计算新的展开点烁，：

代。

磁∥邶以兮溉 冽)

然后取粕‘和j分中距离极限状态面更近的点作为下一次迭代的起点进行下一步迭
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3边坡稳定分析的极限平衡条分法

边坡稳定的定值分析方法很多，如：极限平衡条分法、有限元法、边界元法、极限分析

法等。本论文的研究重点是有限元法。为了对计算结果进行分析、验证，也采用极限平衡条

分法进行了相应计算，故此处先介绍极限平衡条分法。

3．1概述

边坡稳定分析的极限平衡条分法是将滑动土体分成若干条块。分析每一条块上的作用力，

然后利用每一条上的力和力矩的静力平衡条件来求边坡的安全系数．该法最早由瑞典铁路工

程师彼得森和费伦纽斯提出，可用于圆弧滑面及非圆弧滑面，并可用来考虑各种复杂外形、

成层土坡以及渗透力、地震力等复杂情况的求解．因此在边坡工程中得到了广泛的应用．

极限平衡条分法是建立在莫尔-库仑强度准则的基础上的，其特点是只考虑静力平衡条件

和土的莫尔．库仑破坏准则。对于边坡稳定性分析中大多数的静不定问题，极限平衡条分法通

过引入一些简化假定来使问题变得静定可解。 ．

’ ’

．／

／兹

围3．1-1 土条及作用于土彖上的力

图3．1．1表示一任意形状的滑动士体，它被分成若干土条．每一土条上作用的力有

12t912“,-2”：自重暇，作用于士条底面的法向力M和切向反力巧，作用于土条两侧的法向力日，

蜀+J和切向力五，五十如果土条分得足够多，也即士条宽度足够小时·可以足够精确地认为M

作用于土条底面的中点。而根据安全系数的定义和莫尔一库仑破坏准则，可以得出M与l的

关系为

i：害—c／,_+N,一tan妒, (3．1．1)

式中，^为土条底面长度，a和妒，分别为土条底面土层的粘聚力和内摩擦角。如果划分的

士条数为n。则进行边坡稳定分析时总的未知数可用表3．1-l表示。

由于每个土条只能列出两个力的平衡条件及一个力矩平衡条件。因此平衡方程的总数为

3H个．这样，有(n-2)个未知数无法求解。因此，一般的土坡稳定分析总是超静定问题。要使
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它转为静定问题。必须对土条分界面上的作用力作出假定．

衰3．1-1边坡稳定性分析的未知数

未知量 个数

l

，rl

，r-l

，rl

安全系数府

土条底面法向反力Ⅳ，

法向条问力E

切向条问力疋

条问力作用点位置zl

4，r．2

现有的各种极限平衡条分法种类很多。但这些方法可根据对条间力的假定不同而划分为

如下三类：一是对条间力大小或其分布函数进行假定，如Sarma法；二是对条间力的作用方

向进行假定，如瑞典条分法，简化的Bishop法，Morgenstern-Price法，Spencer法；三是对条

问力的作用点位置进行假定，如Janbu法。文献【l】通过将Bishop法与更严格的Morgenstem-Price

进行比较，指出：简化的Bishop法计算简单，对于没有软弱土层或结构面的边坡，采用圆弧

滑面的Bishop法能得到足够的精度。因此，本论文在进行边坡稳定的极限平衡条分法计算时，

也将采用简化的Bishop法。由于Bishop法是在瑞典条分法基础上发展起来的，因此先介绍瑞

典条分法。

3．2瑞典条分法

瑞典条分法是边坡稳定分析中最古老而又最简单的方法。它假定：滑动面为圆弧面，滑

动土体为不变形的刚体；不考虑土条两侧面上的作用力．这样，边坡稳定性分析时总未知量

的个数就减少为时1个，这，一1个未知量可利用土条底面法向力的平衡条件和整个土体的力

矩平衡条件进行求解。现以均质土坡为例进行说明口19瞄7“8。

I O

闰3．2．1瑞典法计算图式

图3．2一l(a)为一均质土坡。AC是假定的滑动面，其圆心为O，半径为R．现将滑动土体

ABC分成若干土条，取其第i土条分析其受力情况。
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如图3．2一l(b)所示，若不考虑土条侧面上的作用力。则土条上作用的力有：

I) 土条自重孵，方向竖直向下，其值为

形=一岛^ a．2．1)

式中，扎为土的重度；靠鬼分别为土条的宽度和平均高度。将孵引至分条滑动面上，分

解为通过滑弧圆心的法向力婀和与滑弧相切的剪切力正。若以岛表示该土条底面中点的法线

与竖直线的交角，则有

M=形c∞毋

Z=彬sine,

2) 作用在土条底面的法向反力M；

3) 作用土条底面的抗剪力Z，其可能发挥的最大值等于土条底面的抗剪强度与滑弧长

度的乘积，方向与滑动方向相反。当土坡处于稳定状态并假定各土条底部滑动面上

的安全系数均等于整个滑动面上的安全系数时，实际发挥的抗剪力为

Z：二丛：盟竺工塑堕旦：—c,l,+N—,tanq,, (3．2．2)?

Fs Fs Fs
1 ‘

瑞典条分法取的平衡条件是：

I) 土条底面法线方向上的静力平衡

M=Ⅳf=彤cos包 (3．2．3)

2) 整个土体的力矩平衡

将整个滑动土体内各土条对点。取力矩平衡，可得

∑7：R=∑耻 (3．2．4)

即 ∑形sino,R=y盟生坐Fs塑旦R (3．2．5)

由此可得安全系数的计算公式为B=瞥=攀斋产=半筹∞．回
假定不同的滑弧，就能得出不同的安全系数值，从中可找出最小的值，此即土坡的稳定安

全系数。

瑞典法也可用有效应力法进行分析，此时土条底部实际发挥的剪应力为

F：五生：!!!±堡塑堡丝：匕±!堡=堡2塑堡堡

c!：2，+(形c。sd一“)t锄谚
(3．2．7)

Fs

式中，d和谚分别为第i土条底砸土层的有效粘聚力和有效内摩擦角，

毗 两=型等器斧哟 a2s，



台肥工业大学博士论文

3．3 Bishop法

1955年Bishop提出了一种考虑土条侧面作用力的土坡稳定分析法．这种方法假定：滑动

面为圆弧面，滑动土体为不变形的刚体；设土体荫侧面上的作用力方向水平．Bishop法取土

条竖向力的平衡条件和整个土体的力矩平衡条件进行求解。仍以均质土坡为例进行说明。

O， o

围3．3-1毕肖普法计算图式

如图3．3—1是一圆心为o’半径为g的圆弧。任取一土条i，其上的作用力有121912”。“：

1) 土条自重％； “

2) 土条底面的抗剪力巧，有效法向力Ⅳj，孔隙水压力qt；假定这些力都作用于土条

底面中点，其中亏=譬=生i旦掣=旦尘磐 (3．3．I)
}s ps }s

3) 土条两侧的法向力蜀，五+1及切向力五，五+』，令五+，．j≯口X。

简化的Bishop法取的平衡条件是：

1) 土条底面竖向力的平衡

形+△．E—T·sinO,一Ⅳ』cosq-ujl,eosO,=0 (3．3．2)

2) 整个土体的力矩平衡

此时，相邻t条之间侧壁作用力的力矩将相互抵消，而各土条的V及Ul‘的作用线均通过
圆心，故有

∑彬R sin谚=∑动 (3．33)

即 ∑彬sinpR=∑三!L±—!；}≠!堡堕R (3．3．4)

联立式(3．3．1)、(3．3．2)、(3．3．3)，并令

me．=cos岛+塑警sin谚 (3．3．5)

则可得安全系数的计算公式为
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风：生笔掣竺 ∞．。

上式即为Bishop求土坡安全系数的普遍公式，式中4石仍是未知的。Bishop已证明，若假设

(3．3．7)

这就是国内外使用相当普遍的简化Bishop公式·因为％，中也有Fs值t所以要进行迭代

风：娑 ∞渤
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4边坡稳定分析的有限元法

4．1概述

随着计算机软硬件的发展，采用理论上更为严格的方法进行边坡稳定性分析已成为可能。

有限单元法由于全面满足了静力许可、应变相容及应力应变之间的本构关系，并且可以不受

边坡几何形状的不规则和材料不均匀性的限制，因而是一种比较理想的分析边坡应力，变形

和稳定性的方法。

与传统的极限平衡法相比，边坡稳定的有限元法的优点是(Swan，Seo，1999)1261；

1)可精确求解土体中平衡应力、应变、剪切强度；

2)可采用一般土的材料模型(如Mohr-Coulomb模型，Drucker-Prager模型等)；

3)可考虑复杂的边坡外形；

4)临界破坏面形状是一般的，不需假定是圆弧或对数螺旋线。

鉴于上述原因，有限元法在边坡稳定性分析中得到了重视。对于边坡稳定的有限元分析，

其重点是将有限元的计算成果与传统的安全系数挂钩，成为直接用于边坡设计的判据。从这

一角度出发，可将边坡稳定分析的有限元法分为两类：一是基于滑砸应力分析的有限元法，

二是基于强度折减的有限元法。

4．2岩土体的弹塑性本构关系

4．2．1 本构方程的普遍表达式

描述岩士体的本构模型很多，如线弹性模型、非线性弹性模型．理想弹塑性模型、弹塑

性硬化模型等。其中。理想弹塑性模硝由于能反映岩土体的弹塑性本构关系且计算相对简单，

因而在岩t工程中得到了广泛的应用。特别是在边坡稳定性分析中。由于理想弹塑性模型计

算所得的边坡安全系数与传统的极限平衡法的计算结果具有可比性，因而边坡稳定的非线性

有限元法一般都使用理想弹塑性模型。本论文也采用这种模型进行分析。

由于弹塑性应力．应变关系不是一一对应的，因而通常写成如下的增量形式

曲=‰班=哦一Dp】d￡ (4．2．1)

式中，da和d8分别为应力增量和应变增量；珥、％、D口分别为弹性矩阵、塑性矩阵和弹塑

性矩阵。

对于理想弹塑性体，可推导出D。的通式为口20l⋯”7：

也罢(竺)rD，％。嚣 H2。2’

’撕。 ‘加

式中，F和Q分别是材料的屈服函数和塑性势函数，一般假定塑性势函数与屈服函数有类似

的形式，只是参数取值有所不同。
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4．2．2 岩土材料的屈服准则

由式(4．2．1)和式(4．2．2)可见，理想弹塑性模型中最基本的是屈服准则(及塑性势函数)的

选择。只要选定了材料的屈服函数F和塑性势函数Q，就可以根据弹性矩阵玑确定弹塑性矩

阵D。。如果是关联流动，则应有F=Q，弹塑性矩阵是对称的；否则，若为非关联流动，则弹

塑性矩阵为非对称的。

岩土工程中最常用的屈服准则是莫尔．库仑准则(Mohr-Coulomb准则，简称MC准则)。

MC准则的表示形式很多，此处只列出后续的边坡稳定性分析程序所用的几种形式．为与常规

有限元法的符号体系相一致，本论文规定正应力以受拉为正．

对于一般受力下的岩土体的任一个受力面，其极限抗剪强度通常可用库仑定律表示为

f’=—00tan矿+c (4·2．3)

式中，f，和口．分别为受剪面上的抗剪强度和法向应力；c，妒分别为岩土的粘聚力和内摩擦

角．上式在仃一r平厩上是线性关系，如图4．2．1所示。

式：

。‘‘

／
c／

夕衍
0·03 A．．了I ‘on

囝4．2-1 莫尔圆与莫尔．库仑屈服准则

利用莫尔圆和抗剪强度线的关系。可把上式改写为用主应力仃I和口3表示的屈服函数形

F=船一AC=孚一p唧一半sin·o)
上式亦可改写为用应力向量o=(吒，丐，勺，表示的形式：

F=彳丑一彳C=
一(ccos伊一0"i+20'y

sin谚(4．2．4b)

更一般地，MC准则还可用应力不变量的形式表示如下：

F=cos．m妒+√以(c：0s吃一—苫sinSosin(D—c‘x：s(p (4·2·5)

式中，仃。、以及Oo分别为平均应力、应力偏量的第二不变量及洛德角，其计算公式如下：

五=业}塑；以毛№耐婀可+慨卅2】；醵毛嬲i睁竽务
式中，以为应力偏量的第三不变量，以=(q一％X呸一吒X乃一口二)。

MC准则的屈服面在主应力空问中是一个不规则的六角形截面的角锥体表面，在玎平面上

的投影如图4．2-2所示口21J5”5．
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+
‘盯2

≤雾
图4．2-2 仃平面上的翼尔·厍仑屈服曲线

一般假定塑性势函数与屈服函数有类似的形式，因此当屈服准则选定之后，即可确定相

应的塑性势函数。一般地，可取下式作为塑性势函数：

Q=吒咖似批(o嘴曝一百1如巴如仍一ccos妒 (4．2．6)

式中妒是描述塑性势的角度，即剪胀角。当妒=咖时。即为相关联的流动法则，否则为不相关

联的流动法则。

4．2．3 岩土材料的弹塑性矩阵

当屈服准则和塑性势函数选定之后，即可求出它们对应力分量的导数，再结合弹性矩阵，

由式(4．2．2)I!p可求得相应的塑性矩阵。由于边坡失稳～般可视为平面应变问题，下面讨论平面

应变状态F屈服函数对应力分量导数的计算方法。

因为屈服函数F是口。、止、以的函数，所以

芸=盖誓+簧警+爰警 ca2，，
加瓴曲鹋两弘撕

、⋯’⋯

上式可改写为如下形式

』基2qal+c2a2+缟2如M+岛M+e鸭Ⅺ “．2．8)

舯相一句躲孰q2差舻差舻篝一⋯聪数形式俄卟％
a3为流动矢耸，它可表示为相应的系数矩阵Mi、M2、M3及应力向量o=(吒，丐，‰，呸)7的乘

积形式，其计算公式如下：

al：孕：脚
Off

f4．2．9a)仃

l=l¨—刈m∞∞∞
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由上述分析可见，对于不同的材料，关键是求解式(4．2．8)中系数旬、臼、臼．

当屈服准则采用莫尔．库仑准则式“．2．5)时。可得

q；_OF：sin缈 O．2．10a)q。瓦2缈

色2爱。薏【1+伽岛锄赡带汹觋一缸n岛)】(4．2．10b)

岛=差=譬警(4．2．IOc)铲瓦2—1泰矿
但是，对于MC准则，当角度已=好妒时，偏导的求解由于棱角的存在而难以实现。本文

假定口2211“”：在满足下列条件I sill已p o．49时，用一个光滑的圆锥面取代MC准则的六边形

面。其中光滑圆锥面是将吃=捣舻代入式(4．2．5)而得的，其表达式如下：

F=(r．sin妒+半(1午璺黟一c。0s矿 (4．2．I I)

式中，s．m已>o．49时取负号，否则取正号。此时，

q2毒确⋯2簧2老。千挚一篝一o ㈣z，q2瓦钏伊’岛2瓦2面霉。千亍)’岛2虿20 舭12’

根据以上公式。可写出平面应变条件下岩土体塑性矩阵的详细公式(见附录1)．

4．3非线性有限元方程组的求解

非线性有限元分析的思路就是采j}J载荷分级和线性化本构关系，将诈线性问题JJ]结为求

解一系列线性化方程。

4．3．I 增量切线刚度法

当材料的本构关系为弹塑性非线性时，可采用载荷增量法与Newton-Raphson迭代法相结

合，用以求解整个载荷变化过程中研究对象的运动和变形规律。这种方法就是增量切线刚度

法，或称为增量Newton-Raphson法。若取每一增量步中的刚度矩阵始终保持某时刻的数值，

则为修正的Newton-Raphson法，简称为mN-R法牌”1．
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4．3．1．1 迭代格式的推导

将求解的时间域分成^，份，记时间分点为0=to<41<⋯‘，户L每一个时刻对应一定的荷载

水平，即时间与荷载存在对应关系。t=to时刻有限元系统的位移、应变、应力等变量已知。

现考虑一个典型的时问步【如“l】，在该时间步内，载荷增量的等效结点力为

△矿“=F“-V (4．3．1)

式中，F七和F“。分别为tz矗和f=“l时刻的外荷载等效结点力，r可由下式计算：

|t 2莩￡Nrr∥霉￡Nr亍舔 (4．3．2)

式中，矿和彳分别为体积K上的体力和面积是上的面力，N为形函矩阵，上标r表示矩阵的

转置。

假设^(0≤f≤D时刻结构的位移一、应变矿、应力矿已知．由于载荷增量△矿“的作用，

位移、应变、应力的变化分别为△一“、△矿“、山∥。即

f"nk+l=一+山一

{矿“=矿+△矿“ “．3．3)

I∥=矿+细“

现推导“l时刻的增量有限元格式。

由一般的有限元知识可得，在“l时刻．应力F、应变s、结点位移d满足如下三类方程

平衡方程5 莩￡蜊肌∥ ㈣)
几何方程：△一“=助dt“

物理方程： 出=D抽
当载荷增量较小时，物理方程可简化为

(4．3．5)

“．3．6a)

甜“=嘭‘△∥ (4．3．6b)

式中，一是如时刻有限元系统的结点位移矢量，Ar+1代表时间步‰瓤I】上结点位移增量。

为便于增餐迭代。将o“1写成如下的迭代格式：

ol+lk+l=o¨+△o爿 (4．3．7)

式中，G，及。搿分别为第t+I荷载增量步第f及件1次迭代后的应力值；△o纠为第k+l荷
载增最步第什1次迭代的戍力增谩(≈卸t i，⋯-N-l：／--0，l，⋯)。将式(4．3．7)代入式“．3．4)，

得

∑￡Ilr∥+醚4-1沙=∥
即 ∑￡∥喇∥=∥一∑￡时‘∥
再将式(4．3．6b)及式(4．3．5)代入上式，得
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∑f妒鸭)簋△剞∥=∑￡Br嗥)管瞄鲋∥=∥一∑￡B：7矿钞
即 ％删破?=∥一∑f州协 ∽8a)

或(K灯△碳=—“+R∥ (4．3．8b)

上式即为增量切线刚度法的迭代公式，式中％)嚣及R，分别为结构的弹塑性刚度矩阵
及内力向量(矫正荷载)，其计算公式为

(K华)搿=∑t B7(D9)Ⅲk+lBd矿 (4．3．9)

掣=一∑七f Bro．k“dV ∽io)
由式(4．3．Sa)可得

△簖=【(K掰rl∥一∑J=酬“∽ ∽l 1)

求得血瞄‘后，即可由式(4．3，12)求下一迭代步的结点位移值

科=∥+△材 (43．12)

注意到增量切线刚度法的迭代式(4．3．8)中需求解结构的弹塑性刚度矩阵．若令其始终保持

某时刻的数值，就是具有常刚度迭代的增量解法(mN-R迭代)．当取其为每一增量步开始时

刻的数值时，就是起点切线刚度法。此时，

(K，)：!=；l=(K，)卜∑丘B7(D，∥BdV=∑量B7DtrBdV (4．3．13)

4．3．1．2 塑性状态的判断及应力增量的计算

由于在应力增量△d搿的作用下，当前应力状态的变化可能是：弹性状态至弹性状态．弹

性状态至塑性状态，塑性状态至塑性状态。因此，oⅢk+l的值应试算确定，步骤如下：

1)按弹性应力应变关系计算应变增量对应的弹性应力增量(△o。)篙=D。△列和试算应

力佃，)篙=o≯+(△o。)爿；

2)计算屈服函数值E=H(d，)甜】，根据计算结果分三种情况进行讨论I冽：

若E≤0，则该点为弹性变形，满足线性弹性应力应变本构关系，试算应力就是

当前荷载步或迭代步的真实应力。为统一起见，令m=1．

若E>0，且矗=F(a：“)<0，则该点为由弹性进入塑性的过渡过程。为简化

起见，设载荷增量过程中应变增量成比例变化，则可由下式计算比例园子槐(参见图

4．3．I)：

4F CF —只

肛一AE 2面2赢 ∽‘14)

若只>0，且E=0，则该点为塑性加载，取m--o。
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圈4．3-1 辽霞区域厦,；tJ：tll量的计算

3)根据Ⅲ将应变分成弹性和弹塑性两部分。由下述方法求应力增量(参见图4．3．1)：

．．do=rD。如+丘D口施

=r阢如一￡眈如+亡(D。一D，)如=r珑虎一丘D，施5．I：阢如一￡眈如+￡(D。一，胁2j：‘D。虎一￡D，施
．．．如果荷载增量充分地小，上式可近似线性化为

△仃搿=耽△￡搿-O-m)(Dp)kf+l+l△gⅢk+l=(△o。)搿一(缸，)搿 (4．3．15a)

式中， (△仃。)搿和(舾。)搿分别为第k+l荷载增量步中第f+l迭代步的虚拟弹性应力增量及

塑性回归应力，(D。)搿取图4．3-1中C点的应力值进行计算．它们的计算公式如下：

(Aa。)篙=D。△￡料

(Aop)10=(1一小)(D，)』+lk+lnqk“+l

(Dp)搿=DPix，仃：“+mD。△￡』+lk+l】=D，ix，oi“+肌(△吒)Ⅲk+l】
式中，x表示材料参数，如弹性模量、泊松比、粘聚力、内摩擦角、膨胀角。

因此，该迭代步结束时的应力为

ok，“+l=o?卅+△仃搿=仃：“+(△口。)搿一(Ae。)搿
4．3．1．3迭代步骤

综上所述，可写出增量切线刚度法的具体迭代步骤：

(4．3．15b)

“．3．15c)

“．3．15d)

H．3．16)

1) 赋迭代初值(令k--0，i=0，dO=o·00：o，Ro=0)；

2) 对第扣l级荷载增量(k--0，l，⋯』性1)，令位移、应力、体力的初值分别为上一荷载

步结束时的相应值：∥=一，毋‘=矿，掣=群；
3) 对第计1次迭代(瑚，1，⋯)-计算本次迭代的弹塑性刚度矩阵(K。)搿、结点位移

增量△利及迭代后的结点位移值鲋；
4) 按下式计算各单元应变增量△搿：搿=∥+△搿；
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5) 计算各单元弹性应力增量(趣)簋及当前试算应力@)篇；

6) 计算屈服函数值F“d。)=。】，判断是否进入塑性状态·若已进入塑性，则计算相应

的比值m、塑性矩阵(D。)2’、应力增量△o搿；

7) 计算本次迭代后的应力值。斟及矫正荷载l搿：
8) 判断本次迭代是否收敛。若迭代计算收敛，则令ti抖l，转2)进入下一增量步分析；

否则，令e"---i+1．转3)进入下一选代步分析．

4．3．2 增量初应力法

4．3．2．I 迭代格式的推导

对于弹塑性问题，增量形式的应力应变关系可写为

de=玑如+踟o “．3．17a)

线性化，得Ao=D。A8+Acro (4．3．17b)

写成迭代形式：Ao搿=见△￡篇+△仃o∥ (4．3．17c)

式中，△口：：=iI和△qk++11分别为第k+t增量步第什1次迭代的应力增量和应变增量；A00,‘“为

第k+l增量步第，次迭代的初应力增量．由第f次迭代时的△a¨及A∥1求得。

另一方面。将a‘“写成如下的迭代格式：

仃f+Ik*l=a‘+△a等 (4．3．18)

式中，△o譬表示是第k+l增量步第件1次迭代的应力增量。

将式(4^3．17c)代入(4．3．18)，得 仃Ⅲk+l=仃‘+D。A列+△do≯
再将上式代入平衡方程 ∑￡Bi矿“西7=矿“ (4．3．4)

得 ∑￡旷∥+喇+A∥炒=一
即

莩￡矿噬硝∥=∥一莩￡萨旷+甜肌∥+矿一莩￡蚶∥{￡矿鲇‘dV

若o‘是时刻“有限元问题的精确勰，则有

矿一∑f吖∥=0 ∽19)

．．． ∑￡彤晚肼·删=∥一∑￡矽‰∥∥
即K；△喇=△矿“+4蹲“ (4．3．20)

上式即为增量初应力法的迭代格式，式中I≮结构的弹性刚度矩阵(初始刚度矩阵)；△衅“

为初应力引起的体力向量(矫正荷载)。其计算公式为
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K=∑￡护EB∥ (4．3．20
f

’

脚∥=-∑I埘锣 (4．3．22)

4_t．2．2 初应力的计算

由式△oo¨之△ay-D。△《卅 (4，3．23)

及 △矿“=舾。；¨一如P；+1=D，△砖q一(1一m)DP；+1△砖“(4．3．24)
可得初应力增量的计算公式

(△口o)?¨畜△o：州一D。△8：+1

；D。△#州-0-m)(v。)：¨△￡：¨一D。△￡：“ (4．3．25)

=-0-m)(D。∥△《“
相应地，可得体力增量的计算公式

△掣=乏￡拶两∥∥=∑蔓旷(1一神咿耐“∥ ㈤．26)

式中，Dp：“=DpIX,of”+rod。A￡：“】 (4．3．15d)

需要注意的是，在计算增量初应力时，亦需进行塑性状态的判断，并求解相应的比值m。

4-3．2．3 迭代步骤

增量初应力法的迭代步骤类似于增量切线刚度法，主要区别是增量初应力法在迭代过程

中的刚度矩阵始终取常数(初始刚度矩阵)，其迭代步骤如下：

t) 赋迭代初值(令k=0，／=0，do=o，o'o=0，Rc知)。组装弹性刚度矩阵I(o；
2) 对第H1级荷载增量(k------O，I,--"，Ⅳ．1)，令位移、应力的初值分别为上一荷载步结束

时的相应值：∥=舻，∥=矿；令体力增量的初值为零：△l妒=o；
3) 对第什1次迭代(瑚，1，⋯)，求结点位移增量△d管；
4) 按下式计算各单元应变增量△搿：崭=∥+倒k。*l；

5) 计算各单元弹性应力增量(如。)譬及当前试算应力@)搿，其中

(Ao。埘=眈△￡搿：

6) 判断是否进入塑性状态a若已进入塑性，则计算相应的比值m、塑性矩阵(D。)2’．

初应力增量(△oo)21及体力增量△R篙：

7) 判断本次迭代是否收敛。若收敛，则求本级荷载增量下的席力增鼍△a“1及总位移

d“、总应力o“‘．再令／F-k+1．转2)进入下一增鼍步分析；否则，令F=f+I，转3)

进入下一迭代步分析。其中：

a“1=(△o。)等一如。搿=(△仃。)搿+(△oo)搿

d‘”=∥+Adk．：t

o“1=o‘+△o搿

“．3．27)

(4．3．28)

f4．3．29)
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4．3．3 增量初应变法

．．．对于弹塑性问题，增鬣形式的应力应变关系可写为

de=D。(如一矗o)

．．．线性化，得△o=De(As一△80)

类似于增量初应力法，可推导得其增量迭代方程为

l蜮k“=Ⅲ41t岫+1
及 △Ry 2莓丘B7玑△￡o“dV

(4．3．30)

“．3．3I)

“．3．32)

“．3．33)

式中，△妒为初应变引起的不平衡力向量(矫正荷载)。增量初应变法的迭代步骤类似于
增量初应力法，此处从略．

4．4基于滑面应力分析的有限元法(SSA)

几乎在有限元法开发的同时，研究者就开始了其与边坡稳定分析中传统的条分法关系的

研究。早期的边坡稳定有限元分析是建立在基于滑面应力分析(slip surface su'∞as analysis，简

称SSA)的有限元法的基础上的。这种方法先通过有限元分析得到每个结点的应力张量：然

后假定一个滑动面，即可用有限元数据给出滑动面上一点的法向应力和切向(剪)应力；再

根据某种破坏准则(如Mohr．．Coulomb准则)可以求得该点的抗滑力，由此即可求出滑面上每

点的下滑力与抗滑力；最后，对滑面上的下滑力与抗滑力进行积分，就可求得每一滑动面的

稳定系数；假定滑面为圆弧形或其它形状，并不断变换搜索条件进行多个滑面的搜索，就可

得到最小安全系数。因此，这一方法的重点是滑面安全系数的定义[31l。

很多学者研究了基于滑面应力分析的有限元法中边坡安全系数的定义方法，并提出了多

种计算公式。如史恒通等(2000)p埘列出了7种安全系数的定义公式；郑宏等(2005)[351和

陈祖煜(2003)lZl。“”分别列出了三种安全系数的定义公式。其中，基于剪应力的定义法具

有鲜明的物理意义，使用十分广泛。因此，本文也将使用这一方法来求解边坡的安全系数。

这种方法定义整个滑面的安全系数为风酱=鲤frdlrdl rdlI
(4．4．1)

式中，c和妒分别为土条底面十层的粘聚力和内厚擦角，‘，和r分别为抗剪强度和剪应力·

设滑面上某点的应力状态为q，q，勺t则法向应力吒和切向应力f的计算公式为：

吒=华+华。0s缸一弓～ (4．4|2a)stn2口吒=—‘二二+—i上00s2a一弓 ‘4．4一

f；O"x一．O'y s．m勉一勺cos勉 O-4．2b)
‘

式中，a为x轴(即x截面的外法线)与剪切面外法线方向的夹角，以x轴逆时针转至该面外

法线n的Ⅱ角为正，如图4．4．1所示．
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(a)应力方向的定义

F

c顾戮B’
o

K／：
(b)应力奠尔圆

圈4．4-1应力方向的定义及应力奠尔圆

图4．4-l(a)中还按弹性力学的定义标明了各应力正值的方向。图4．4．1(b)是相应的应力莫

尔圆，图中，B、C点分别代表大小主应力作用面，队E点分别代表x截面和Y截面，F点代

表所研究的剪切面．

对于边坡稳定性分析，当潜在滑面方向已知时，很容易求得各单元所截滑面切线方向与

水平面间的夹角日．由图4．4-l知，日亦表示Y轴(即Y截面的外法线)与剪切面外法线方向

的夹角。规定，轴顺时针转至该面外法线月的0角为正，图4．2．2中标明了口角分别为正值和

负值的情况。由a+6L-90。得：

吒=半一半嘲凹win28
f=墨≥血219+勺cos留

其中p可按下式求解：

0=-粼啪丝二匕
％一■

式中，z。、‘、“、y。分别表示滑面两端点的横坐标和纵坐标。

围4．4．2 口的符号定义(a)8>--．0(b)口∞

(4．4．3a)

f4．4．3b)

H．4．3c)
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根据上述定义，本论文编写了基于滑面应力分析的边坡有限元分析程序，可用于计算边

坡剖面各单元的安全系数及整个边坡的最小安全系数。程序假定边坡潜在滑动面的形状为圆

弧形。只要给定相应边坡的外形及圆心范围，程序即可自动计算出各单元的安全系数和任一

滑面的安全系数，并自动搜索出整个边坡的最小安全系数及相应滑面的位置。

4．5基于强度折减的有限元法(SRM)

基于强度折减的有限元法(strength reduction method。简称SRM)产生于上世纪九十年代，

其基本原理是将边坡强度参数c、妒、妒(粘聚力、内摩擦角，膨胀角)同时除以一个折减系

数两，得到一组新的强度参数值，、妒’、咖‘；然后以这组新的值作为输入参数进行有限元计

算；当计算至边坡达到极限状态时，对应的折减系数值就是边坡的最小安全系数。对c、妒、

西值的具体折减公式如下：

一=c／Fs (4．5．1)

∥=actan(m尹／rs) (4．5．2)

∥=arc州tmC,／Fs) (4。5．3)

边坡稳定的强度折减法由于计算相对简单，不需事先假定滑动面的形状就可直接求得边

坡的安全系数，并可由变形图表示出滑面的大致位置，因此近年来在国内外都受到了重视。

但是，由于这种方法相对较新，因此对它的争论也相对较多。目前，各种SRM的主要区别是

边坡失稳判别的标准不同，其主要类型有：

I) 以迭代过程不收敛为标准，这是最常用的标准，如：Dawson(1999)1271；Griffiths

(1999)121／I；Lechman(2000)[421；赵尚毅(2002)[431。这种方法认为在指定的最

大迭代次数内，如果算法不收敛，就意味着没有发现同时既能满足莫尔．库仑破坏准

则又能满足整体平衡的应力分布。因此，边坡破坏就发生了．

2) 以某个特征点为标准，如：宋二祥(1997)1451；葛修润(2003)1．7l。认为当边坡达

到极限状态时，某些点的位移会趋近于流动状态，这在理论上是正确的，但在选取

特征点时应非常谨慎，否则在某些复杂情况下选取不同的特征点，可能会得到不同

的安全系数．此外，取位移一强度折减系数曲线上哪点作为极限状态尚未取得共识。

3) 广义剪应变标准或广义塑性应变标准，如：栾茂田等(2003)阱1；郑宏等(2002)

1341；周翠英等(2003)[SOl。认为当边坡达到极限平衡状态时，广义剪应变或广义塑

性应变的等值线图中，必有一条等值线，通常是数值较小的那条等值线，由坡底连

通到坡顶．这一标准在理论上是合理的，但因坡内应变值的大小与岩土材料的软硬

程度密切相关，故当坡内含有软硬程度相差很大的材料时，广义剪应变或广义塑性

应变的等值线图会变得非常怪异。

文15”认为：用计算不收敛作为边坡失稳的判别标准是合理的。因为边坡失稳时，滑体由

稳定静止状态变为运动状态，同时产生很大的无限发展的位移。这就是边坡破坏的特征．有

限元法中通过强度折减使边坡达到极限破坏状态．滑面上的位移的塑性应变将产生突变，且

此位移和塑性应变的大小不再是一个定值。有限元程序无法从有限元方程组中找到一个既能

满足静力平衡又能满足应力应变关系和强度准则的解，此时．不管是从力的收敛标准，还是

从位移的收敛标准来判断有限元计算都不收敛。塑性区从坡脚到坡顶连通并不一定意味着边
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坡破坏。塑性区连通是必要条件而非充分条件，还要看是否产生很大的且无限发展的塑性变

形和位移，有限元计算中表现为塑性应变和位移产生突变。突变之前计算收敛。突变之后计

算不收敛．表征滑面上土体无限流动．因此可把有限元静力平衡方程组是否有解、有限元计

算是否收敛作为边坡破坏的依据。

综上所述，本论文涉及有限元强度折减法时亦以计算不收敛作为边坡失稳的判别标准。
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5基于强度折减法的边坡稳定弹塑性非线性有限元

可靠度分析

边坡稳定性分析是十分重要的问题。目前在工程设计中常用的边坡稳定性分析方法均为

定值法。定值方法是经长期工程实践证明的一种有效方法，但这种方法最大的缺点就是没有

考虑实际存在的不确定性的影响。因此在工程实践中，有的边坡按定值法算出的安全系数是

足够的，但实际工程中却发生了滑动。因此，需要进行边坡的可靠度分析．可靠度理论是建

立在概率统计基础上，以随机变量和随机过程为研究对象，它与定值法最大的区别是考虑了

变量的随机性，并用严格的概率来度量结构的安全度，因此更符合客观实际．

在边坡稳定的可靠度分析中，目前采用的方法多为各种极限平衡条分法与可靠度分析方

法相结合来进行可靠度分析．本文的重点是采用边坡稳定分析的更为严格的方法——有限元

法来进行边坡稳定的可靠度分析。本章的边坡稳定有限元方法建立在强度折减法的基础上，

而下一章则建立在滑面应力分析的基础上．

5．1基于强度折减法的边坡有限元可靠度分析

5．1．1 基本原理

此处采用可靠度分析中常用的一阶可靠度分析方法进行边坡稳定的可靠度分析。其首要

问题是列出相应的极限状态函数z=g(五，五，⋯，咒)的形式；然后是确定极限状态函数对

基本变量梯度的求解方法。

在边坡稳定的有限元分析法中，由于强度折减有限元法能求出边坡的全局安全系数风，

因此，可以列出边坡失稳的极限状态函数形式为

z=g(五，五，⋯，以)=乃(墨，五，⋯，咒)-1 (5．1．I)

或 z=g(五，五，⋯，以)=lIl风(五，五，⋯，以) (5．1．2)

二者的本质都是假定Fs>l时边坡处于安全状态，，Kl时边坡处于失稳状态，后者常用于中心

点法中且认为z满足对数正态分布时的情况；而在验算点法中，由于可靠度计算结果与极限

状态函数的列式形式无关，因此一般都采用式(5．1．1)。以上两种列式形式上与传统的基于条分

法的边坡稳定可靠度分析方法一致，反映了用条分法和有限元法进行边坡稳定性分析时本质

的一致性。

对于式(5．1．1)，可得

，乞=，钿一l (5．1．3a)

oz20 F12

因此，对于中心点法。有

厩s=l u'。i=晒 (5．1．3b)
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夕：丝：竺gL兰。一i：：丝兰：． (5．1．3c)

吒％撰c豢∥ 一
对于式(5．1．2)，eb式(2．3．10)和式(2．3．11)可得。

c0=√ln(1+毒志)=√ln(1+(仃以／芦丹)2> (5．1．4a)

彪乩如一三一 (5．1．4”

因此，对于中心点法，有∥=老=≮等 佤㈨
吒 √Hl+(％伽FJ)2)

’ 。

当采用验算点法进行可靠度分析时，可靠指标的计算需迭代求解。由第二章公式知．在

边坡稳定的可靠度分析中，主要的工作量之一是求解功能函数对基本变量的偏导数(也即求

5．1．2 计算程序

本论文用到的程序或编程语言有；VISUAL FORTRAN，MATLAB和ANsYs【2聊删。
其中，前处理程序利用ANSYS进行网格划分，再用FORTRAN对ANSYS的输出结果进行处

理：核心计算程序参考文献【22”用FORTRAN进行编写：后处理程序采用MATLAB进行编写。

5⋯1 2 1 前处理程序的编制
通过前处理·可以得到总体坐标信息、总体单元结点编号信息、约束结点自由度信息。

具体方法是：利用ANSYS强大的网格划分功能，在其中进行边坡剖面的网格划分，并施加

相应的约束条件．然后，对ANSYS生成的输出文件进行处理，以得到FORTRAN需要的数

据输入格式。主要的工作有：

1) 更改结点编号顺序：如对于八结点四边形丽言，ANSYS中(p|ane82单元)的结点

编号顺序为l，7，5，3，8，6，4，2(逆时针方向，先角点后边点)；而本文的FORTRAN

程序的结点编号顺序则为l，2，3，4，5，6，7，8(顺时针方向，从角点开始编号)．

因此，需对ANSYS输出的单元结点编号等信息进行必要的修改。

图5．1-1八结点四边形的单元编号
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2) 半带宽优化：ANSYS生成的结点编号没有规律，没有进行带宽优化；而本文的

FORTRAN程序则是建立在总刚矩阵的半带宽存贮的基础上的。若不进行带宽优化，

总刚矩阵的半带宽太大，从而占用大量内存．影响计算速度，致使程序无法正常求

解．为此，本文编写了带宽优化程序，用于对ANSY$生成的结点重新进行编号．

5．1．2．2 后处理程序的编制

后处理程序主要是将有限元计算的结果进行图形化显示，如各种关系曲线和各种等值线

图的绘制等等。具体的方法是：将有限元主程序FORTRAN的各种计算结果以致据文件的形

式输出，以此作为MATLAB的数据输入文件。需要指出的是，这种联系FORTRAN和MATLAB

的数据文件中。数据的具体表现格式是事先设计的，它可直接作为MATLAB的输入数据文件，

无需再进行数据文件格式的调整，提高了程序的运算效率。

5．1．2．3 主程序流程图

由式(5．1．3)和式(5．1．4)可知，基于强度折减的边坡有限元可靠度分析法的重要工作之一是

调用相应的定值法分析程序，以求解基本变量取不同值时的安全系数。但是，基本变量改变

时，有限元计算的模型并未改变。因此，若每次基本变量改变后都完整地调用定值法程序，

无疑会浪费很多重复的建模时问。为此，本次程序设计时，将有限元建模放在程序的迭代计

算之前一次完成，从而节省了土工参数改变时有限元建模时间，提高了程序的运行速度。

以验算点法为例，基于强度折减法的边坡有限元可靠度分析的流程图如下．

围5．1．2基于强度折减法的边坡有限元可靠度分析流程图(FORM)



44 合肥工业大学博士论文

5．2梯度的求解方法

对于边坡稳定分析的有限元法，由式(5．I．1)知，功能函数是基本变量X的隐式形式，因此

需要采用数值方法来求解相应的导数值。下面研究可靠度分析两种常用的数值求导方法：有

限差分法口”I和有理多项式法I”“51．

5．2．1 有限差分法(FDM)

有限差分法(finite difference mahod．简称FDM)是可靠度分析中最简单的求解梯度的

数值算法。按其取点位置的区别，可分为向前差分法、中心差分法、向后差分法。其中常用

的是中心差分法。按其取样点数的不同，又可分为3点公式法(记为FDM3)及5点公式法(记

为FDM5)·对于函数==g(Xl，娩，⋯，均("为自变量的个数)，它在(i，蔓，⋯，《)处对而(f=l，
2，⋯，")的求导公式分别为：

mM3： 詈=鬻 @z．1)
m． ZK．n．

⋯M5 矿ag芷≮21孝C笪 ㈣，
四． 1．n．

式中，

酊=g(五，⋯，西-I，t±t^，而“，⋯，矗)

彰2=g(‘，⋯，而_l，薯+2kA，薯“，⋯，％)

岛为步长控制系数；南鬼为取样步长。在可靠度分析中，对于变量置，常取m为其均方差crx．．

5．2．2 有理多项式法(RVrl

对于有理多项式法(rational polynominal technique，简称RPT)，考虑函数

z2 g“,xz，⋯焉) (s．2．3)

它在01．’投‘，⋯，翰‘)处的偏导数值可由下列方法求得：

首先，令X2，⋯,Xn分别等f规‘，⋯而‘，再设m个xI‘‘’(f_l，2，⋯朋，m一般取3或5)为已知

值，其中Xl(0∈口1．-3期，11"+3dn】，则可得m个函数如下：

gl，=g(崭”，五，⋯，《)

912=g(#办‘，《) 触4)

g。。=g(哥⋯，x≯·，《)
而：=g(而，恐，⋯，％)关于变量XI的函数则可用有理多项式方法近似地表示为一个函数连

分数形式如下：

如，和·，Z)m q+——弋XI--r。1(I) (5柚

吒+——弋专可色十⋯十。
口m
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口-29n ，

42尸毋2 a：,-置txI儡}．xl‘。')，(42I-Ⅱ1)

4，I=譬” a 3x-气xloL。l‘1’l忙，I一4I)

口．广譬¨ aa'(xI(4)．XIO’／阳。I-口1)

，

，

4，啾l(a-xI唧扣，2．匐
d．，气xIto．xI唧，D．r动

／

，

，

ac-(xIp)-x一，(口Fa3)

则Eh式(5．2．5)--(5．2．8)司得：

詈娟)=幽甍擎垃 @z∽

㈣=地鼍笋 @：㈣

丸(一)=0 (5．2．11)

式中：妒，101)是函数毋缸1)关于自变量却的一阶导数。

综上所述，对于一个实际问题-可先由表5．2-I求得系数al,a2,⋯栩，，再由方程(5．2．9卜

(5．2．11)求出％·同理可求得％，(i--2,3，⋯一)．

5．2．3 FDM与RPT之比较

在刚yr中，当m=3时，对于变量xi，若取这3点分别为而．k,hn而及而蝴f’并记它们对
应的函数值分别为g『-、g』o及97．即

岛l=盯=g(‘，⋯，薯．。，≈”，‘“，⋯，％)=g“，⋯，札l，五一局吩，而“，⋯，％)

gl=gO=g(而，⋯，‘一l，《舢，‘“，⋯，x。)--g(五，⋯，薯一I，t，五+l，⋯，％) (5．2．12)

g】2=g_=g(而，⋯，‘一．，《舢，‘+I，⋯，矗)=g(玉，⋯，薯一l，五+七l曩，五“，⋯，矗)
则在五处由式(5．2．7)及(5．2．10)可得：

讹)-"裔-口2(5．2．13)
“，=幽篙乎地=志=i1 ㈣·，

．．．由式(5．2．9)得。



46 台肥工业大学博士论文

考=幽篙挚地=警 cs㈣
钆 【唬“)】2 《q

⋯⋯’

又由表5．2·i可知，a2，a3可表示成如下形式，

啦：璺望：墨望：具 (5t2旧

码2箸。堑2型辇
a31一口I

‘

矿一酊秽一g『 (5．2．17)

：篮二蒸基芷二蓝1
2(彰一g『)一(矿一g『)

则 詈=丽1·堑舻 @：瑚，

若函数==gOI抛，⋯^)是Xi的线性函数．则

gj—g?=g?-g?=(gj—g；)／2 (5．2．19)

^ 妻=墨2尊k L 蚴o),／LC*。

因此，对于线性功能函数，对于相同的步长控制系数七』及取样点位，3点RPT公式与3

点FDM公式相同，即3点FDM公式是3点RPT公式在线性情况下的特例。

对于5点法，上述结论同样存在，鉴于解析公式复杂，此处不再推导。

5．2．4 计算结果分析

对于数值微分方法，其导数计算结果与步长控制系数的大小有关。取不同的步长可能会

得到不同的导数值，也就会导致不同的可靠度分析结果。因此。下面以一简单算例分析上述

两种数值方法对导数计算结果的影响。
‘

例5．2一I：为了比较计算结果，此处以一显式函数为例，其函数形式为

Z=tan(X)／X (5．2．21)

式中，随机变量X的变异系数为O．I。这是一个弱非线性问题，并且包含有Ⅱ／2等断点．其对

应梯度求解的典型结果见图5．2-l～5．2-2。

图5．2．1、图5．2-2均由左右积幅图组成，其中左|墨I是各种计算方法的求导结果之比较，右

图是针对上图中RPT3、RPT5的导数值(纵坐标)十分接近而作的局部细化。图中，AM表

示由解析方法(analytic method)进行求导的结果，计算时取步长h=·3vx。

计算结果表明：当x=1．00时，随着步长控制系数k的增加，3点差分法及5点差分法的

计算结果与解析解的差值逐渐增加，而3点及5点有理多项式法之导数计算结果则与解析解

基本一致，其中5点RPT法几乎与解析解完全一致。非常精确。

当x=1．53时(函数的断点附近)，对于任何步长控制系数岛3点及5点差分法的计算结果

与解析解都有较大的差别，无法得出准确的导数值，这是由于断点附近函数值的突变而引起

的。而此时，3点及5点有理多项式法的精度仍较高，其中5点有理多项式法在k<1．5范围内
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的解几乎与解析解完全相同。这体现了有理多项式法在拟合不连续函数断点附近数据点时的

优越性。

图5．2-1倒5．2-'1的求导结果(J=1．00)

图5．2-2倒5．2-1的求导结果(j=1．53)

目前，在可靠度分析中求解功能函数对随机变晕的梯度时，常取步长控制系数k=l或k=3。

上述算例表明：取k=l时计算结果较好；而k=3对应的步长过大，相应的各取样点位相差较

远，影响了计算的精度。对于本例，在远离函数断点处，取步长控制系数k=l时，各种方法

的计算精度由高至低依次为：RPT5，RPT3，FDM5，FDM3。因为3点FDM计算公式最简单，

5点RPT公式精度最好，故对于连续线性功能函数，可直接用FDM3求导；对于连续非线性

功能函数，可用RPT5求导。对于非连续功能函数，则应采用RPT求导．以避免函数断点而

引起的较大求导误差。
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例5．2-2：某边坡坐落于刚性基础上，坡比为l：2．有关土工参数是：内摩擦角·p=40。，

膨胀角咖卸。，容重Y--20 ldq／m3．弹性模量E=IOs kPa，泊松比p=o．3，凝聚力c与容重，、

坡高Ⅳ的关系是c／yH=O．05 12221。设c、矿是互为独立的正态随机变量，变异系数均为0．3．

取极限状态方程式为：

Z=g(五，五，⋯，五)=Fs(X,，五，⋯，咒)-1

式中风为边坡的安全系数，由强度折减法求得．

计算时取步长h，=口∞。这是强非线性问题，其计算结果如图5．2-3所示。图5．2-3之上下

图分别表示极限状态函数对基本变量c、驴的导数。

由计算结果可知：各种方法的导数计算结果均随着步长控制系数的变化而有较大的波动，

但也有一定的规律。例如，对c求导时．在k=0．8～i．4的范围内，各种方法的计算结果非常

接近·在对妒求导时，在k=O．5～i．2的范围内，各种方法的计算结果也非常接近．当k较小

时，由于取样点太近t使得精度损失较大；而当I较大时。各取样点相差太远，也不能很好地

近似原曲线。因而。实际计算时，可取|i}=l。

圉5．2-3例5．2-2的求导结果

总结：以上用两个例题详细分析了3点、5点差分法及3点、5点有理多项式法的异同及

其导数求解结果与取样步长的关系。结果表明：对于相同的步长控制系数及取样方式，FDM
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是RPT在线性情况下的特例。因此，在可靠度分析中，对于连续线性功能函数．可直接用简

单的FDM3求导；对于连续非线性功能函数，用RPT5求导已能很好地满足精度要求；对于

不连续功能函敷，应采用砌yr求导。各种求导方法的计算结果均与取样步长控制系数七的大

小有关，但k--!时，各种方法的求导结果基本一致。因此，建议取取样步长控制系数I=1．

5．3算例分析

取上述例5．2-2的均质边坡进行基于强度折减的有限元可靠度分析。计算时取c、9为满

足正态分布的基本变量，变异系数均为0．3。

为分析各种可靠度方法在边坡稳定的有限元可靠度分析中的应用，此处采用三种可靠度分

析方法进行计算(中心点法MFORM，验算点法FORM，蒙特卡罗模拟法MCSM)。基于上一

节的分析结果，在进行数值求导时采用了中心差分法(FDM3)及有理多项式法(RPT5)．

为了对程序及方法的合理性进行验证。以及探讨边坡的有限元可靠度分析与极限平衡条分

法可靠度分析结果的关系，本文还同时采用基于边坡稳定的传统条分法进行了考虑变量c、妒

相关性的边坡可靠度分析。由于强度参数c、妒一般是负相关的口刈，因此本文只计算了c，妒

间相关系数n。小于等于零的情况。

各种方法的计算结果见表5．3一l及图5．3．I、5．3．2。表5．3．1中昂和岛分别是基于有限元强

度折减法(SRM)及传统的极限平衡条分法(Bishop法)的可靠指标。由表5．3．1可知。角与岛

十分接近，其比值风俾≤I．I．这表明在变量互为独立时．基于有限元强度折减法与基于Bishop

法的可靠度分析结果是一致的，其中前者的结果稍大。图5．3_2、图5．3．3也表明，在考虑变量

间相关性时，基于有限元强度折减法与基于Bishop法的可靠度分析结果也十分类似，并且二

者的可靠指标都随着变量间负相关系数的增加丽增加。因此。用有限元强度折减法进行边坡

稳定的可靠度分析是可行的、正确的。下面进一步分析各种可靠度分析方法的计算结果．

5．3．1 中心点法(MFoRM)的计算结果

对于中心点法，可靠指标与功能函数的型式有关．为此，分别对式(5．1．1)和式(5．1．2)这两

种功能函数形式进行了计算．计算结果见表5．3．1及图5．3．I--2。

寰5．3-1不同方法对应的可靠指标(p计=o)

蛐砌RH

Z2 2．60 2．54 1．02

由表5．3．1及图5．3．I--2可知：当功能函数采用不同的型式时，可靠指标的计算结果相差

很大。而两种求导方法对应的可靠指标则很接近。因此，功能函数的导数计算可采用相对简
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单的差分法求解。但对于中心点法而言，功能幽数型式的选择非常重要。因此必须结合基本

变量的概型通过一定方法(如蒙特卡罗模拟法)来判断愚的概率分布类型，从而选择合理的

功能函数型式．

5．3．2 验算点法(FORM)的计算结果

验算点法的可靠指标求解结果与功能函数的列式无关，因此只取第一种功能函数形式进

行计算。又因中心点法己得出求导方法对计算结果的影响不大，因此对f验算点法只采用了

中心差分法进行求导。由表5．3·I可知，与蒙特卡罗法相比．验算点法的求解结果比中心点法

的求解结果要好；与中心点法相比，验算点法的求解结果与中心点法中第二种功能函数型式

对应的结果更为接近。

图5．3-1可靠指标与相关系数的关系(有限元强度折减法)

图5．3-2可靠指标与相关系数的关系(Bishop法)

5．3．3 厅的概型分布及计算精度的讨论

为了分析比较各种计算方法的正确性，以及探讨Fs的分布型式，本文作了变量互为独立

时的蒙特卡罗模拟(MCSM，12000次)，求得的可靠指标与验算点法的对应解很接近。通过对

蒙特卡罗模拟结果的f检验可知，两属于对数正态分布，其频率分布如图5．3-3所示。因此，
在中心点法中，取第二种功能函数型式(对应于风属于对数正态分布的情况)是较为合理的。
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5．3．4 结论

1) 在进行边坡稳定的有限元可靠度分析中，采用基于强度折减法的有限元可靠度分析

是完全可行的。这种方法不需对定值法的有限元分析程序作任何修改．无论是线性

有限元问题还是非线性有限元问题都适用；无需对各有限单元求单元的可靠指标，

能一次性得出边坡的整体可靠指标，因而方便易用．

2) 基于有限元强度折减法与基于Bishop法的可靠度分析结果是一致的，其中前者的结

果稍大。因此，用有限元强度折减法进行边坡稳定的可靠度分析是可行的、正确的，

它与传统的极限平衡条分法的相应结果具有可比性。边坡稳定的有限元可靠度分析

的优点是它可以适用于各种复杂的边坡外形及边界条件。

3) 在考虑变量问相关性时，基于有限元强度折减法与基于Bishop法的可靠度分析结果

也十分类似，并且二者的可靠指标都随着变量问负相关系数的增加而增加。这表明

在可靠度分析中若不考虑变量c、矿问的负相关性，则所得结果偏于保守。

4) 功能函数的导数计算方法对于可靠指标的影响不大，一般可采用中心差分法进行求

导。

5) 对于中心点法，功能函数的型式对可靠指标有很大的影响，因此必须结合基本变量

的概型通过一定方法(如蒙特卡罗模拟法)来判断愚的概率分布类型，从而选择合

理的功能函数型式。

6) 验算点法的计算精度要优于中心点法，但验算点法要对，进行迭代求解．虽然这种

迭代求解收敛性很好，但求解过程耦合了非线性有限元分析与可靠度计算，因而计

算量偏大。在精度要求不太高的情况下，可用中心点法估算边坡的可靠指标。

5．4改进的响应面法

前文已阐述了响应面法(RSM)的基本原理及迭代计算方法，并指出当前应用较多的仍

是Bueher的响应面法及其局部改进口竭。这类响应面法实际上包含了双重迭代过程．一是对每

一个拟合的响应面函数，用验算点法求解可靠指标的内层迭代过程；二是对多个响应面的外

层迭代过程．由于每个响应面的形成均需对2，冲1个取样点(n为基本随机变量的个数)进行
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有限元计算。当随机变量数较多时，工作量偏大．此外，由于响应面的形式一般为二次多项

式，这就很可能会遇到极限响应面会存在两条分支、用验算点法求可靠指标时验算点会收敛

到错误分支的情况。若对于某一响应面．}}I验算点法求解出错误分支上的验算点，则接下来

的响应面迭代计算也就不正确。

为此，本文提出一种改进的响应面法，它在整个计算过程中只需拟合一个响应面，大大

地减少了计算工作量及收敛到错误分支的可能性。

5．4．1 改进的响应面法之计算步骤

本文亦采用如下的二次多项式作为响应面函数：

z=g(x)=Ⅱ+∑红‘+∑c,x2, (5．4．1)
J=l lII

式中，玑bI、a(／--i,2，⋯一)为待定因子。H为随机变量的个数。

与常规基于响应面迭代计算的响应面法的区别是：本文不进行响应的迭代计算，主要的

计算分二步，一是州验算点法求解可靠指标及验算点的位置，二是在此验算点处进行响应面

的拟合。并对此响应面函数用常规的可靠度分析方法求解相应的可靠指标。

由于这种方法不需对响应面进行多次迭代，因而不必多次调用定值法有限元分析程序进

行计算，这大大地减少了有限元计算的工作量。同时，这种方法亦可得到原功能函数的显式

形式，这对于需要利用有限元等各种数值方法才能求解的隐式功能函数非常有用，可以将这

些隐式功能函数用简单的显式表示，以便对此响应面函数用FORM、SORM或MCSM进一步

进行可靠度分析。

具体的迭代过程如下。

I) 采用FORM进行可靠度分析，其中导数的计算采用FDM或RPT．得验算点坐标xD

及可靠指标．OroⅢ。

2) 在验算点处分别取xD及xD+kax这2时1个点，用数值方法计算这2n+i个点对应

的甙x)值。对原极限状态函数按式(5．4．1)进行响应面拟合，得到以二次多项式表达

的近似功能函数。对此近似功能函数用FORM、SORM或MCSM求解可靠指标口

及失效概率尸fo

由于本文方法是先用FORM求解验算点坐标，再进行RSM拟合，因此简称为FORM．RSM

二步法。

5．4．2 基于响应面迭代的RSM和FORM-RSM二步法之比较

在RsM中，由(5．4．1)式可得功能函数对丁．基本随机变量的导数是：

,-30

詈=6』+2ct一 (5．4．2)姒．

而由式(5．4．1)可得，对于五坐标方向上的两个取样点而±t砌，其对应的功能函数值分别
为；

g『=口+∑以一+∑q弓十6f(薯一t盯*)+q(‘一向仃‘)2 (5．4．3a)
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矿=4+∑屯一+∑o#+岛“+向吒)+q“+皇％)2 (5．4．3”
id．i．‘ idJ“

．．． 97-97=bi+2q墨 (5．4．3c)
2k,ar

‘‘ ’

由式(5．4．2)及0．4．3c)可得 ．

蠹2瓦g,-g； ⋯)
aZ 2置仃，

、 ’

而上式正是FORM中使用的差分法求导公式。因此，对于可靠度分析中的重要环节～
导数的求解，本文方法的第一步——帕RM中的求导方法与基于响应面迭代的RSM的求导方
法是一致的。

在计算效率上，基于响应面迭代的RSM需拟合若干个响应面，其中每个响应面的拟合要

进行2n+1次有限元计算．且对于每个响应面均需进行FORM迭代求解．而本文方法只需拟合

一个响应面，因而计算效率较高。

此外，正因为本文方法只形成一个响应面。因而就大大地减少了基于响应面迭代的RSM

中验算点收敛于二次响应面的错误分支的可能性，相对提高了计算的精度。

5．4．3 算例分析

5．4．3．1 例s．4．-1

为了便于比较和说明，在此例中取的功能函数是显式的．其功能函数形式为

z；俩+2)’一隅一lr (5．4．5)

其中基本变景蜀、尼均为标准正态随机变量。这是一个弱非线性问题。计算结果见图5．4．1

及表5．4-l所示．

(a)RSM

影／Ⅻ／”／”
／ ＼

‘ ＼

圉5．耷1极限响应面(例5．4．1)

(b)FORM-KSM

表5年1 不同方法对应的可靠指标(倒5．4．1)
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图5．4—1中，乃笔‘的及RSF分别表示原极限状态曲面及极限响应面，】(d表示验算点．表

5．4-l中，MCSM是对原极限状态函数(式(5．4．5))进行10000次蒙特卡罗模拟的结果，代表可

靠指标的真值；RSM表示基于响应面迭代的响应面法(其中系数I第一步取3，以后各步取1)

的计算结果； FOI弛I-RSM(FORM)及FORM—RSM(MCSM)别表示基于本文FORM-RSM二步法所得

的二次响应面用F0蹦及煅M进行计算的结果。由上述计算结果可知：基于响应面迭代的删
在计算过程中共生成4个响应面，其中后二个响应面的位置基本一致：而本文的F0跚塌M二
步法只生成一个响应面，其位置与前者的第四个响应面基本一致。因此，RSg与FORM-P,SM(FORM)

之计算结果具有相同的精度。同时，FOF,M-RSM(MCSM)的计算结果则与真值非常接近，但此

计算是基于显式响应面进行的，它比基于原功能函数而进行的蒙特卡罗模拟的计算量要小得

多，因而大大地提了计算效率．

5．4．3．2 侧5．4-2

某边坡坡比l：2。有关土工参数是：内聚力FlkPa，内摩擦角妒=40。，膨胀角西=o。。

容重y=20kN／m3。弹性模量E=lOSkPa，泊松比／z=O．312221。设c、妒是互为独立的正态随机变量，

变异系数均为0．3。取极限状态方程式为：

Z=Fs—l (5．4．61

式中风为边坡的安全系数，由强度折减法求得。各种方法的计算结果如表5．4-2及图5．4-2所

示．

表5．4．2不同方法对应的可靠指标(倒5．4-2)

厂1尸 ／

《～f f锚
。 夕．擎鼍曩。。

图54-2极限响应面(例54-2)

图5．4．2中的虚线表示过＆点的线性切面，散点表示对原极限状态函数(式(5．4．6))进行

10000次MCSM计算时z≤0的点。由这些数点的边界可知，它们的曲率变化较为明显，因而

非线性较强。

计算结果表明，基于响应面迭代的RSM的响应面共有7个，其中后六个极限响应面都是椭

圆，椭圆内为失效域。由图5．4-2可知，此失效域远远不能代表真实的失效域，因而计算误差
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较大。

而对于本文的FORM．RSM二步法。其对应的响应面及其失效域能较好遗代表原极限状态

面及其失效域，因而计算结果与MCSM结果十分接近．

s．4J．3例5．4-3

某边坡剖面如图5．4-3所示【1孙”1，其地层由上而下分为三层，有关参数如表5．4．3所示，

其中强度参数4，仍(，=I，2，3)是榴互独立的正态随机变置，变异系数均为0．25．取极限

状态方程与式(5．4．6)～致，其中边坡的安全系数Fs由瑞典条分法及简化Bishop法求得。计算

结果见图5．4．3、表5．4．4、表5．4．5．图5．4-3中的滑面对应于最小可靠指标面。

0

10 30 ∞ 70

田5．4．3边坡剖面囤

襄5．4-3土层参数表

方 法 RSM FORM．RSM

由表5．4．4可见，对于简化的Bishop法，RSM与FORM-RSM的计算结果一致；对于瑞典

条分法，基于响应面迭代的RSbt的计算结果明显有误，这是由于其迭代计算过程中验算点收

敛于错误的响应面分支而造成的(见表5．4-5)．而且，基于响应面迭代的RSM的计算过程中

共拟合了13个响应面，计算工作量远大于本文的FORM-RSM。
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5．4,3．4 结论

不同算例表明：本文提出FORM-RSM二步法在计算精度及效率上均比常用的基于响应面

迭代的RSM有所提高。对于弱非线性功能函数，本文的FORM-RSM．MCSM解与真解一致：

对于强非线性功能函数，本文的FORM-RSM的计算结果比基于RSM的计算结果之精度有所

提高，但仍与真值有一定差别，这是取RSF为二次多项式造成的。为了更好地拟合强非线性

功能函数，今后还需研究其它更好的功能函数形式。
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6基于滑面应力分析的边坡稳定弹塑性非线性

有限元可靠度分析

层前，进行边坡有限元可靠度分析的方法通常是基于有限元的应力分析结果而进行的

。点”可靠度计算，其分析结果主要是各积分点或单元的可靠指标、破坏概率及其等值线，

并由此进行边坡稳定的定性分析．但是，对于实际工程而言．求解边坡的整体可靠指标及相

应的滑面是十分必要的。因此，本章在分析现有的非线性随机有限元方法的基础上，探讨边

坡整体可靠指标的求解方法．

6．1非线性随机有限元分析方法

随机有限元分析的实质是在有限元分析的基础上，考虑各种计算参数的随机性，计算由于

参数的变异性而引起的响应的变异性，它与定值法有限元分析的主要不同之处在于它在弹塑

性有限元的基础上加入了计算位移、应力对随机变量的偏导f““”。计算出偏寻之后，再根据

功能函数和可靠度理论求解单元及边坡潜在滑面的可靠指标。

为反映材料的弹塑性性质，本文以增量理论为基础建立弹塑性非线性随机有限元的迭代格

式。随机有限元分析中导数的计算采用偏微分法，偏导数的迭代计算与位移、应力的迭代计

算同步进行。下面以增量初应力法为例说明其迭代计算过程．

6．1．1 基于增量初应力法的非线性随机有限元迭代格式

本算法将位移d、应力一对随机变量的偏导数的计算与有限元算法同步进行，设七和f分

别表示荷载步和迭代步(k--O。I，⋯，N-I．N为总荷载步数；t---O，l，⋯)。具体的迭代步骤

如下．

1)赋迭代初值(扣--0，／--0，d=O，删，御／aX=0，a口，蕊=0)；组装弹性刚度矩阵l白
及其对基本随机变量向量x的偏导矩阵孤。／aX；
2)对第Hl级荷载增量，令位移、应力及其对基本变量的偏导的初值分别为上一荷载步结束

时的相应值：∥=一，∥=矿；(ad／越)≯=(ad，a目‘，(钿／ax)∥=(钿／ax)‘；

令体力增鼍的初值及其偏导为零：△l掣=o，(抛R／a购≯1=0。

3)对第／+1次迭代，求结点位移增量△d：。及其对X的偏导矩阵(aMlaX圪‘；

4)计算各单元应变增量△搿；

5)计算各单元的弹性应力增量(舾。)：!=；l、当前试算应力@)管及其对x的偏导(a幻。／ax)搿、

(踟．1aX)Ⅲt+l；

6)计算屈服函数值研扣，)：!=；l】，按Mohr-Coulomb条件判断是否进入塑性状态。若已进入塑

性，则计算相应的比值m、塑性矩阵(D，)篙、初应力增量(△oo)篙、体力增量△R等及
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其偏导数簧、嚼锄p⋯k+l(警埘、尝；
7)判断本次迭代是否收敛。若迭代计算收敛．则求本级荷载增量下的应力增量△矿”、位移

dk+l,应删“及其偏导等广1、(瓦0d广1、白“，再令庐M转2)进行下一增

6．1．2 迭代公式的具体化

2)∥=一，a∥=矿；

K。=∑LB7D。BdV

鲁=莩p争d矿+
(ad／a田∥=(ad／a目‘，(撕，ax)：“=(o仃／ax)‘

3)．．． 删=衄“+斛“
．．．△d搿=K-。(△F”+△衅“)

将式(4．3．20)两边同对基本变量x求导，得

K。嗉融dkk+。l+繁叫篙=嗉OAF)“+嗉0ARrk
l

-‘抛一d k+I_+l Ko_ln瓦OAF广‘+‘瓦aAR^k+I一鲁△d篇】
4) 喇=B△科
5) (△吒)譬=耽B△d等

@搿=矿+(△吼搿

私=簧B蛾‘+DeBe私1
(象耀=c争+崇埘

6)塑性状态的判断及有关公式：

肌一 二娶盟；：二卫
，【(仃，)：。】一Y(o‘)E一‘

塑8X=旦盥0X=酉与c暖一囔)(E—Er、”强1援7

(DP)搿=Dp【】(’仃‘+mD。△￡Ⅲk+i】=D，【)【，6‘+m(Acr。)爿】
记 (仃，)搿=o‘+m(Ao，)21

(6．i．1)

(6．1．2)

(4．3．20)

(6．1．3)

(6．1．4)

(6．i．5)

(6．1．6)

(6．i．7)

(6．1．8)

(6．i．9)

(6．i．10)

(6．1．11)

(6．1．12)

(6．1．13)
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则 (D，)嚣2 Dp【x，扣c掰】 (6．I．14)

(Aeo)搿=-(I-mXDp搿B△d嚣 (6．1．15)

(警删；一l一删噜埘B脚搿’(I一埘)(啡掰B(尝材+衾(啡搿B△d甜(6．I“)
△R篙=一莩￡B7(△％比1d矿2莩t B，(1一m)0a，)2’B△d篙d矿 (6．I．17)

嗉∞kR抽k+l=一莓护(警)：：；ld矿(6．1．18)

下面进一步推导案)甜的计算公式。
注意到D。是基本变量及应力的函数，因此，

掣(9Dp k+。l=华+华．案，甜 ㈣，，
式中，上标·表示在求导时此参数视为常量。由式(6．1．13)可得，

嗜钿C肌k+。l=嚎n脚(祭篙+衾(曲。埘(6．1．20)
为简单起见，文【214J近似地采用差分法计算旦!』茎≥；!￡监2，即令

掣：—D,n(o+ao—)-Dp(er) (6．1．21)一 f^l 711

∞ 伽

其中系数口可取o．00I枷．oI。本文为精确起见，详细推导了塑￡!圣!!；监∑和
OX

望生壁!：!!堂的计算公式，具体公式见附录2．
7)△仃篇=(△以)并+(△％搿 (6．1．22)

(、a∥A03t+l_．t尝)：!=；l+尝)搿(6．1．23)
d搿=d‘+△d譬 (6．1．24)

嗟广‘=(争+嗉0Adk。+，1(6．1．25)
仃搿=o‘+△o针(6．I．26)

静“=(争+(、O斜Aff)k+．．1(6．1．27)
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6．2边坡的非线性随机有限元可靠度分析

6．2．1 功能函数的确定

可靠度分析的首要步骤是确定具体的功能函数形式。当功能函数的具体形式确定之后，

即可用各种可靠度分析方法分析边坡的可靠度。

在进行边坡的弹塑性非线性有限元可靠度分析时，本文假定边坡体为Moht-Coulomb理想

弹塑性材料，其屈服函数形式详见第四章。因此，可写出剪切破坏时单元的功能函数为

ZI=g阎=ccos矿一生孚血尹一 (6．2．1)

或z；=g(酌=f，一f=—吒tan妒+c—f(6．2．2)

式中，X为基本变量；c、妒为岩土的粘聚力和内摩擦角；仃=(吒，q，o)『为应力向量；

f，和盯。分别为受剪面上的抗剪强度和法向应力。

上述两个式子中，前者不考虑剪切破坏面的方向，适用于求解单元的可靠指标，从而分析

边坡中各单元的可靠度水平；后者中．受剪面上的抗剪强度r r和法向应力口。与剪切面的方向

有关，因此适用于潜在滑面方向已知时可靠指标的求解．

设臼为单元所截滑面切线方向与水平面间的夹角，由第四章公式知

吒=—,7了+0-一华嘟船+2-sin2a (6．2．3a)

f：华Sill加+勺cos20 (6．2．3b)

将上式代入式(6．2．2)，得考虑滑动方向时的单元功能函数为

互=g∞=—华一!羔≥cos筘+％sin2e)m妒+c一(华sin20+勺淄柳∽．4)
6．2．2 单元可靠指标的求解

由于一阶可靠度分析方法中需要求解功能函数对基本变量的导数，下面分析导数的计算

公式。

记应力向量o=(吒，q，‰)7，基本变量X-b妒，妒，丁，E口)?(c'妒，咖，丁，丘／2分别为

内聚力、内摩擦角、膨胀角、容重、弹性模量、泊松比)，则对于第i单元(／=-1．⋯，nele；

nele为有限单元的个数)，功能函数对基本变量的导数为

曼互：垫!兰!!：垫坚11+亟堡!生塑 (6．25)
Ⅸ0x 0x 踟 Ⅸ

式中上标+表示在求导时此参数视为常量，仃及衾均可由随机有限元计算而得·下面分别讨
论上述两种功能函数的导数计算公式。

对于式(6．2．1)，有
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重量襞立={cos仍呷siII伊一半麟仍o，o'0，妒 (6．2．6)

挈斗Tsine一最，一丁sin#’+最，一焘+44，钿
‘

2√(吒一巳)2+4弓’ 2 √(吒一q)2+4弓’板巴一巳)2
’

(6．2．7)

对于式(6．2．4)，有

垒曼等字：仉芦+O"x--‘Yycos弘勺shl功《仍0,0,0,0}r (6．2．8)22蕊 ⋯ ∥ ’。” ⋯⋯7

旦显g粤；{_；【(1一淄20)tan妒+sinai，{【(1+螂20)tm矿一sin201，一sin28tan9一淞御内 Z Z

(6．2．9)

当导数公式确定之后，即可由各种可靠度方法求解单元的可靠指标。

6．2．3 滑面总体可靠指标的隶解

边坡稳定可靠度分析的目的之一是得到边坡中最小可靠指标及其滑面位置，本文采用与定

值法中求解边坡最小安全系数相同的方法来求边坡的最小可靠指标，即；先假定一个滑动面，

求解此滑面的的可靠指标；再用简单枚举法或各种优化方法搜索整个边坡的最小可靠指标。

本文探讨如下几种由随机有限元计算结果求解滑面可靠指标的方法：

方法1：取单元功能函数五为不考虑滑面方向的(6．2．1)式，并设滑面功能函数

兰
z=>：z。△，． (6．2．10)
管。。

则 爰=差,-1望／ⅨM ㈣1)

其中轰的计算方法见前述单元可靠指标的计算·式中，w为滑弧上的单元个数：M、
五分别为第i单元切割的滑弧长度及功能函数。

方法2：取单元功能函数Z为不考虑滑面方向的式(6．2．1)，由此计算滑面上各单元的可靠

指标，再设滑面可靠指标为滑面上各单元可靠指标对滑弧长度的加权平均，则

∥=∑届M／∑M (6．2．12)

其中口。的计算类似于方法I．

方法3：在求解滑面可靠指标时，对于某一固定滑面，其上各单元的滑动方向已知，因此

单元功能函数五可取为考虑滑面方向的式(6．2．2)，并设滑面功能函数为式(6．2．Io)。

方法4：对于某一固定滑面，取单元功能函数五为考虑滑面方向的(6．2．2)式，其它同方法

2。
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6．2．4 程序流程图

基于上述分析。本文用VISUAL FORTRAN 6．5编写了边坡弹塑性随机有限元可靠度计算

程序，并将相应的计算结果输出至数据文件中，以便进行绘图、结果分析等后处理。同时，

为了对比分析，也编制了相应的定值法计算程序，用以求解边坡的安全系数．基于滑面应力

分析的边坡有限元可靠度分析的程序流程图见图6．2-l。其中，各积分点的应力仃及应力对基
k

本变量的偏导詈由基于增量初应力法的随机有限元子程序求得：滑面可靠指标口的求解流程m

见圈6．2．2．

置变量韧值：x．，女=0 J
上

-I I；I·，扣“I l
上

调用SFEM子程序，求各积分点的a及鱼 l
钗I

Jr

导数关、撇‰腓榔∞}
上

求新验算点p

N<拿>
输出口、m、x·l

固6．2．1 基于滑面应力分析的边坡有限元可靠度分析主程序流程圉(FORM)
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6．3算俩分析

固6．2-2求解滑面可靠指标的子程序流程图

有一坡比为I：l的均质土坡，高H=20m，内聚力F-40kPa，内摩擦角日o=20’．膨胀角(k=20

’，容重y=20kN／m3，弹性摸量E=20MPa，泊松比Ⅳ=0．3鲫．设c、妒为相互独立的正态基本变量，
其余参数为定遭。边坡剖面如图6．3．1所示。有限元计算采用8结点四边形网格，共划分个331

结点，94个单元。约束条件是底边界固定，左右边界水平约束．土体采用Mohr-Coulomb理

想弹塑性模型。

6．3．1 定值分析法的计算结果

围6．3-1边坡翩面图

在对本例进行可靠度分析的同时，也用定值法进行了相应的计算。根据本文程序，用有限

元强度折减法所求边坡整体最小安全系数Fs(SV㈨)=I．31，用滑面应力分析法所求
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Fs(SSA产1．32，二者基本一致。它们比文献12341中Fs①ishop)=1．266，Fs(Spencer)=1．265稍大

误差不超过5％，与文献1235]e0关于有限元法与极限平衡条分法误差大小的结论一致。

6．3．2 可靠度分析的计算结果

6．3．2．1 单元解

基于滑面应力分析的边坡稳定弹塑性有限元可靠度分析可以求出边坡剖面上各单元、各高

斯积分点以及整个滑面上的相应值，如：应力，应力的导数，功能函数的均值与均方差，可靠

指标，等等。

下面以c、tp的变异系数均为0．3时的情况进行分析。图6．3—2表示的是基于滑面应力分析

的有限元可靠度结果(中心点法)，图中(a)、(b)、(c)分别表示各积分点上功能函数均值、均方

差及可靠指标等值线图。

图6．3—2(a)积分点上功能函数均值等值线图

图6 3-2(b)积分点上功能函数均方差等值线图

国6 3-2(c)积分点上可靠指标等值线国

由上述等值线图可见：各高斯积分点上功能函数均值的等值线圈与功能函数均方差的等值
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线图形状并不一致。由此导致的可靠指标等值线圈也与功能函数均值的等值线图不一致。因此。

根据传统定值法所得安全系数进行边坡的安全性评价是不充分的。只有采用可靠度分析方法，

并与定值分析法相结合，才能全面考虑边坡中各种不确定性的影响，从而正确评价边坡的安全

水平。

从边坡的可靠指标等值线图上大致可以看出。在靠近边坡面中下部的可靠指标相对较低，

破坏概率相对较大．但这只是定性分析，边坡破坏面的具体位置及相应的可靠指标的大小仍需

采用本文方法求得．

6-3．2．2 滑面解

为了计算滑面位置及相应的可靠指标，本文采用四种方法进行了计算，具体方法如前所述．

结果如图6-3-3及图6．3-4。图6．3-3表示的是可靠指标与变异系数的关系曲线(中心点法)，其

中6。，d。是滑面强度参致c、妒的变异系数，它们的变化范围分别为0．1，0．2、O．3；卢表示

滑面可靠指标。为了与强度折减法进行对比，图中也列出了强度折减法的相应计算结果。图中

SSA(m=i)、SSA(m---2)、SSA(m=3)、SSA(m--4)分别表示基于滑西应力分析的四种方法计算

结果，SRM表示基于强度折减法的计算结果。

由图6．3—3可知：在进行边坡的弹塑性有限元可靠度分析时，与强度折减法相比，基于滑

面应力分析的各种方法中，方法3最好，其次为方法4。这是因为方法3、4充分考虑了滑动

方向的影响，建立的功能函数更符合实际。其中，方法3根据箍个滑面的功能函数来求解滑

面的可靠指标，物理概念明确，因而计算更合理，与强度折减法的结果非常接近；方法4是

方法3的简化形式，它简单地视滑面的可靠指标为滑面上各单元可靠指标的均值，故计算结

果与方法3的结果有一定差别。方法l、2由于其功能函数没有考虑滑动面方向．因而可靠指

标的计算结果与SRM的相应值有较大差别。与方法3，4的关系类似，方法2也是方法l的

简化形式，二者的计算结果较为接近．采用这种不考虑滑面方向的功能函数的优点在于它亦

可求出边坡剖面上任一点的点可靠指标，从而进行边坡稳定的定性分析。

在求解滑面可靠指标的同时，基于滑面应力分析法的程序还能求出边坡整体最小可靠指

标对应的滑面位置，计算结果表明方法1、2及方法3、4对应的潜在滑面的位置各自相同，

如图6．3-4为c、妒的变异系数d。．6．为O．3时的滑面位置图。可见造成这种滑面位置差异的

． 原因主要是功能函数形式的影响。功能函数形式确定后，滑面的位置也相应确定。同时，该

图中还绘出了相应的定值法分析所得的最小安全系数面。很明显，它与可靠度分析所得滑面

位置是不周的。因此，在进行边坡稳定的可靠度分析时，不能简单地以定值法分析所得潜在

滑面为可靠度分析的滑面，而应在可靠度分析中重新搜索其滑面位置。只有这样，所求可靠

指标才能保证是整个边坡的最小可靠指标。
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6c

图6．3-3可靠指标与变异系数的关系(MFORM)

围6．3-4滑面位置圉

6．3．3 结论

与基于强度折减法的边坡有限元可靠度分析方法相比．基于滑面应力分析法所得的计算

结果更为全面，它既能计算出边坡削面上各单元或各积分点上的可靠指标，又能计算出边坡
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的总体可靠指标及相应滑面的位置，这更有助于边坡的防治。

基于滑面应力分析的弹塑性随机有限元可靠度分析中，滑面可靠指标的求解方法对计算

结果影响很大。在分析边坡中备点的可靠指标时，其功能函数可采用不考虑滑面方向的函数

形式(方法l、2)．从而可得到边坡剖面中各点可靠指标的相对大小，进行边坡稳定的定性分

析。但在求解边坡整体可靠指标时，应采用考虑滑面方向的函数形式作为功能函数(方法3、

4)，它能更好地反映滑面方向对边坡可靠指标的影响．其中方法3根据整个滑面的功能函数

来求解滑面的可靠指标，物理概念明确，因而更为合理．

本论文以下部分如不作说明。基于滑面应力法求解边坡整体可靠指标的方法均为此处的

方法3．
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7边坡稳定的有限元可靠度敏感性分析

7．1随机变量相关时的可靠度分析方法

在实际工程中，随机变量之间可能是相关的，如：岩土体的枯聚力和内摩擦角之间常呈

现负相关性B刈．因此，需要讨论随机变量相关时的可靠度计算方法．对于正态相关随机变量

的情况，早期的可靠度分析方法是利用协方差的特征向量构成的正交矩阵，将相关随机变量

变为独立的正态随机变量，然后按照独立随机变量的可靠度方法进行分析．后来又发展了不

需进行正交变换的广义随机空间内的可靠度分析方法p”．

下面以验算点法(FOR2A')为例进行分析，公式记法采用向量形式【21611””。

设结构的功能函数为z=g(x)=g(五，五，⋯，咒)；x=(xi，为t⋯，黝1是由”个相

关的正态随机变量构成的随机向量，即X-Ar(,Lx，Cx)，其中队=(‰，，％，⋯，，k)7为随
机向量x的平均值向量，C。为随机向量x的协方差矩阵，其表达式如下：

Cx=

矗 Cov(X,．XO⋯凸_’，(五^)

Cov(X。，五) 吒 ⋯Coy(X,，以)
； ； ；

o“以，五)c枷(咒五)⋯ 哇

％、px。xPxPk⋯pxlxP xPx．

px∞ox、oxt 吱t ⋯px≯PxPx．
： ： ：

px凶oxPxj px善Px9x。⋯ 文。

协方差矩阵Cx亦可用相关系数矩阵卧表示为

Cx=oxPxox

其中

oX=

Px。

oxi
0·‘

0 o
x．一

0 0 ．．

I

px*
●

：

px^

·0

·0

● ●●●

’ox。

pxLxl⋯pxlx。

I
。·‘Px,x,

px善l⋯I

(7．I．1)

(7．I．2)

(7．I．3)

=diag(trx,，⋯，吒，⋯，口■) (7·1·4)

式中，nm是变量疋和乃间的相关系数，ox为随机变量x的均方差向量。
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先用下式将基本变量x转化为标准正态随机变量Y：

X=oxAY+／tx

即 Y=A-1呶4(x—II，【)

式中，▲为下三角矩阵，设其元素为唧，则

嘞4

(7．1．5)

(7．1．6)

(7．1．7)

∑％口庙=O，0≤．，≤f茎一 (7．1．8)

将式(7．1．5)代入功能函数式g(玛，即可得到标准正态空间内的功能函数C-(Y)。在标准正态空

间中．可靠指标是坐标原点到极限状态曲面的最短距离，即

P=(Lv‘)7Lv‘舻 (7．I．9)

上式中Y’为标准正态空间中极限状态曲丽上离坐标原点最近的点(验算点)的坐标，此坐标

需迭代求解．第三章中已有其标量形式的迭代公式，当写为向量形式时，其迭代格式如下：

∥=岂=—G(y'丽)-V丽G(y广')ry* (7．1．10)
o， ¨VI州V I¨

Ⅱ一蹁 (7．1．11)

Y‘=Ⅱr∥ (7．I．t2)

热蹦y卜譬，磐，⋯，等嘞⋯⋯盯⋯⋯，
IlVG(y‘)I|_

由于在有限元可靠度分析中位移、应力对基本随机变量的偏导数都是在原始空间中求解

的．因此，可靠度计算在原始空间中进行更为方便。

记将x变换为Y的Jacobian矩阵为JxY，则由式(7．1．5)可得

JxY=(仃xAY

因此， VGO‘)=J】【YVg(x．)=扣xA)TVg(x+)

(7．1．13)

(7．I．14)

lIVG(y‘)INI(a。A)7Vg(x')II

=【V“)ro。从～。Vg(I‘)弘 (7．I．t5)

=【Vg(I‘)7CxVg(x’舻
将式(7．1．14H7．1．15)代入式(7．1．10)-(7．1．12)，可得直接在基本变量空间中求解可靠指标的

迭代公式为：
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∥=i／Jz 2篙揣Vg(z')l 。¨回’

巳 【Vg(x’)1Cx
“

、 ’

呶2。丽丽Pxe舔xVg(；x丽*) 川7)

I．=px+oxax∥ (7．1．18)

特别地，若取x‘的迭代初值Io=px．且不进行迭代求解，则验算点法简化为中心点法。

上述公式亦可采用标量形式表示，即

芦：丝：
吒

GX,2一

(7．1．19)

t=pxj+ax,flcrx, 0．I．21)

7．2有限元可靠度敏感性分析

虽然按常规有限元法也可估算参数的敏感性，但一般是通过改变参数试算的方法12蚓．当

参数较多时一方面计算量很大，另一方面为避免参数间的相互影响，多个参数的改变如何组

合很难确定。

可靠度分析的FORM法的优点之一是可以同时求出dY或口x值。由式(7．1．“)可知：aY

表示在标准正态空间中各变量对可靠指标卢的相对影响大小，所以又称为敏感性系数。当随

机变量相互独立时t口x亦具有同样的物理意义．但是，当基本变量互为相关时，口x无法反

映各基本变量对可靠指标的相对影响，此时需用其它方法来求随机变量及其分布参数对可靠

指标的敏感性。文献[214，61]分析了基本变量相关时在标准正态空间中可靠指标对随机变量

分布参数及极限状态方程参数的敏感性计算方法，本文在此基础上进一步推导原始空间中的

相应计算公式。

7．2．1 可靠指标对随机变量分布参数的敏感性分析

已知在Y空间中，可靠指标对随机变量的分布参数6，(『=l，．．，Ⅲ)的敏感性可表示为口“l

磊端静
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式中，y．籼Y分别为Y空间中验算点坐标和敏感性系数。为了计算筹，下面推导署的计
算公式。为简单起见，记

T=A一’oJ卅，B=一A一1i墨x-!-lJ (7．2．2)

式中T是大小为H锄的矩阵，B是大小为矿l的矩阵。

则式(7．1．6)变为

Y="IX-I-B

．．． 掣：幽。orx+塑
∞， a6， 动． ∞。

《00乎0 o，o，⋯，∞刮竺。}={o'”·，∞
【 ⋯J

毒墅：A～dtag(O,⋯，o，一下1，¨o)7
LU
xI o x；

毒里：A—I(o’．．．，o’一上，o’．．．，咿
upxt o x．

毒里：A一一(岍，0，绰，o’．．．，咿

7． 要：要x+要“l(o’．一，o，～，¨妒
o¨xI opxI o牡黜 oxj

翌：要x+要：A-l阶o’一毕，虬旷aax,80x| adn⋯’一 最j⋯”’
将式(7．2．9)、(7．2．10玳入式(7．2．I)，得

瓦op一黼m”，o，--％2_1II 加，妒
饥，VG∥)8一’一％’’’’

毒=需IVG(r')I m矾睾肌妒魄I I‘’一矿’’’’

利用式(7．1．14)、(7．1．15)，将式(7．2．11)’(70J2)变回x空问，得

薏一—V两g(x'甄)roxiA[Vg(x C Vg(x醪∥”，。，一去，o，⋯，o)7￡I％ ‘)’x ‘∥一⋯’”’％⋯’”’

： !亟鲤
fVg(x‘)Tc。Vg(x‘彤a配

(7．2．3)

(7，2．4)

(7．2．5)

(7．2．6)

(7．2．7)

(7．2．8)

(7．2，9)

(7．2．io)

(7．2．il)

(7．2．12)

(7．2．13)
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嚣=一面V丽g(x')roxAC Vg(x" ．A-l∽o，一兰产'o’⋯，o}7a听， 【vg(x‘)7 r 舻一⋯’”’ 矿
⋯’⋯’

： !：；鱼盟丛：笪苎二丝
[Vg(x’)TCxVg(x")]帕强| oh 如x j oxj

7．2．2 可靠指标对极限状态方程参数的敏感性分析

由文献[214，611知：在Y空间中

望： !箜盟
弼IiVG(．v')lI揖

又因在X空间中

蔷={器，爰，⋯，簧}-{箸，蓑，⋯，簧}7

即
a8

蕊

亟盟⋯盟
强’蠲一强
盟盟⋯盟
％’必一％

盟盟⋯盟
％’强’’鹳

a8

础
88

a艺

aB

必

(7．2．14)

(7．2．15)

(7．2．16)

=如{篝，爰，⋯，鸶}7 ∞．-乃

即 若5而玎丽1百ag(x') (7．：．19)
甄 IV“)Tc。Vg(x‘)p 奶 V⋯叫

7．2．3 可靠指标对随机变量分布参数的相对敏感性分析

比较式(7．3．13)、式(7．3．19)，可见： 罢：．ap。亦即在随机变量的原始空间中，可
吼OPx

靠指标对极限状态方程参数的敏感性与可靠指标对参数均值的敏感性本质相同。

此外，由式(7．3．13)、式(7．3．19)可知：在原始空间中进j亍参数的可靠度分析，不需计

算转换矩阵A，计算更为简单。

但是，由于随机变量Ⅸ的单位各不相同，因此式(7．3．13)、式(7．3．19)并不能反映各参

数对可靠指标敏感性的相对划、．故本文提出用薏‰及薏％j!￡彳亍参数的相对敏感性
分析，由式(7．3．13)、式(7．3．19)可得其计算公式为：
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里盯，：
apxI。’

1 西(x．)

【Vg(I．)TcxVg(x‘)P鹤
ox， Q·2·20)

罢-r％=嚣G训 蚴t，瓦％2赤“一心) o。22D

Ⅳg(I．)TCxVg(x’)】{=【V“)To。o。V“一=【Vg(x．)T(ox)ToxVg(x‘汴
=【(axVg(I‘))ToxVg(x．)r爿I oxVg(x*)II (7．2．23)

=嘻皤％)2】}

毗 薏‰。南。飞 (7．2．24)

即薏％就是变鲫关时的敏臧性系数‰(相差咂负号)．因此’本文公式是变量互为独
立时敏感性分析公式的推广，它的含义比敏感性系数％．更具有一般性·

7．3算例分析

7．3．1 变异系数6x=(0．3，0．3,0．3，0．03，0．3，0．3)7时的敏感性分析

最大值，即6x气O．3,0．3,0．3，0．03,0．3,0．3)T．表7．3．I、7．3-2、7．3-3分别为不考虑参数的相关性、

1) 各参数由于单位不同，要和害芝的值对各参数变化很大，缺乏可比性；相反，

本文提出的相对敏感性指标薏％及筹气则消除了参数单位的影响，因而。弘x．
。

aoxj
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z，在各种相关系数的情况下，都可由薏％及老％值看出参数c、妒舸靠
指标的影响最大，其余四个参数对可靠指标的影响非常小，因此可以视y．y，E，

／z这四个参数为常数，这将大大减少有限元计算的工作量。

寰7．3-1可靠指标耐参数的敏感性分析(—弹一O．o)

x 薏 薏屯 薏 老气

襄7．3-3可靠指标对参数的敏感性分析(鼬=-0A)

x 薏 薏‰ 羔 薏吒
c 0．0881 I．0568 -0．1149 ·1．3794

口 6 377 0．6675 -2．5793 ．o．27

∥0．2932 0．0307 ．0．0149 -0．0016

v _o．042 -0．0252 -0册17 ．o．00l

￡0 -0．004 0 0

Ⅱ O．2045 0．0184 -0．0062 -O．O006

7．3．2 变异系数6x=(0．3，0．3，0，0，0，o)7时的敏感性分析

上述计算结果表明参数C、妒对可靠指标的影响最大，因此以下的计算只考虑参数c、妒

的变异性，即假设6，(=(O．3,0．3，0⋯0 0 O)T。它与上述情况下的可靠指标计算结果之比较如表7．3-4
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基本变量—————夏j五————————羔兰譬!；笋L———————孟jF
c，p i．27 1．41 1．62

翅
氆
崩
霞
罂

p“

一a 13／c船c．ac
．--e--a釉钿‘o～

———————一

Pc4 Pc4

围7．3-1参数的敏感性与相关系数肛．关系图

由表7．3-4可知；可靠指标的计算结果印证了本文的敏感性分析结果，即：视所有参数为

基本变量与只视参数c、妒为基本变量时的可靠指标基本一致，也即参数c，妒对可靠指标的

影响最大而其它参数的影响可以忽略不计．由表7．3_4还可以看出，随着参数问负相关性的增

加，两种情况F计算结果的差异也呈小幅增加趋势。这也从另一个侧面说明，|l赶着参数间负

相关性的增加，各参数对可靠指标的影响也相应增加。这与图7．3．1的敏感性分析结果也是一

致的。

图7．3．1表示的是只考虑参数c、妒的变异性时二者对可靠指标的敏感性分析结果。由该

图可更直观地看出用—曼生及．丝表示参数的敏感性是不合适的。如：由左上图可看出竺远
aPx aox a&

远小于j望。但就相对敏感性而言，本题的—曼生o-c反而大于罢生ao，即参数c的均值对可靠
au． aK op}j
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指标的影响比参数妒的影响稍大．参数的均方差对可靠指标的影响也有类似的规律。

7．3．3 变异系数bx=(O．a,o．a，O’o，0，o)T时的一阶可靠性分析

上面已分析了各参数对可靠指标的相对影响大小，并指出在可靠度分析中，为了节省计算

工作量，可只取参数C、妒为基本变量。因此，下面只讨论考虑参数c、妒为基本变量时的一

阶可靠性分析．

6c
图7．3-2可靠指标与变异系数的关系(方法3)

图7．3．2表示的是只考虑参数c、妒为基本变量且-二者相互独立时的可靠指标计算结果。

其中，基于滑面应力分析法(SSA)的可靠指标是按上一章的方法3求解的。为了进行对比
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图中也列出了基于(SRM)的相应结果(中心点法)。可见，基于SSA与基于SRM的中心点

法可靠度分析结果基本一致，而基于SSA的验算点法可靠指标比相应的中心点法的计算结果

稍大．因此，中心点法的计算结果偏于安全．

7．3．4 结论

本文推导了基本变量相关时在原始空间中求解可靠指标对参数敏感性的计算公式，其优

点是无需求解转换矩阵，计算更加简单直接．公式表明，在随机变量的原始空间中，可靠指

标对参数均值的敏感性俐卸。与可靠指标对极限状态方程参数的敏感性俐蕊本质相同。
考虑到基本变量的单位不同．指出由于随机变量石的单位各不相同，用剜a．‘；和俐a呶并

不能反映各参数对可靠指标敏感性的相对大小。提出用墨芝a_及罢9*进行参数的相对
opxI oo'xj

敏感性分析，推导了其计算公式．算例分析表明：在进行边坡稳定的可靠度分析中，参数凸

妒对可靠指标的相对影响比其它参数的影响要大得多；随着参数厶妒间负相关系数的增加，

它们对可靠指标的影响也相应增加。
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8边坡稳定的弹塑性大变形有限元可靠度分析

8．1大变形情况下应力和应变的度量

8．1．1 非线性问题的分类

前述各章讨论的非线性问题都是由材料的应力一应变的非线性关系而产生，称为材料非线

性问题。这类非线性问题采用的是小变形假设，即假定物体所发生的位移远远小于物体自身

的几何尺度，应变远小于1．在此前提下，建立物体或微元体的平衡条件时可以不考虑物体的

位置和形状的变化，因此分析中不必区分变形前和变形后的位形。同时．在加载和变形过程

中的应变可用一阶无穷小的线性应变进行度量．也即在材料非线性问题中，平衡方程和几何

方程都是线性的，只有材料的本构方程才是非线性的。

实际上，当材料的变形很大时。必须考虑变形对平衡的影响，即平衡条件应建立在变形

后的位形上，同时应变表达式也应包括位移的二次项。因此，平衡方程和几何方程都将是非

线性的。这种由于大位移引起的非线性问题称为几何非线性问题，又称为有限变形非线性问

题。它又可以分为两类，一类是大位移小应变非线性问题，其特点是线元的位移和转动充分

大，但线元的伸长和线元间角度改变无限小。另一类是大位移大应变非线性问题，其特点是

线元的伸长应变和线元问的转角也充分大；此时，应力戍变关系也是非线性的，因此是混合

非线性问题。

8．1．2 物体运动的描述

在大变形情况下，由于物体的变形很大，必须考虑物体变形前后所在空间位置的改变。

通常称某一时刻物体在空间占据的区域V为物体的位形。称t--O时刻物体的位形v0为初始位

形，称当前时刻f物体的位形为现时位形口”-22”。

置J

围8．1-1直角坐标系内物体的运动和变形

考虑一固定的空间直角坐标系内的物体，它在某种外力的作用下连续地改变其位形，如
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㈤2。㈤2
2t凼：戤戤。老麦识线啦戤 刚渤

=(轰蠹一磊)蠲码_2EOdXAXj

或 蝌一幽幽二篓一鼍筹蚺 @¨，或

喵等弘嘶：‰匆嘭
鹕^4’

易=三售蠹哪 (8．1．5)岛2j‘茁葡一岛) (8_5’

勺=吉哆等挈 慨¨，
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坼=‘一爿， (8·1·7)

于是． 簧=毒+磊，鲁=岛一暑 (8．I．8)

代入式(8．1．5)、(8．1．6)，得

易毛意+簧噎静 刚哪

勺=主譬+警告挈 慨¨∞

可以证明，在微小变形的场合·a／aE=a／毛t此式意味着在微小变形条件下，不需区别质

点在现时位形中的坐标蕾和在初始位形中的坐标蜀。此时式(8．1．9)或式(8．1．10)中非线性乘积项

相对线性项很小，可以忽略不计，则格林应变和阿尔曼西应变就退化为弹性力学中常用的柯

西(Cauchy)应变f口：

岛=勺=白；三盎+挈=圭尝+警， @¨t，

8．1．4 应力的度量一柯西应力、拉格朗日应力、克希霍夫应力
应力的定义-q建立物体的平衡方程和描述材料的本构关系有关。在大变形问题中，变形

前后的位形出现了重大差异，以变形前后的位形来建立物体的平衡条件将会完全不同。因此，

以何种位形建立平衡方程就应该有-q该位形相适应的应力的定义．

线弹性力学中定义的应力是柯西(caIlchy)应力，亦称欧拉(Euler)应力，即通常的工程应

力，它是在变形后的物体上定义的，一般用‘Ⅱ表示。如果变形充分小，则此定义与在变形前

物体上的定义结果差别很小，可以看作是一致的。在大变形情况下，由于常用定义在未变形

的位形上的格林应变日。因此需重新定义一个与之相适应的应力．

豳8．1-2斜截面上的应力矢量

如图s．1—2所示，它表示物体中任一点P在变形后的微元四面体的平衡，其中三个面平行
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于坐标面．设变形后斜截面的面积为d4，单位法线矢量为m，作用在该面元上的力为

胡’_《哪正1．由四体的平衡条件可得

巧哪=％疗， (8．1．12)

式中，砌是柯西应力。仿此定义，假定未变形的P点处四面体处于平衡，则也应有

∥。’=瓦Ⅳ， (8．1．13)

上式中巧称为拉格朗日(I理陋llgi姐)应力张量，或称为第一类皮舆拉-克希霍夫

(Piola-Kirel[1lloff)应力张量。M是变形前四面体斜面拟。的单位法向矢量。

令变形前后上述两种定义产生的合力相等，即令

卿=～一刎=巧Mddo
则利用初始位形和现时位形中物质面元的关系式，可以得到柯西应力和拉格朗日应力之

阃的变换关系为

弓={J’瓦ox,‰
(8．1．14)

由上式可知拉格朗日应力是不对称的，因此在应用中存在一些不便．为了便于应用，可

对上式进行变形，即将上式两边同乘以变形梯度：≥，并适当地更换指标，可得
dt

％=等乙爿Jf鼍等勺 ⋯5)
饿。 识．戗．’

上式中的西h即为克希霍夫<Kirchhoff)应力张量。也称为第二类皮奥拉．克希霍夫

(Piola-Kirchhoff)应力张量。显然，它是对称的。还可以证明。克希霍夫应力具有“刚体运

动物体的应力不变性及与格林应变是能量共轭的”的特点B“I，因此，它在几何非线性问题中

得到了广泛的应用。

8．2有限变形的虚功方程

8．2．1 一般形式的虚功方程

弹性力学中的虚功方程是以积分形式表达的物体平衡条件。如果物体在当前位形是处于

平衡的，则物体由于约束允许的虚位移所产生的虚形变能等于外力虚功，即

J，勺嘞dy 2 jr只勘。dV+fAq,Su,dA (8．2．1)

式中，勺是现时位形中的柯西应力(欧拉应力)，岛是相应的无限小应变岛的变分，龇是现

时位移分璧珥的变分，阶鼋f分别是现时位形的、并在同一位形中度量的作用在体积矿内的体
力和作用在边界一上的面力．

对于有限变形问题，同样可以经过应力和积分域的变换，将上述在当前位形上写出的虚

功方程转化为以初始位形为参考且对于有限变形也适用的形式．即

j％瓯占瓯蛾2 Iv．PO，钆dVo+J^％6研“ (8．222)

式中，5k是现时位形中的克希霍夫应力，髓；是相应的格林应交目的变分，点蜥是现时位移分
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量埘的变分，pn卜90，分别是现时位形中的作用在体积V内的体力和作用在边界A上的面力．

与式(8．2．1)不同的是，它们均是在参考位形中度量的。

8．2．2 大变形问题的增量解法——1rI．法和UL法

式(8．2．2)是一般形式的虚功方程。但是，式(8．2．2)不能直接用于求解，因为它所参考的现

时位形是未知的．为了得到解答，所有的变量应参考一个已经求得的平衡位形．常用的有以

下两种方法：

衰8．2-1 11．法和UL法的状态量

1) 全拉格朗日法(Total Lagrangian法

参考位形；即以t--0的位形为基准，

态量．

简称TL法)：所有变量以时刻t=0的位形作为

利用求得的t时刻的状态量求解t+At时刻的状

2) 更新的拉格朗日法(UpdatedLagrangian法，简称UL法)：所有变量以时刻t的位形

作为参考位形：即以t时刻的位形为基准去求t+At时刻的状态量。这种情况下，只

要求出了位移增量，就可得到f十△f时刻的位移。

为了清楚起见，将TL法和UL法的基本力学量和几何量用表8．2．1表示，以便进行对比

分析。表中，t+At时刻的状态量用上加横线表示。

8．2．3 TL法的虚功方程

利用前述一般形式的有限变形的虚功方程式(8．2—2)，结合TL法中对状态量的记法，可以

将t+At时刻的平衡方程写为：

j％StmSEtmdVo
2 J％磊，瓯dVo+k玩,ag也40 (8卸

式中，克希霍夫应力％、格林应变瓦、荷载瓦和玩，、位移巧均为t+At时刻的量，它们是
以，时刻的位形为参考位形表述的。将它们写成以f时刻状态量表示的增量形式：

sk=s|。+△6嘶．EI。=E慵+垒、Elm，

磊，=Po，+apo，，玩，=go，+aqo，t甄=坼+△砷 (8．2．4)

再将式(8．2．4)代入式(8．2．3)。并注意到
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艿(互h)=艿(互h+A‰)=8(AEh)(8．2．5)

万(磁)=艿(约+△嘶)=万(△坼) (8．2．6)

可得

L‰+峨)艿(峨)d％=L(po』+瓴，)8(AuI)dVo+L瓴，+‰，)万(她)“
(8．2．7)

上式即以增量形式表达TL法的虚功方程。

8．2．4 UL法的虚功方程

同理，利用前述一般形式的有限变形的虚功方程，结合UL法中对状态量的记法，可以将

t+At时刻的平衡方程写为：

L瓦艿瓦dK=fr,PaS珥dV,+L爵蕊赳 (8．218)

与TL法不同的是，式中f+Af时刻的克希霍夫应力％、格林应变jk，荷载磊和爵、

位移瓦均是以t时刻的位形为参考位形表述的。于是写成以t时刻状态量表示的增量形式，得

s晰=S衙+蟠h=fh+△Sim，E妇=E妇+缸嘛=eh+此妇，

磊=砌+Apa，爵=％+锄，两=△约 (8．2．9)

式中，Tim为t时刻的欧拉应力矢量，e／m为t时刻的阿尔曼西应变矢量。

将式(8．2．5)，(8．2，6)、(8．2．9)代入式(8．2．8)，可得

jK(‰+△％)J(A‰)dK
2

J％(胁+锄)J(她)dK+J^(劬+锄)6(△“，Ⅺ4(8·2·10)
上式即以增量形式表达uL法的虚功方程。

8．3大变形问题的有限元求解格式

8．3．1 TL法的求解格式

前面以张量记号形式进行了公式推导。在有限元计算中，为编程方便，宜将上述式子改

写成矩阵形式．下面以三维问题的等参元为例进行分析．

8．3．1．1单元定义

采用等参元的概念，单元的位形可以用形函矩阵定义为

r-O时刻：X=NX8 (8．3．1a)

l=t时刻： x=Nf (8．3．Ib)

t=t+At时刻： i=Nr (8．3．1c)

式中X。、r、r分别表示在t-q)时瓤、tffit时刻、f=，+△f时刻的单元结点坐标，N为形

函数矩阵，设单元结点数为nod，单元中第j结点的形函值为ⅣI，则

x={五巧zl五K Z2⋯‰‰z二}1
N=【ⅣtIⅣ2I⋯Ⅳ“I】
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式中为I为3*3的单位矩阵。M为结点的形函数。类似地，单元的位移也有如上定义．记任意

物质点的位移矢量为n=伽v研7，则

t=t时刻： U=Nd‘ 侣．3．2a)

t=t+At时刻： 面=Nd。 (8．3．2b)

t时刻到t+At时刻的位移增量： △u=NAd。 (8，3．2c)

式中，d‘、d‘分别表示在t=t时刻、t=t+At时刻的单元结点位移，Ad。表示该时段内单

元结点位移的增量，其中，d‘={％vl M屹屹％⋯a，一d％w_Ⅺ}1．
8．3．1．2 应变的矩阵表示

在几何非线性分析中，常用未变形的位形为基准，

记应变的线性部分和非线性部分分别为勖和嘞，则

Eu『=sq+qq

写成矩阵形式，即

E=￡+札

式中，应变矢量E为E=【局J岛：如2与：2如2巨3r，
部分的矩阵形式。

即常采用格林应变定义式。此时，若

(3．3．3)

(8．3．4)

8和日分别应变的线性部分和非线性

根据前面推导出的捂林应变的的张量形式(8，1．9)，可得

￡--A7u，q=A0u (8．3．5)

式中，A和A。分剐为矩阵大小为3*6的线性和非线性算子矩阵，其中

式中记号的含义是

E=

A=

A。=三【E弓P：1

n=

o罢
旦。
出

a a

勿反

蚓

E=

a一砂a一玉

o

O

O

a一庑

O

a一钞O

a—c毽

o

o

““0
_-

O

O

L

，

O

L

O

r

L

O

O

O

O

a一如

O

a一玉

O

a一受

O

O

O

O

a一砂

O

a一砂O

a一参O

O

O

O

疗～玉

O

a一良

O

a～函

o

o
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为

b=即=t考考考)r．L=P：u=t老鲁争

卜o o Ly 0 L，1
。I o L，o k k o l
【0 0 L：0 b kJ

：{塑鱼坐丝鱼丝鱼鱼型，

n=圭L0
式中0称为位移梯度矢量。

引入有限元中位移矢量n和单元结点位移矢量扩的关系式u=Nd‘-得

E=ATNd‘

K1

0。时 ={誉}d‘=Gd。

(8．3．6)

(3．3．7)

(8．3．8)

q=圭Lo=圭LG扩 (8．，9)

式中，G是位移梯度矢量。和单元结点位移矢量矿之间的转换矩阵；A7N和三2LG分别相当

于线性和非线性位移转换矩阵。

8．3．13 应变增量的矩阵表示

由格林应变的的张量形式表达式容易导出相应的应变增量的表达式为

△易=△白+△嘞

式中， △气=K△毛)co+(△巴)二l】

△％

(△毛)￡口=

㈣)一2五1酉aAuI酉aAul
式中，△白是应变增量的线性部分，它由(A写)￡o和(A毛)“两部分组成，

(8．3．10)

(8．3．n)

(8．3，12)

(8-3．13)

(8．3．14)

(8．3．15)

前者是与位移增量

西一苏苏一蠡，●I●‘●IL

=啊E；

k义定若

坐斟

h

}

峨池一吗=L≯

丝吗塑甄
+

丝鹎盟必』2吼池
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无关的线性部分，在形式上与小变形中的应变位移转换矩阵B相同：后者与位移增量无关，

但与前一步的位移有关，表示在增量应变的线性部分中的初位移效应。△％是应变增量的非

线性部分。

将它们改写成矩阵形式，得

AlE=△e+△扎 (8．3．16)

A8=【(△E)Lo+(△E)u】(8．3．17)

Aq=(△E)^r (8．3．t8)

式中， (△E)工o=ArNAd。=B上o△d‘，B工o--ArN (8．3．t9)

(△JgLI=LGAd8=BnAd‘，B￡l=LG (8．3．20)

(△E)Ⅳ=昙△LG△de：氐Adr，氐：昙△LG (8．3．2D

将上述式子合并，得

AE=(A7N+LG+-．IALG)Ad。=础‘，豆=B￡o+B削+西Ⅳ (8．3．22)

8．3．1．4 应变增量变分的矩阵表示

利用恒等关系

b'LS0=LS(A0)，万(△L)硼=△L占(硼)及A0=GAS‘

可得应变增量的变分

跏≯：+Lq篡卜协啊+Lq以甜’ (8．3．23))d(Ad=∞∞+B“ ‘)

·6嘲=以妄ALGAd‘)=(△LG)万(△d‘)=BⅣ8(Ad。)(8．3．24)

因此，

烈AIE)=艿(△￡+△q)=(BLo+B“+BⅣ)万(△d。)=B6(Ad。) (8．3．25)

上式中·B=B￡o+B¨+BⅣ，BⅣ=2BⅣ=ALG

8．3．1．5 平衡方程的线性化

将式(8．2．7)用张量形式表示的虚功方程改写成矩阵形式，得

L彪Er(s+AS)dVo=L占(△u)7(p。+Ap。)d％+．f 8(Au)7(q。+Aq。)“ (8．326)

考虑到 万(△E)=BS(Ad。)

8(Au)=8(NAd。)=NS(Ad。)

得单元的平衡方程为

r08(Ad。)787(s+AS)dVo=-[,,oa(Ad。)7N7(p。+Ap。)dVo+S／8(Ad。)7N7(q。+Aq。)“
(8．3．27)

为简洁起见，此处省略了单元问相互作用引起的等效结点力。根据虚位移的任意性，再
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经单元组榘，可得离散系统孵平衡方程为

IVoB7(S+AS)dVe
2 R

式中， 聂=Iv．N7m。+Ap。)d％+Ia,N7(q。+Aq。)dAo
它是t+At时刻相对于0时刻的位形定义的荷载的等效结点力向量．

将B的表达式代入上式，得

LB7ASdVo+L①。。+Bu)7SdVo+LB一7SaVo=裒
即 IVo B7ASdVo+IVoBw7savo=良一L①∥B“)7savo
定义Lo(BLo+BLl)rsavo=R
则 IvoB7△SdVo+LBw7sd％=冠一R
式中，R是t时刻的内力S所产生的等效结点力向量：最一R是不平衡力向量。

若定义应力向量s：

s=ts，。＆＆墨：＆＆】r
剐

BⅣrS=(△LG)7S=G7ALrS=G7

AL，0 0 AL，0 AL：

0
AL，0 AlL，AL：0

0 0＆：0 AlL v ALx

f slALJ+s2AlL，+S,jAL：I f
=G7I s2△k+％△Ly+＆△L：|_G7I
【墨，△L，+＆AL，+墨，△L：j 【

式中，M为应力矩阵，M=

墨lI S2I St3I

是，i＆2I是31

S11$321＆I

，I为3*3的单位矩阵。

S。

是：

sH

S2

＆

&

(8．3．28)

f8．3．29)

(8．3．30)

(8．3．31)

(8．3．32)

(8．3．33)

令 Ks=IvoG7MGdVo (8．3．34)

代入式(8．3．32)并对单元进行组装，得

IVoB7ASdVo+KsAd=冠一R (8．3．35)

为便于求解非线性方程组。将上式中的位移应变和应力应变增量关系线性化，即假设

矶肌mP．．．．．．．．．．．．．．．．．．。L跗趴蹦跗跗跗S韪墨
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B=BLo+B¨+BⅣ搿BLo+BLI

AS≈DrAE=Dr(BLo+B“+BⅣ)Ab‘牟Dr(B￡o+B￡I)Aa‘

则式(8．3．35)可写为

侣．3．36)

(8．3．37)

【J虼(B朋+BLI)7 Dr(BLo+BLI)dVo+Ks]Ad=R—R (8．3．38)

再令 Ko=f。，BLorDrBLod％ (8．3．39)

KL=Bz07DrBndVo+IVo BurDrBL。dVo+lye BLITDrBLId％(83．40)
则上式变为

[Ko+KL+Ks]Ad=袁一R (8．3．41)

即 K，Ad=聂一R (8．3．42)

其中 Kr=Ko+K￡+Ks (8．3．43)

式中，Kr为切线刚度矩阵，它由三个部分组成；Ko为小位移刚度矩阵；KL为初位移刚度矩阵

(大变形刚度矩阵)，是由初位移引起的；I白为初应力刚度矩阵(几何刚度矩阵)，是由初应力

引起的。

8．3．2 UL法的求解格式

UL法与TL法的基本原理相同，主要区别是，uL法以t时刻的位形为参考位形，即其参

考位形是不断地变化的。采用这一方法，【t,t+At]时段内的格林应变是相对于t时刻的状态定义

的。因此。t+At时刻的位移量与【‘f+△f】时段内的位移增量相同，所以

屿毛学+鲁+等O出Au，7) @。朋，

类似地，将其分解为线性部分和非线性部分之和，得

△乞=△气+△％ (8．3．45)

峨=(嵋)。。=i1 rOiAuf+百OAuj) (8躺)

写成矩阵形式：

将上述式子合并，即

△％2(峨)”。j1百0Au。百OAut

△E=△￡+△q

△￡=(△E)￡o=A7NAd8=B￡oAd8

细=(△E)Ⅳ=三2△LG△d。=豆。△d。

△E=(ArN+三△LG)△d。=BAd‘

(8．3．47)

(8．3．48)

f8．3．49)

(8．3．50)

(8．3．51)
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式中面=B￡o十露Ⅳ，B￡o=A7N，蟊Ⅳ--三．aLG．

对应变增量进行变分，得

出￡=况A7NAd。】=(A7N)烈△∥)=BLocT(Ad‘) (8．3．52)

·6∞哪=占(二△LG△d‘)=(△LG)艿(△d‘)=B_Ⅳ8(Ad。)(3．3．53)

因此，

烈△E)=万(△8+△11)=(BLo+BⅣ)a(ad。)=B以Ad‘) 。(8．3．54)

式中B=B￡o+BⅣ·BⅣ=2BⅣ=ALG·

可见，与TL法相比，这里的应变增量线性部分要比TL法的线性部分简单。UL法中，

BⅡ=O·

将式(8．2．8)用张量形式表示的虚功方程改写成矩阵形式，得

J'v,点AE70+△s)dK=L占(△u)’(仇+Ap。)d形+j'a(au)7(q，+△％)d4(8．3。55)
仿TL法的推导过程，可得以切线刚度矩阵表达的增量平衡方程为

KrAd=豆一R (8．3．56)

式中 Kr=Ko+Ks (8．3．57)

K。=f BlorDrB￡。dr, (8．3．5s)

Ks=L G7MGdV， (8．3．59)

聂= N7(n+Ap，)dK+ N7(q，+Aq，)叫 (8．3．60)

R=LB。7叫 (8．3。60

式中．哀是f+位时刻相对于t时刻的位形定义的荷载的等效结点力矢量，R是，时刻的内力

r所产生的等效结点力向量，霞一R是不平衡力向量．f是应力矢量，

f=瓴l f≈f33 f12锄f13，，M是应力矩阵，M=

8．3-3 大变形非线性方程组的求解

由前面的推导过程可知，TL法和UL法的增量平衡方程形式相同，主要区别有两点，一

是UL法中应变增量的线性部分只有(AE)￡0项，而TL法中还有(AE)Ll项：二是虽然两种方法

的各种状态量在形式上相同，但它们的参考位形不同．

由于增量初应力法和增量初应变法对求解大变形问题没有优势，因此一般用增量切线刚

度法(N．R法或mN-R法)求解大变形问题。

当采用mN．R法时，对第H1次荷载增量的第一1次迭代耻=o'l，⋯，Ⅳ．I；／--0,I，⋯)。迭代

“磷u啦硝啦

I

I

I■砭勺
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公式可写为

％耀△蚪=掣一掣 (8．3．62)

列=∥+删(s3．63)
式中，∥=扩。

可见，大变形几何非线性问题与一般的材料弹塑性非线性问题的主要区别是切线刚度矩

阵表达式的不同。在一般的考虑材料弹塑性非线性程序的基础上。加入考虑材料大变形性质

的切线刚度矩阵的求解予程序后，即可很方便地考虑材料的双重非线性问题。根据上述原理，

本文用VISUAL FORTRAN语言编写了相应的可靠度计算程序。

8．4算例分析

8．4．I 算例

为了便于对比，本文选用文献[iso]之例l作为算例。该均质边坡高何=5 m，坡比矿：日=

l：2，粘聚力c=10 kl'a，内摩擦角矿=IO。，容重y=17．64 kN／m3。原文用条分法进行了可靠

度分析，计算时取c。妒，r为互相独立的正态变量。本文采用有限元进行相应的可靠度分析。

按文[222]的建议．本文取膨胀角妒=妒=10。．弹性模量E=108Pa，泊松比jFO．3。

边坡剖面如图8．4-l所示。有限元计算采用8结点四边形网格，共划分个3645结点，l 158

个单元。约束条件是底边界固定，左右边界水平约束。土体采用Mohr-Coulomb理想弹塑性模

型。

10

{

蓍s
．圃
醐

0
0 5 10 15 20 25 30

水平距离，m

图8．4-1边坡剖面图

8．4．2 计算结果

文中按上述数据进行了基]二强度折减的边坡稳定有限元可靠度分析，可靠度分析方法为

中心点法。为与原文进行比较，文中取c，妒。y的变异系数范围分别为6。=O．1加．3，6。=

O．05,--0．15，艿，=0．01,-,0．03。计算结果如图8．4．2～8．4-4所示。图8．4-2是安全系数与土工参数关

系曲线；图8．4．3．-．4是可靠指标与土工参数变异系数关系曲线，其中图8．4．3采用的功能函数

形式是z=乃一l，图8．4．4采用的功能函数形式是Z=lnFs。作为对比，文中也计算了弹性模量

E=107Pa时的情况，其计算结果如图8．4．5~7所示。
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Y／kN／m3

图8．4 2安全系数与土工参数关系曲线(E=10Spa)
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fal 6 c等OA．6T=0．Ol

6●

(b)6 c=0．2，6T=0．02

(c)5 c=0．3，6-f=0．03

围8,4-3可靠指标与土工参数变异系数关系曲线(E=lOSpa，Z=Fs-1)
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6．

(a)6 c。0．1，6"f=0．01

6●

(b)5 c=0．2．6T；0．02

(c)6ctn3，67=0．03

圈8．“可靠指标与土工参数变异系数关系曲线(E=IOSPa，Z；lnFs)
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7／kN／m3

囱84_5安全系数与土工参数关系曲线(E=107Pa)
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6．
(a)6 c一0．1，6T=0．01

6．
(b)5c—o．2’6T一0．02

6．
(c)6c=0．3，8T=O．03

图8．4-0可靠指标--与土T参数变异系数关系曲线(E=107Pa，Z；F$-I)
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6．
(a)6c=0．I，6T=0．01

6．
(b'占c50名6，z0．02

0．05 0．1 0 15

屯
(c)6 c20．3，6，=0．03

图8．4-7可靠指标与土工参数变异系数关系曲线(乒107Pa，z=In风)

8．4．3 结果分析及讨论

8．4．3．1 大小变形安全系数的对比分析

图8．4-2、图8．4-5分别绘制了E=lOSPa时的安全系数Fs与土工参数c．妒，r间的关系
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曲线。由此可知，本文大、小变形有限元分析结果与原文中简化Bishop法分析结果具有相同

的规律．即：无论采用何种计算方法．边坡的安全系数均随着粘聚力或内摩擦角的增加而增

加。随着容重的增加而减小．但是，由该图可知大小变形分析对安全系数的计算结果影响不

大。为此，本文又计算了E=107Pa时的相应结果．此时，大小变形的计算结果有明显的区别。

这表明当七体的弹性模量降低时．土体的抵抗变形性质变差，在相同条件下的变形量增加，

因而有限元分析中是否考虑大变形现象对计算结果有显著影响。

8．4．3．2 大小变形可靠指标的对比分析

边坡稳定可靠度分析的结果见图8．4．3—4及图8．4缶呵，图中以、以，4分别表示c、伊．，

的变异系数。可见：大小变形有限元可靠度计算结果亦与原文基于简化的Bishop法的计算结

果的变化规律一致，而且有限元法的可靠指标均大于简化Bishop法的可靠指标．

上面图形中，图84．2^4是弹性模量EffiIOSPa时的计算结果．图8．4．50是弹性模量EflOTpa

时的计算结果。可见，当g=lOSPa时，大小变形情况下的计算结果无明显差异．但是，当EflOTPa

时，大小变形的计算之差异很明显。无论是安全系数，还是可靠指标，大变形的计算结果均

比相应的小变形情况下有显著增加，而且这种差别较大。因此，若忽略大变形的影响，将对

计算结果造成较大误差。

8．4．3．3 结论

目前，在边坡稳定的有限元分析中，一般认为弹性模量对安全系数的影响可以忽略不计。

文献1222]指出，弹性模鼠对变形有一定影响，但对安全系数的影响可以忽略不计．本文通过

计算表明，在常规的小变形假设条件下，上述结论是正确的。但是．当考虑土体的大变形现

象时，上述结论需要进行一定修正。此时，正如文【28】所述，因为弹性模量对变形有影响，所

以当弹性模量较大时(如本文的g=10SPa)，由于岩土体的抵抗变形性质较强，其应变不大，

因此大小变形条件下的计算结果一致。但是，当弹性模量较小时(如本文的E=10Tea)，土体

的抵抗变形能力相对较小，其应变较大。此时，大小变形条件下的计算结果就会有明显的差

异，大变形条件下相应的安全系数及可靠指标均有所增加。
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9非均质土坡的非线性有限元可靠度分析

9．1计算中存在的问题

前述各章系统地用有限元法分析了边坡的稳定性，但其共性是分析对象都是均质土坡。

为验证方法及程序的正确性，本章再以非均质土坡为例进行分析。

在非均质土坡的算例计算过程中，部分情况下遇到了以下两个问题。

问题一：在基于增量初应力法的非线性随机有限元迭代过程中，曾出现了有限元迭代计

算不收敛的现象。分析其原因，发现是本次自编程序限定了“有限元最多迭代次数为500次”

的条件而造成的。当增加最多允许迭代次数时，相同土体参数条件下的这些有限元计算就变

为收敛。但是，这需要以更多的迭代次数、更慢的计算速度为代价。为此，本章研究随机有

限元计算的加速收敛算法。

问题二：在一阶可靠度分析的验算点法中，出现了可靠指标迭代计算不收敛或明显发散

的现象。这种现象是验算点法的自身算法缺陷造成的。文[157．216]表明：这种迭代不收敛的

现象常出现在极限状态函数的非线性程度比较高的情况。而边坡工程由于其研究对象的复杂

性，其极限状态函数的非线性程度一般较高，这就引起了验算点的迭代计算不收敛的问题。

为了保证任何情况下可靠指标的迭代都能收敛，本章探讨采用有限步长迭代法进行边坡稳定

可靠度分析的方法。

9．2随机有限元迭代中加速收敛方法的研究

本节以修正的增量切线刚度法为例，研究随机有限元算法中加速收敛的方法。

9．2．1 定值法有限元中修正的Aitken加速法

Aitken加速法是一种常见的、简单而有效的加速收敛的方法1“1。图9．2．1表示了摹自由

度系统的Aitken加速过程。图中，R和风+1分别表示第k级和第肛l级荷载增量步起始时刻

时的荷载，△砰“和△礴“分别是第抖l级荷载增量步中第一次迭代、第二次迭代时的位移增量，
一}一

△芷1是第二次迭代时修正后的位移增萑}。由该图可知，Aitken加速方法的实质就是以局部割

线刚度矩阵最来代替原来的常刚度矩阵岛。通过这种代替，刚度矩阵有所减小，迭代收敛速

度有所增加。
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由上图可得：

因此

将上式改写为

，0I

田9．2-1有Aitken加速的增量切线刚度法选代

剪=们一彻=酗∥一酗∥，躬=K暂“
^弘矿一^；6∥=墨耐“

专=羔勤K△∥一耐“”

(9．2．i)

(9．2．2)

式中口即为单自由度时的加速因子。

对上式进行适当修正，并对所有自由度取统一的加速因子，可得修正的Aitken法的计算

公式：

fi(f=13～●

铲1葶篱篙笆蒜(／--2,4,_
@捌

【(删“一△蚪)7‘埘L6蚶)
’

求得加速因子后，Aitken加速法的位移更新算法如下：

△“。k44=q△科 (9．2．4)

喇=∥+△群 (9．2．5)

式中，6鲋和△a：分别是第k,4-i级荷载增量步中第什1次迭代时的不加速和加速后的结点位

移增量；砰“是第k+l级荷载增餐步中第f次迭代后的结点位移值；喇是第Hl级荷载增量
步中第计1次迭代后经加速修正的结点位移值．

9．2．2 随机有限元中修正的Aitken加速法

下面根据定值法有限元中修正的Aitken加速法公式来推导基于增量切线刚度法的随机有

限元迭代中修正的Aitken加速法公式。

已知在增量切线刚度法中，有限元方程可写为如下的迭代格式

眠尸碱44=∥+掣 (9．2．6)

相应地，位移增量对基本变量的偏导数可用如下公式表示：
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絮掰=隔尸rl唾≯+@“一案尸喇】 (9．z．，)

式中，(K。)“1是第Hl级荷载增量步的起始切线刚度矩阵，掣是第Hl级荷载增鼙步第i
次迭代时的内力向量(矫正荷载)，其余符号同前。

以加速后的位移增量代入式(9．2．6)，可得

眠∥△制／q=矿“+肆“

即 (1(0尸△甜=qO一+衅“)
将上式两边同对X求导。可得

即

所以

案∥蒯埘尝掰=q《广‘+薯妒
叫絮搿=q雷+留一案尸删】
絮删=q噼I)-I崤“+@”一豢∥蝴

注意到上式右边与口l相乘的项正好等于式(9．2．7)的右边，因此

鹾扫=q篡埘 ㈣，
上式即为增量切线刚度法中位移增鼍对基本变量偏导数的加速公式。

可以看出，在有Aitken加速的增量切线刚度法中，位移增量对基本变量的偏导数的加速

方法与位移增量的加速方法是一致的，二者可以同步进行。

实际计算时，发现由式(9．2．3)求出的加速因子可能会出现小于l的情况，此时，本文取加

速因子4=l，从而保证了加速方法的正常进行。

9．2．3 迭代步骤

与定值法相对应，考虑Aitken加速后的基于增量切线刚度法的非线性随机有限元迭代步

骤如下：

1) 赋迭代初值(令k=0，i=0，do=o，劬=0，Ro=o，触／Ⅸ=0，a口／a必=0)；
2) 对第盼I级荷载增餐．求起始切线刚度矩阵(K。)“’及其对基本变量向量x的偏导

矩阵(永。／ax)“‘；令位移、应力、体力及其对基本变鼍向量x的偏导矩阵的初值

分别为上一荷载步结束时的相应值：彭‘=dk，aFl=矿，聪“=时：

(ad，蕊)∥=(ad／aX)‘，(ad／axg“=(aoiax)‘；(aR／aX)：“=(孤／孤)‘。

3) 对第f+1次迭代，计算本次迭代的结点位移增量△d篇及其对基本变量的偏导

(aAd／蕊)搿，对二者进行加速修正：再求解本次迭代后的结点位移值d篇及其对基

本变量的偏导(ad／强)￡1；

4) 求各单元应变增量△器：材=∥+△搿；
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5) 计算各单元弹性应力增量(鲤)嚣、当前试算应力(仃，)嚣及其对基本变量的偏导

(aAa,，穰制、(曲，／ax)甜；
6) 计算屈服函数值F【(o，)kI+l+11，判断是否进入塑性状态。若已进入塑性，则计算相应

的比值m、塑性矩阵(D，)针、应力增量A仃搿及其对基本变量的偏导簧、

‘西aDp椭t+l，嗉aA6nk+。I；
7) 计算本次迭代后的应力值划、矫正荷载划及其对基本变量的偏导(夏’kl+l+l、

嚷01R，。k-sl；
8) 判断本次迭代是否收敛。若迭代计算收敛，则令扣针l。转2)进入下一增量步分析；

否则，令#计l，转3)进入下一迭代步分析．

上述迭代过程中的部分公式如下：

△蜊=“K门。(F“1+∥)=【(1(o门‘’(F“1一∑量B7矿“∽∞9)

筹材-【(K。)“】-l嘹“嚎矿’一警M搿1 ㈣o)
d管=d，+△d等 (9．2．“)

磬=c耖+《埘 (9．2．i2)

△a甜=(△o。)搿一(Ao，)搿=D⋯△￡k+l-(1-m)(DP)斜B△d搿 (9．2．13)

、(0∥Ao,ik+l-+l尝辨蟹)篙(9．2．14)
(等埘-(1一掰x鲁)￡’B△d搿+o一哟。搿，B(等搿一罢。州k+l，B△d：!=；I(92ts)

嗉aRkk+。l=一莓妒毫)箸护(9．2．16)
其它公式可参见第四章及第六章。

9。3一阶可靠度分析的有限步长迭代法

设基本变量是互为独立的随机变量，文【216】推导了有限步长迭代法的基本公式，列出了

在标准正态空间中求解可靠指标的迭代步骤。由于有限元计算是在原始空间中进行的，因此，

本文归纳总结出原始空间中的迭代求解步骤如下；

1)选取迭代初始点x(o’=(i“，F’，⋯，坪’)7，初始步长A㈣和步长调整系数，(一般可

取x(o’=(‰，，‰，⋯，，■)7；∥∞<50．0；，-l上一1．5)；



102 台肥工业大学博士论文

3)按式(9⋯3 1)计算方向余弦碟“’O=l，⋯。开)：

xtk)_p蔓一五∞丝型b。磷”2磋毒---2-----,．,x．! ∞．1)

∥+-，：竺磐 叭3动∥似“’=——————了———乇孓≠杀夭———一 (9．．2)

一∑口铲骂≯％

霹“o=心+喊“’％∥“’ (9．3．3)

6)若前后两次迭代计算所得可靠指标之差满足l∥似”一∥‘‘’I<占(或前后两次迭代计算

⋯⋯一⋯⋯删等箸一刽训一规定

8等}一刽>8等一等8 则取五㈣’=A(“／f，
否则取∥“)=A耻)，转至2)继续进行迭代。

将上述迭代计算过程与第二章常规的验算点法迭代过程相比，可知其主要区别是方向余

弦的表达式有所不同。常规迭代方法中方向余弦的计算只与该点的导数值有关，而有限步长

迭代法中方向余弦的计算还与该点的坐标值有关。可以证明，当∥’一。o时，上述两种迭代方

法是等价的。因此，常规的验算点法是有限步长迭代法中步长为无限值时的特例。

有限步长迭代法可以保证在极限状态函数为高度1F线性时可靠指标的迭代亦可收敛，但

步长及步K调整系数仍需试算确定。

9．4算例分析

图9．4．1是覆盖于坚硬士层上的非均质二层不排水牯土堤坝边坡，取自文献【2“2“l。边坡的

几何参数如图所示，各层士的参数见表9．4一l。
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图9．4．'边坡外形图

表9．4．'±层参数表

土层弓 c／kPa 妒 矿 丁／kN／m3 F_Jkea 产

I(上层) 50．0 0 0 20．0 l旷0．3

2(下层) 73．1 0 0 20．0 10’0．3

本文采用8结点四边形单元进行有限元计算，共划分个831结点，250个单元。约束条件

是底边界水平及竖直方向双向约束，左右边界水平约束。土体采用Mohr-Coulomb理想弹塑性

模型。网格划分结果如图9．4—2所示。
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圉9．4-2搠格剖分图

9．4．1 定值分析法的计算结果

9⋯41 1滑面安全系数
为了验证本文方法及程序对f非均质土坡的适用性，本文先对该算例进行了定值法分析

结果见表9．4-2所示。

襄9．4-2不同方法对应的安全系数(a=50kPa,c2=73．IkPa)

Bishop SRM SSA 堕苎

!：!!! !：塑 !：!!i ：：!
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表中，原文的计算值Fs=2．0是由强度折减法算得(由于原文控制安全系数的精度为o．05，

故与本文的两计算结果有微小差别)|2401。由上表可见，各种方法的安全系数值基本相等。这

也从一个侧面验证了本文定值法程序的正确性。

为进一步验证程序的正确性，本文还用简化Bishop法、强度折减法(SRM)及滑面应力

分析法(SSA)计算了cl=50kPa而白发生变化时的各种安全系数，并与文[2aq进行了对比分

析．如图9．4-3所示。其中，PHASE是文[24q中用phase2软件及强度折减法的计算结果，

PHASE-T6对应于将边坡体划分为2538个T6单元(六结点三角形单元)的情况，PHASE-QS

对应于将边坡体划分为241个Q8单元(八结点四边形单元)的情况．由此图可弛．各种方法

所求安全系数值是基本一致的．其中又以SSA与Bishop法的计算结果最为接近，而各种SRM

的计算结果则有一定差异，这可能与SRM中采用的破坏标准不统一有关。

圈9．4-3边坡安全系数与c'z／cl关系曲线

9．4．1．2 滑面位置

在计算安全系数的同时，本文还计算了有限元网格结点的位移值及滑面的位置，并绘制

了强度折减法(SRM)的网格变形图、位移等值线图及滑面应力分析法(ssA)的滑面位置图。

图9．4-4为cI=50kPa而c2发生变化时的各种滑面位置图(SSA)。由该圈可见，c2=73～75kPa

是滑面位置的分界点。当c2<73kPa时，滑面处于第二十层中偏F方。而当c=,>75kPa时，滑面

穿过第一土层与第二士层的交界面。由此可见，当十层参数发生微小变化时．滑面忙置会发

生很人变化，其变形破坏机理很不相同。因此．在进{j边坡边坡稳定性分析时，需要考虑其

参数的变化，从概率的角度来研究其稳定性，即很有必要进行边坡稳定的可靠度分析。



非均质土坡的非线性有限元aJ靠度分析

心 、、、＼＼
心＼≮芝令二，、
j≮、 ∥

c2_22ck聿≮熹专：≤兰兰：多∥／7
图9．4-4滑面位置图(c．=50kPa)

图9．4．5--9．4．9表示的是为ci=50kPa而c2发生变化时的强度折减法(SRM)的网格变形图、

位移等值线圈与滑面应力分析法(SSA)的滑面位置之对应关系(位移等值线图的线条颜色由

篮变红时代表等值线的值逐渐增加)。由这些图形可知，在各种情况下，SRM与SSA所得滑

面位置都是基本对应的，这也证明了这两种定值分析方法程序的正确性。同时．由强度折减

法的网格变形图及位移等值线图亦可以看出cz=73—75kPa是滑面位置的分界点，此时，随着

c，的增加，边坡中潜在滑面的位置由第二层土向第一层土过渡。

图9．4_5(a)网格变形图(SRM)及滑面位置(SSA)(c2=25kPa)

图9．4击(b)位移等值线图(SRM)及滑面位置(SSA)(c2=25kPa)
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围9．445(a)网格变彩图(SRM)及滑面位置(SSA)(c,2=50kPa)

图94_6(b)位移等值线图(SRM)及滑面位置(SSA)(c2=50kPa)

囤94_7(a)网格变ff}lY](SRM)及滑面位置(SSA)(02=73 lkPa)

图9．4-7(b)位移等值线图(SRM)及滑面位置(SSA)(02=73．1kPa)
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图9．串8(a)网格变形囝(SRM)及滑面位置(SSA)(c2=75kPa)

围9．们(b)位移等值线图(SRM)及滑面位置(SSA)(c2=75kPa)

图9 4-9(a)网格变形图(SRM)及滑面位置(SSA)(c2=100kPa)

图94．9(b)位移等值线固(SRM)殛滑面位置(SSA)(c2=100kPa)
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9．4．2 可靠度分析的计算结果

在进行可靠度计算时，本文假设cI、c2为相互独立的正态基本变量，其余参数为定值。在

此假设条件下，进行了各种情况下的可靠度分析。

9．4．2．1 迭代次数的对比分析

对于此非均质土坡，本文采用基于增量初应力的偏微分法时遇到了有限元迭代计算收敛

速度慢的问题，在采用验算点法求可靠指标时也遇到了可靠指标迭代不收敛的现象。为此，

本章采用基于增量切线刚度法的加速迭代算法进行非线性随机有限元计算，采用有限步长迭

代法进行可靠指标的迭代求解。计算表明，这些改进能使计算顺利进行．

需要注意的是，在有限步长迭代法中，虽然从理论来看，可靠指标的迭代计算是收敛的，

但其收敛性取决于初始步长x”’及步长调整系数，的选择，而这需要试算确定。本文对此非均

质土坡进行了多种情况的试算，试算结果表明：由于边坡稳定的功能函数的非线性程度很高，

^”’必须很小，一般取x”’《=l；而，对迭代收敛性影响不大。它的作用是对初始步长进行折减，

以加速迭代计算的进程，，值越大，计算达到收敛时所需的迭代次数就越小．本文建议取产1．5。

表9．”及表9．4．3表示了部分变异系数组合情况下求解滑面可靠指标时各种方法的迭代
次数(其中可靠指标的迭代收敛标准是鲫．001)，表中随机有限元的迭代次数是指可靠指标迭
代过程中所有有限元迭代次数的总和．例如，当变异系数6。l=o．3，6d--0．3时．对于有限步

长迭代法，当采用加速方案后，可靠指标的迭代共有6次；对于每个可靠指标，随机有限元

的迭代次数分别是80、25、37、33、33、33，故随机有限元的总迭代次数为241次。图9．4-10

表示的是6。=6，=o．3时常规的验算点法及有限步长迭代法的可靠指标与迭代次数关系图。

表9．4-3迭代次数的对比分析(验算点法)

变异系数 迭代参数 不加速 加速
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(a)验算点法 (b)有限步长选代法

田9．4-10可靠指标与迭代次数关系图

由表9．4-3、表9．4-4及图9．4-10可以看出：(1)对于常规验算点法，在变异系数为6。．=o．2，

6 c2卸．3的情况下，常规验算点法和有限步长的迭代过程相同；在变异系数为d。I=o．3，占c2卸．3

的情况下，验算点的迭代发散，而用有限步长迭代代法则收敛。这表明，常规迭代法是有限

步长迭代法的特例，后者适用范围更广。(2)在有限元计算中，若采用加速方法，虽然有时

验算点法的迭代次数会有所增加，但总的有限元迭代次数仍会大大减少．因此．加速迭代的

效果良好。因为随机有限元的迭代计算本身又包括有限元方程的迭代求解循环、单元循环、

高斯点循环等迭代过程，它在程序的总运行过程中占有很大的比例，因此，随机有限元迭代

次数的减少可大大加快程序的运算速度。提高其计算效率。(3)在有限步长迭代法中。初始

步长及步长调整系数的确定需要试算。如果初始步长取的不合适，验算点的迭代计算仍会出

现不收敛的现象。袁中X”’和，值都是试算后的结果。本章以下结果如不特别说明，均采用的

是基于增量切线刚度法的Aitken加速迭代算法及有限步长迭代法．

9．4．2．2 单元解

图9．4．11表示的是在基于滑面应力分析的有限元可靠度方法中，CI、啦的变异系数均为0．3

时，用中心点法算出的各积分点上功能函数均值、均方差及可靠指标等值线圈。

豳9．4-11(a)积分点上功能函数均值等值线圈

≤一
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、＼。z等值线

1，演一—一一?——

一|． 、＼
图9，4-11(b)积分点上功毹函数均方差等值线田

围9．4-11(c)积分点上可靠指标等值线围

由上述等值线圈可见：各高斯积分点上功能函数均值恕等值线图与功能函数均方差口z等

值线图形状明显不同，由此导致可靠指标J8等值线图也与功能函数均值等值线图比不一致。

这与前面对均质土坡进行分析的结果是类似的。

从边坡的可靠指标等值线图上大致可以看出，在边坡剖面中部的可靠指标相对较低，破坏

概率相对较大。但这只是定性分析，边坡可靠度破坏面的具体位置及相应的可靠指标的大小仍

需采用本文方法求得。

9．4．2．3 滑面可靠指标

基于滑面应力分析的边坡有限元可靠度分析可以同时求出边坡的点可靠指标、滑面可靠

指标及滑面位置。本文重点讨论滑面可靠指标及滑面位置的计算结果。

图9．4．12表示了各种方法的可靠指标口与变异系数占关系曲线。其中，BSP、SRM、SSA

分别表示基于简化毕肖普法、基于有限元强度折减法及基于滑面应力分析法的计算结果，

MFORM、FORM分别表示均质一阶可靠性方法(中心点法)和一阶可靠性方法(此处是指有

限步长迭代法)。由于SRM的计算量较人，本文未进行基于SRM的有限步长迭代法迭代计算。
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围9．4-12(a)可靠指标与变异系数的关系(6一=n 1)

k
圉9 4-12(b)可靠指标与变异系数的关系(6。l_6庐6。)

由图9-4．12可知，对于该非均质土坡，各种方法所求可靠指标与变异系数的变化趋势相

同．由于可靠指标口>5时。相应的破坏概率已达10。数量级，因此，上述图形中各曲线的数

值也可视为接近相等。这其中，SRM-MFORM与其它方法相比，相对误差最大。这一方面可

能是因为中心点法的误差较大。另一方面可能是SRM方法本身的精度造成的。结合前面的安

全系数计算结果(参见图9．4-3)，可知对于SSA，其计算结果与真实解十分一致。丽对于SRM，

各种方法的安全系数厅值有一定差别，这种差别主要是由于失稳状态判断标准的差异而引起

的，它也是将SRM方法用于边坡稳定性分析时的讨论热点之一ⅢJ．由于在定值法分析时，各

种计算方法对应的安系数存在一定差别；而在可靠度分析中，功能函数对基本变晕的导数的

数值求解又直接与安全系数的大小有关，因此，可靠指标的计算值就可能由于安全系数的计

算值的微小差别而产生一定的误差。随着对SRM研究的深入。用SRM计算边坡的安全系数

的精度将会越来越准确，由此所得的可靠指标也将更准确。

9．4．2．4滑面位置

表9．4．5表示的是各种变异系数组合情况下的滑面可靠指标与滑面位置的求解结果。其中，

滑面位置用滑面编号表示，它们在边坡剖面中的具体位置见图9．4-13(图9．4-13中，滑面2

亦代表定值分析法所得的边坡最小安全系数面)．表9．4巧中，MFORM和FORM分别表示均
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质一阶可靠性方法(中心点法)和一阶可靠性方法(此处是指有限步长迭代法)。

由表9．4—5可知，对于该非均质土坡，中心点法与有限步长迭代法所得可靠指标在某些变

异系数情况下有一定差别，在另外一些变异系数情况下基本相等。将可靠指标与滑面位置结

合起来进行分析，可以发现，若中心点法与有限步长迭代法所求的可靠指标相差较大，则其

对应的滑面位置相差较大：相反，若中心点法与验算点法的可靠指标较为接近．则其对应的

滑面位置也较为一致。因此，在条件许可时，应采用有限步长迭代法(或验算点法)进行可

靠指标的迭代计算，否则所求的滑面可靠指标及滑面位置都有可能产生较大误差。

裹9．4-5滑面可靠指标与滑面位置的对比分析

图9．4-13滑面位置图

由表9．4-5还可以看出，在各种变异系数组合情况下，用中心点法所求的滑面位置会有所

改变，但用有限步长迭代法求解的滑面位置都相等，如图9．4-13中滑面3所示。详细分析验

算点的迭代过程。可以发现：在各种变异系数组合情况下，虽然在标准正态空间中，最终的

验算点位置有所不同，从而它们到原点的距离(即可靠指标)不同。但是．在原始空间中，

各种情况下最终的验算点位置却基本相同。两种典型变异系数组合情况下的验算点的迭代过

程如图9．4-14所示。因为滑面位置是由土性参数决定的。而原始空间中验算点位置的相同就

表示它们具有相同的土性参数，因此，各种情况卜．的最小可靠指标面的位置也就相同。
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(1)标准正态空问中的迭代(”原始空间中的迭代

圈9．4-14验算点的迭代过程

9．4．3 结论

1)本章以非均质二层土坡为研究对象。推导了基于Aitken加速收敛方法的随机有限元迭代公

式，并采用有限步长迭代法进行可靠指标的迭代求解。计算表明：与不采用加速收敛算法

的随机有限元相比较，本章的加速算法明显减少了随机有限元的迭代计算次数，提高了程

序的计算效率。

2)将有限步长迭代法应用于边坡稳定的有限元可靠度分析，研究了初始步长∥’及步长调整

系数，的取值，得出了常见的取值范围。计算表明，由于边坡稳定的功能函数的非线性程

度很高。因此初始步长必须很小(一般小于等于1)：而步长调整系数则对迭代收敛性影响

不大，它的作用是对初始步长进行折减，以加速迭代计算的进程，，值越大，计算达到收

敛时所需的迭代次数就越小，因此，可取f=1．5。

3)基于强度折减法与基于滑面应力分析法的有限元定值法及可靠度分析结果都较为接近。但

由于二者的研究方法不同。其计算结果有一定差异。此外，定值法SRM本身精度的不高

也是造成SRM和SSA可靠度结果差异的原因之一。随着定值法SRM研究的深入，基于

SRM的可靠度分析结果将会更准确。

4)基于滑面应力分析法的计算结果表明．若中心点法与有限步长迭代法所求的可靠指标相差

较大，则其对应的滑面位置也相差较大；各种变异系数情况下所求原始空间中验算点的坐

标及边坡中最小可靠指标对应的滑面位置相同．
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10．1结论

10结论与展望

本文以边坡工程为研究对象，系统研究了用有限元法进行边坡稳定的非线性有限元可靠

度分析的各种方法。论文在全面的文献综述的基础上。以有限元为研究手段，提出了基于强

度折减的有限元可靠度分析方法和基于滑面应力分析的有限元可靠度分析方法，分析比较了

二者的异同点；提出了边坡稳定可靠度分析的改进的响应面法；推导了在原始空间中进行参

数的相对敏感性分析的公式；进行了既考虑边坡的材料非线性又考虑边坡的几何非线性时的

有限元可靠度分析：研究了随机有限元分析中加速收敛的计算方法{分析了一阶可靠度分析

中的有限步长迭代法在边坡稳定可靠度分析中的应用。本文的主要研究成果有：

I)将有限元强度折减法应用于边坡稳定的可靠度分析．研究基于有限元强度折减法与基于极

限平衡条分法(Bishop法)的可靠分析结果间的关系。研究表明：基于有限元强度折减法

与基于Bishop法的可靠度分析结果是一致的，其中前者的结果稍大；在进行边坡稳定的

有限元可靠度分析中，采用基于强度折减法的有限元可靠度分析是完全可行的。这种方法

不需对定值法的有限元分析程序作任何修改，无论是线性有限元问题还是非线性有限元问

题都适用；无需对各有限单元求单元的可靠指标，能一次性得出边坡的整体可靠指标。因

而方便易用。主要缺点是计算速度较慢。

2)研究根据有限元应力求解结果进行边坡中各单元可靠指标、边坡整体可靠指标及其对应滑

面位置的确定方法，探讨有限元分析中功能函数形式对计算结果的影响。研究表明：与基

于强度折减法的边坡有限元可靠度分析方法相比，基于滑面应力分析法所得的计算结果更

为全面，它既能计算出边坡剖面上各单元或各积分点上的可靠指标，又能计算出边坡的总

体可靠指标及相应滑面的位置，这更有助于边坡的防治。在基于滑面应力分析的弹塑性随

机有限元可靠度分析中．滑面可靠指标的求解方法对计算结果影响很大。在分析边坡中各

点的可靠指标时，其功能函数可采用不考虑滑面方向的函数形式(方法I、2)，从而可得

到边坡剖面中各点可靠指标的相对大小，进行边坡稳定的定性分析。但在求解边坡整体可

靠指标时．应采用考虑滑面方向的函数形式作为功能函数(方法3，4)，它能更好地反映

滑面方向对边坡可靠指标的影响，其中方法3根据整个滑面的功能函数来求解滑面的可靠

指标，物理概念明确．因而更为合理。

3)针对当前响戍面法中的一些不足之处，提出了一种改进的响应面法～FORM—RsM二步
法。其计算主要分二步，一是用验算点法求解可靠指标及验算点的位置，二是在此验算点

处进行响应面的拟合，并对此响应面函数用常规的可靠度分析方法求解相应的可靠指标。

不同算例表明：该方法在计算精度及效率上均比常用的基于响应面迭代的RsM有所提高。

4)针对边坡工程中的高度非线性功能函数及非线性有限元计算量大的问题，研究边坡有限元

可靠度分析中的敏感性计算方法，推导基本变量相关时在原始空间中求解可靠指标对参数

敏感性的计算公式，提出进行参数的相对敏感性分析方法及公式．研究表明：基本变量相

关时在原始空间中求解可靠指标对参数敏感性的优点是无需求解转换矩阵，计算更加简单
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直接；对参数进行相对敏感性分析能剔除变量单位对计算结果的干扰，因而敏感性分析的

结果更具有可比性。

5)针对边坡工程中的大变形现象，研究既考虑边坡的弹塑性材料非线性又考虑其大变形几何

非线性的有艰元可靠度分析方法(双重非线性问题)，推导其计算公式，比较大小变形情

况下的相应结果。研究表明：在小变形情况下，弹性模量对边坡的安全系数影响很小，在

边坡稳定性分析时可以忽略弹性模量的影响。但是当考虑土体中发生的大变形现象时．上

述结论需要进行一定修正．此时，当弹性模量较大时，由于岩土体的抵抗变形性质较强。

其应变不大，因此大小变形条件下的计算结果一致。但是。当弹性模量较小时，土体的抵

抗变形能力相对较小，其应变段大．因而，大小变形条件下的计算结果就会有明显的差异。

大变形条件下相应的安全系数及可靠指标均会有所增加。

6)在常规的随机有限元迭代过程中，结点位移对基本变量的偏导数迭代收敛速度非常慢，由

此影响了整个有限元计算的收敛性。因此，本文基于常规有限元计算中的Ai墩∞加速收敛

算法，研究随机有限元中相应的加速收敛方法，推导其计算公式，并将之用于边坡稳定的

有限元可靠度分析。计算表明：与不采用加速收敛算法的随机有限元相比较，此方法明显

提高了计算收敛速度，减少了迭代次数，提高了计算效率。

7)由于研究对象的复杂性，边坡稳定可靠分析中功能函数的形式一般是高度非线性的，用常

规的验算点法求可靠指标常常会出现迭代计算不收敛的现象．为此，本文研究有限步长迭

代法在边坡稳定有限元可靠度分析中的应用，研究初始步长及步长调整系数的取值，得出

了常见的取值范围。计算表明，由于边坡稳定的功能函数的非线性程度很高，因此初始步

长必须很小(一般小于1)；而步长调整系数则对迭代收敛性影响不大。

10。2展望

本文利用弹塑性有限元法分析边坡的可靠度，能反映实际岩土体的非线性性质(如材科

非线性，几何非线性)和边坡工程中的随机不确定性，从而能更准确地评价边坡工程的稳定

性；该方法应能得出边坡体的整体可靠指标及相应的滑面位置，从而为滑坡灾害的风险分析、

风险管理、预测预报及加固设计提供科学依据，达到减灾防灾、安全经济的目的。

但是，要深入研究边坡工程的可靠度，仍有许多问题值得进一步探讨。如：进行边坡稳

定性室内模拟研究与野外监测研究，了解边坡的变形破坏规律，并与数值分析的结果进行对

比分析；研究降雨与水位变化对边坡稳定可靠度的影响．预测边坡在各种不利条件下的稳定

性；在边坡稳定有限元可靠度分析中既考虑随机性又考虑模糊性．研究具有双重非线性(材

料非线性与几何非线性)与双重不确定性(随机性与模糊性)的边坡可靠度，从而更真实地

评价边坡的稳定性：研究随机有限元的商效率算法，挺高考虑双重非线性与双重不确定性时

边坡稳定的非线性有限元计算速度。
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附录l：平面应变条件下塑性矩阵的求解公式

1．若J sino,,I<o．49，则

。，2丽丽E獗函E万瓣A (A．1．1)

其中

Ic：=sin妒+与(1—2∥)sin口

I c2=sin妒一毛(1—29)sinoc

I c3=屯(1—2Ju)eosa

ic‘=2∥咖伊

l墨=sinO+／q0—2u)sina!

I是=sin妒一／q(1-2／u)sina

I玛=如(1—2／u)eosa

lR=29sin,≯

口一l矧冉{!-．鬻≯如=瞄描
2．若Isin0,,I>o．49，则

Dp=再面西鬲甭南瓦历丽丽A
其中A见式(A．1．2)，其余参数如下：

fc；=巧+c，【(1—2卢)‘+∥(s+巳)】

lc：=≮+c；((1—2∥)勺+∥(巳+‘)】
lG=c矿(1—29)r，，

【c4=＆+q【(1一劲)t+卢(《+sOl

f曷=＆+cⅡ(I～2a)s,+g(sy+t)】

I恐=％+c；【(1—29)sy+la(s：+‘)】
I马=q(卜29)r,，

【墨=局+0【(I一和)t+∥(sx+s)1

巧=半(1+∥)，心=掣(I+∥)

(A．L2)

(A．L3)

(丸1．4)

(A．1．5)

(A．1．6)

(A．1．7)

(A．1．8)

(A．1．9)

瞩％％蝙％％％媳％％％％婀明龋瞒r●●●叫●●L

A
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q=警似警鸲=害肚学 ⋯∞
式(A．1．1HA．1．10)中．妒、妒，晟P分别为岩土的内摩擦角、膨胀角、弹性模量、泊松比，

吒，q，勺为应力分量，文，_，艺为应力偏量，，=√jZ，J2为应力偏量的第二不变董，吃为
洛德角．对于符号±，吃≈-3引对取正号·吃z3盯时取负号·
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附录2：平面应变条件下塑性矩阵对自变量导数的求解公式

．．． 堡堕生：堡竖立+堡坚：生鱼 (A．2．2)”—：ji一5—r_+—磊一‘夏 协。。’

式中上标·表示求导数时视该变量为常数·式(A．2．2)主要由三部分组成，其中衾可由随

机有限元子程序求得，下面推导旦生箬}!∑及翌生字的求解公式c以下推导过程中，
记基本变量x=0，妒，妒，r，丘肛)7，应力向量仃=眩q～】r．’

1．翌暖竽的求解(视为。常数)
为简化起见，记塑性矩阵DP的表达式(式(A．I．1)或式(A．I．6))的分母为BB。则

D，=蠢A ㈣)

．．． 鲁：盟OE．A—．BB÷+E．O}A．BjB_E．A．OBB 。⋯，
a)(． B舻

式中， 蓑=嗟嚣嚣号篆》7=[o o o o l or ㈣国

下面分情况求解警和衾。
1．1．1 siII兔警o．49时

1．1．1．求弛酬穰 ．

．．． BB=2(I+∥)(1—2∥)(1—2∥+sin妒sill∽(A．2．6)

1．1．2．求aA／a)【

～’

酱=等咄“肚z咖in妒
等=等硝¨肛z肿妒 ∽zD

鬻=警羽(1-41t2)-sinq)sin灯4俐

筹cm，=釜G+簧凡仉札⋯棚 ㈣固
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．．．求a，／Ⅸ O强RⅨaC
．．．＆泸=l，⋯’4)只与妒、声有关

f罢：罢：邕鲁要等】r：[cos妒cos妒0 Zucos驴r
．1 a玛a妒‘a妒a妒a庐a妒1

’ 。4

l票；罢：粤孕婺要卜2[-／fi sin口sin口一乞cos口sine]rl甄劫‘劫劫劫助。
‘

(A．2．9)

．．．q(户l，⋯，4)只与妒、P有关

l要：篓：陲冬要要】r：[cos矿cos{p 0 2pcos矿]7
．1 a如 a妒‘a妒 却 a妒 a妒。

。

l要：要：【要孕要务：2【t。in口sin口一屯∞。口siIl纠I战劫‘印劫劫舡。 ‘’ ‘ ～

(A．2．10)

1．2．Isine．1>0．49时

1．2．1．求aBB／强
．．． 船=(1+∥)(1—2∥)【Ksin妒+qqf2(1一劲)】 (A．2．11)

．．．BB只与∞。曲，“有关，则

去cos矿q(1-2p)．，】
去cos妒q(1一和)-，】(A．2．12)

警：等：_2’妒幽妒．∥(1+∥)一3c,cjSill 2(。1一和2)一=—Z 妒·蛐廿·∥‘I+Ⅳ)一 ’I—qⅣ’J

％劫 ’ ‘‘、～ ’’’

1．2．2．求aA／ax

．．．由式(A．2．10)知，求叫钗的关键是求爰及簧
』下酚别求爰及簧
．．．R，(『=l，⋯，4)只与咖、／z有关

士

±

置

K

妒

咖

O

O

Ⅱ

Ⅱ

“

A

2

2

一

一

K

K

∥

∥

+

+

=

=

塑却塑鲫

=

=

塑％塑戤
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2嚣2孚帅)±志嘶【(1刊w(&训】

(A．2．13)

爱=嚣=丁sin‘b吲"仍)

量。量2学嵋鸭¨蝇) ∽㈤

簧=杀=-z％
。。

瓮=嚣=半+啪^q，
．．．q(产I，⋯'4)只与cp、乒有关

薏2器2早(1+舻志唧忏眺州¨)】

2．翌掣的求解(视为X常数)
∞

(A．2．15)

fA．2．16)

。m

姐

鸺

鹏

眺

心

№

忙

妒

妒

，

删

删

峨志古～

■

±

妒

肚

力

瞄

O

m

．一V争争咕垫鲫盟鲫垫鲫垫％他一玛垫鹕

盟鹊

硼

删

盹

鹏

版

炜

m

∞

尹

妒

，

唧

唧

嵋志志～

力

似

瞄

O

O

—U争》磕亟却鹄一却弘一却坠％坠％码一吗

‘

‘

0

+

+

+

■

是

‘

}

+

+

巳

勺

t

嘶

叫

，

q业，业，坞业，

=

II

=

=

坠劫坠却嵋一却坠却

=

=

lf

l|

瞄一睨喝一％坠％昀一％
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由式(A．1．1)知。当X为常数时t珥的表达式中只有A与应力。有关，因此只需推导aA／a矿

的公式。

2．1．I siII嚷峰o．49时

其中

2．2．Is．m已p o．49时

罢；墨 ∽18)
a口∞

a口 2岛％

a吒44+(吒一盯，)2娶：一—‰：一娶 ∽．19)
86口44+如l—o≯80。

?

a口—2屯(oI一盯，)

a～44+(q一哆)2

箜：匹8Cl
知’aoI 8a，

坠：f坠坠
钿‘80。80，

坠：f坠堕
钿‘a吒ao-,

一oc4：f坠坠两’8dI 80。

一半q o】

·2032#)c,O】
(A．2．20)

0(1-印)巴】

一半G o】

2@
坠撕卜

，匀焉意考啬老詈去尝

I

岱

口

叫

一
幽

K

∥

∥

雏

‘

以

，

一

O

O

H

耻

哪

刈

墨l鳓撕助撕鳓撕鳓脚粥一峨鹅一q坠哆够一峨堑识堑峨坠虹坠帆

riL

r}坠知坠撕坠知坠撕

地

G

G

一一，协一，
。

吻一，

P

卜

∞

卜鲡嘞鳓嘞鳓黼鲡％
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参考。掣q一半q川
嚣静斗竽q掣刚
喜喜：【o o(1-2鹏】∽五D
Oo
v otq

参势=卜字q一半q。，盟峨盟虹盟饥甄一虹

卟

可

可

《垫撕盟知亟知亟知
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