
吉林大学硕士学位论文 

I 

论文分类号  TP273                          单  位  代  码    10183 

密      级  内 部                          研 究 生 学 号  2200721 

 

 

 

吉  林  大  学 

硕  士  学  位  论  文 

 

基于二分之一车的主动悬架设计 

Active Suspension Control  

Based On a Half-Car Model 

 

 

作者姓名：  刘淳 

专    业：  控制理论与控制工程 

导师姓名 

及 职 称：  陈虹  教授 

 

 

论文起止年月：2001年 9月 至 2003年 2月 

| 



提要 

悬架系统是汽车的重要组成部分，关系车辆振动与操控问题，悬架设计是

车辆设计的重要部分。悬架系统的设计为控制理论的应用提供了一个广泛的研

究领域。本文以二分之一车为对象，利用鲁棒控制理论与 LMI（线性矩阵不等

式）理论，进行主动悬架控制系统的分析与设计，使其满足车辆系统的性能要

求。 

本文首先给出了悬架系统的数学模型，利用鲁棒控制理论，将车辆在行驶

中的参数变化描述为系统的结构不确定性。随后给针对悬架系统性能出了三种

分析与评价的方法，µ分析（结构奇异值法）、RMS 增益法和传递函数法。本

文以二分之一车模型为基础，考虑车辆的乘坐舒适性、稳定性与物理系统的约

束，利用鲁棒控制理论，设计H∞与 2H 主动悬架控制器，并对闭环系统进行分

析与评价。最后，针对悬架控制的多目标性，利用 LMI理论，进行系统性能的

分析与状态反馈控制器的综合，对闭环系统进行分析与仿真。 

本文的研究工作受教育部科学技术研究项目“约束不确定鲁棒优化控制的

LMI方法及其滚动时域实现”资助。 
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析、LMI理论 

 

 

 

 

 



吉林大学硕士学位论文 

III 

目录 

第一章 绪论 ......................................................1 

1.1汽车悬架的介绍 ..............................................1 

1.2悬架系统的性能要求 ..........................................2 

1.3控制理论在悬架设计和分析中的应用 ............................3 

1.4本文的主要研究内容 ..........................................5 

第二章 悬架系统分析与设计的理论基础 ..............................7 

2.1悬架系统的模型 ..............................................7 

2.2路面输入的模型 ..............................................8 

2.3主动悬架系统的模型及其基本性能要求 .........................11 

2.4悬架系统的不确性描述及相应的鲁棒性准则 .....................13 

2.5悬架系统的性能要求与评价方法 ...............................19 

2.5.1悬架系统的性能要求 .....................................19 

2.5.2悬架系统性能的评价方法 .................................21 

2.5.3各种评价方法局限性 .....................................21 

2.6本章小结 ...................................................23 

第三章 主动悬架的鲁棒控制 .......................................24 

3.1主动悬架系统的描述 .........................................24 

3.2控制系统的设计 .............................................25 

3.2.1性能要求的频率加权描述及增广系统 .......................25 

3.2.2 2H 主动悬架的设计 .......................................30 

3.3.3H∞主动悬架的设计.......................................32 

3.4控制器分析 .................................................36 

3.5仿真结果 ...................................................41 

3.5.1随机路面输入仿真 .......................................41 



3.5.2脉冲路面输入仿真 .......................................43 

3.6本章小结 ...................................................44 

第四章 基于 LMI的多目标主动悬架设计 .............................46 

4.1预备知识 ...................................................46 

4.2基于 LMI的线性系统分析 .....................................47 

4.2.1 2H 性能的 LMI描述 .......................................47 

4.2.2广义 2H 性能的 LMI描述...................................48 

4.3线性系统的 2H 与广义 2H 状态反馈 LMIS实现 .....................48 

4.3.1 2H 状态反馈 LMIs实现 ....................................49 

4.3.2广义 2H 状态反馈 LMIs实现................................50 

4.4LMI状态反馈方法设计控制器 ..................................50 

4.4.1问题描述 ...............................................52 

4.4.2状态反馈控制器设计 .....................................53 

4.5性能分析 ...................................................55 

4.6仿真结果 ...................................................57 

4.6.1随机路面输入仿真 .......................................57 

4.6.2脉冲路面输入仿真 .......................................59 

4.7本章小节 ...................................................60 

第五章 全文总结 .................................................62 

参考文献 ........................................................64 

致谢 ............................................................68 

 



吉林大学硕士学位论文 

1 

第一章 绪论 

1.1汽车悬架的介绍 

汽车行驶时，由于路面不平等因素激起汽车的振动，使乘员处于振动环境

之中。振动影响着人的舒适性、工作效能和身体健康。保持振动环境的舒适性，

以保证驾驶员在复杂的行驶和操纵条件下具有良好的心态的准确的反应，它将

影响“人—汽车”系统的操纵稳定性，对确保行驶安全是非常重要的。悬架是

汽车的重要组成部分,其主要作用如下： 

1、它把车体与车轴弹性地连接起来，并承受作用在车轮和车体之间的作

用力。 

2、缓冲来自不平路面给车体的冲击载荷，衰减各种动载荷引起车体的振

动。 

3、使非悬挂质量尽量跟随着地面运动，以减小车轮与地面之间附着力的

损失，保证良好的轮胎接地性，从而提供良好的行驶安全性。 

4、减小或抵消由空气动力、载荷、制动力及转向力的变化而引起的车身

姿态的变化等。 

因此，悬架对汽车的行驶平顺性、乘坐舒适性及操纵稳定性等多种使用性

能都有很大影响。上述悬架系统的性能要求之间之是相互制约与矛盾的。因此，

协调各个因素使车辆系统的总体性能达到最佳是设计悬架系统的目标。 

同时，汽车在不同路面上行驶时所处的振动环境是多变的、不确定的，如

汽车工况（加速、制动和转弯等）、汽车本身参数变化（如载人或载货的多少

引起车身质量的变化、轮胎气压等引起轮胎刚度的变化）、外部干扰如风向、

风力等。通常，悬架系统的设计是针对额定工况和额定参数进行的，当汽车在

一个多变的不确定环境中时，悬架系统的实际性能将变坏。因此，在分析悬架

系统时，不仅需要考虑平顺性、乘坐舒适性与操纵稳定性问题，还应考虑的问
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题包括当存在不确定因素时，如何保证系统的稳定性、鲁棒性与期望性能。 

1.2悬架系统的性能要求 

车辆动力学模型是进行性能分析和系统设计的基础，图 1-1 说明了与车

辆行驶动力学有关的重要性能特性。在有限的悬架工作空间内，设计者必须为

驾驶员和乘客提供良好的乘坐舒适性、可接受的车身姿态、以及对车轮动载荷

的合理控制。 

车体的姿态控制

乘员的乘坐舒适性

悬架工作行程

轮胎动载荷的控制
 

图 1-1 车辆行驶动力学的主要性能指标 

综合悬架的基本功能和行使动力学的主要性能指标我们大体可以得出对

理想悬架的设计期望是： 

1、车辆在不同路面（包括不同的车速、路面不平度情况）上直线行驶时

能够使车身及车轮的振动减少至最低水平，为乘员提供最好的乘坐舒

适性（即所指的平顺性）。 

2、从行驶安全性和操纵稳定性方面考虑，应该能够最大限度的减小轮胎

的动载荷以保证良好的轮胎接地性。 

3、悬架的动行程要控制在允许的范围内，以尽量保证不发生限位块撞击

所引起的对人和货物的冲击。 

4、从舒适性和稳定性考虑保证良好的车身姿态。 

此外，还需考虑再结合其它控制系统的情况下的车辆总体性能的要求，如
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结合自动防抱死系统（ABS）、牵引力控制系统（TCS）和四轮转向系统（4WS）

等在不同车辆工况下（如启动、制动、转弯时），仍需保证对车身的方向控制

和姿态控制，或根据需要提供各轮胎的载荷分布，同时提供良好的乘坐舒适性。 

以上要求在车辆参数变化时也同样需要保证（如车身载荷或轮胎垂直刚度在一

定范围内变化）。但是对这样的理想悬架设计期望似乎过于苛求。而实际上在

通常的悬架设计中，上述各项要求及性能之间存在着冲突与矛盾。比如在一个

低刚度的软悬架能获得较好的乘坐舒适性，但同时需要较大的悬架空间又带来

较差的车身姿态控制；而为了保证较好的操纵稳定性，使车辆在转弯、起动和

刹车时车体的点头、后坐较小，又要求车辆具有较“硬”的特点。因此，悬架

设计者要对以上变化因素给予充分考虑。多年来，车辆工程师们正是通过反复

不断的探索，使其设计性能尽量体现对以上各因素合理的折中，以及对不同性

能的要求及侧重，以实现尽可能的综合。 

1.3控制理论在悬架设计和分析中的应用 

悬架系统按工作原理，可分为被动悬架、半主动悬架和主动悬架。被动悬

架由普通弹簧和阻尼器组成，结构简单、价格低廉，且经过几十年的发展人们

对被动悬架的设计已经积累了丰富的经验，目前仍广泛地应用在汽车上。半主

动悬架通过快速切换或连续可调阻尼改变阻尼力达到缓冲隔振的效果，结构简

单、不需要外部供能，已在轿车上得到广泛的应用。被动悬架只是针对单一工

矿的最优，半主动悬架只能做到部分工况的最优，这两种悬架对于所有工况无

法达到全局最优。对于主动悬架来说，它包含一个由外部供能的主动力发生器，

随着控制理论、电子及传感器技术与计算机的进步，主动悬架作为一种新的悬

架结构开始应用在汽车设计中。近年来，国内外学者应用控制理论所能提供的

方法在汽车悬架控制系统的研究方面作了大量的工作：古典控制理论的根轨迹

法和频率法；现代控制理论的振型分析与控制、极点配置法、区域极点配置法、

速度反馈、最优控制；自适应、自校正及 Gain-Scheduling 控制；神经网络和
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模糊控制；以及鲁棒控制与非线性控制。 

在悬架控制系统的研究中，随机线性最优控制（LQG）的应用占据主导地

位。一方面是由于在不平路面上行驶的汽车所处的振动环境是随机的，其路面

速度的输入可以看作是高斯白噪声；相互冲突的悬架系统诸性能要求也可以用

二次型性能指标描述，其中的加权系数代表各性能要求的重要性与不重要性。

另一方面是由于 LQG理论（包括 Kalman最优滤波与分离原理）不仅为状态反

馈也为输出反馈控制系统的设计提供了非常完善的工具。在 LQG的框架内是采

用全状态反馈的最优控制，还是部分状态反馈的次优控制，或是基于状态观测

器的输出最优控制，完全取决于系统状态是否全部可以测量。当然，前提条件

是悬架系统状态空间描述 ( ),A B 是可稳定的。在选定测量输出后 ( ),C A 应该是

可测的。另外，在 ( )1
2 ,Q A 可测的前提下，是选择位移和速度作为被控输出体

现在性能指标中，还是再加入加速度项完全由物理意义是否明确、是否能更好

地反映悬架系统的性能要求来决定。因此，LQG主动悬架系统的不足实际上是

LQG理论本身的不足： 

1、没有明确的理论来指导加权矩阵的选取。定性的说，加权系数是对所

选取被控输出的归一化处理，并在此基础上反映诸控制输出的重要性

与不重要性。由于诸被控输出量之间的耦合，调整加权系数以获得期

望的控制性能并不是一件容易的事，往往需要反复的调试。 

2、没有考虑模型不确定性，只是在平均的意义上考虑随机白噪声扰动。

由此而产生的问题是 LQG控制系统的鲁棒性差，尤其是对模型不确定

性的鲁棒性。 

鉴于实际汽车是以不同速度行驶在不同的路面上，作为系统干扰的路面

输入变化范围很大，且车辆系统也存在不确定性因素如车身质量和轮胎刚度

等。人们把目光投向了自适应控制，即要求控制系统能自动地调整参数以适应

车速、路面情况及车辆系统参数的改变。这其中也包括基于在线参数估计（如

最小二乘法和 Kalman最优估计）的自校正控制和离线Gain Scheduling− 方法。 

八十年代发展起来的鲁棒控制为系统地解决不确定系统的鲁棒性分析与



吉林大学硕士学位论文 

5 

设计问题提供了较完整的理论框架。其在汽车悬架控制系统分析与设计中的应

用也得到了广泛的关注。无论是针对简单的四分之一车模型，或是二分之一车

模型，还是针对考虑了液压工作器特性的整车模型；无论是针对参数不确定性

（如车身质量和轮胎刚度）的理论分析，还是实验车的实验结果，都充分表明

了鲁棒控制理论在主动悬架系统设计方面的优越性。 

另外，前馈加反馈的控制策略在悬架控制系统中应用也相当普遍，一般称

其为预瞄控制，所用的前馈信号是前方的路面状况，而反馈控制策略基本为

LQG。无论是采用路面位移传感器，还是将前轮感受到的路面信息传递给后轮，

由于控制系统提前获得影响乘坐舒适性和操纵稳定性最主要的干扰信息，预瞄

控制悬架系统在提高车辆性能方面的优势是显然的。 

1.4本文的主要研究内容 

    控制理论的应用推动了主动悬架系统理论研究的发展。传感器技术、液电

控元件制造技术及计算机微处理器技术的进步，使主动悬架逐渐走向实用。这

激励了更多的理论与工程应用者关注主动悬架控制方法的研究，目的在于获得

汽车系统的最佳总体性能和在多变的不确定的环境中行驶的鲁棒性。与此同

时，控制理论在经历了经典控制理论和现代控制理论的发展后，已进入了鲁棒

控制理论的阶段。H∞理论、µ分析与 LMI理论为控制系统的鲁棒性分析与综

合提供了非常有效的工具 

本论文针对二分之一车单轮辙模型，应用鲁棒控制理论进行主动悬架控制

系统的分析与设计，主要内容如下： 

第二章针对二分之一车模型介绍了悬架系统设计和分析的理论基础，着

重对模型的建立与需要设计和分析的方法加以介绍，介绍了带有不确定性的因

素的悬架的数学，另外对相应的系统鲁棒性分析的理论和方法给出了相关的叙

述。 

第三章针对具体的二分之一车进行了实例分析，采用的方法主要应用鲁
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棒控制理论设计主动悬架H∞控制器与 2H 控制器，并进行比较。其中进行闭环

分析时，针对车身垂直加速度的特殊要求进行相应频率加权处理。然后又采用

了鲁棒控制理论的µ分析进行相应的鲁棒性分析。最后进行时域仿真。 

第四章针对悬架设计的多目标性与不确定性，以二分之一车为模型，采

用 LMI方法设计主动悬架状态反馈控制器。首先简单介绍 LMI的相关知识，以

及系统 2H 性能与广义 2H 性能的 LMI描述。随后进行主动悬架状态反馈控制器

综合，同时进行时域仿真。 

第五章对全文进行了总结，阐述了对悬架设计的一些不足和进一步的工

作。 
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第二章 悬架系统分析与设计的理论基础 

2.1悬架系统的模型 

在控制系统的设计中，对象的模型是不可缺少的，在这里我们将描述关

于悬架模型的建立。 

θ

Φ

 
图 2-1七自由度整车模型 

汽车是一个复杂的振动系统，本文根据所分析的问题进行简化,图 2-1为

一个把汽车车身看作为刚体的立体模型。汽车的悬挂质量为 sm ,它由车身、车

架及其上的总成所构成。该质量通过减振器和悬架弹簧与车轴、车轮相连接。

车轮、车轴构成的非悬挂质量为 um ，车轮在经过具有一定弹性和阻尼的轮胎

支撑在不同的路面上。 

фф

 

图 2-2 四自由度半车模型 
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本课题将针对图 2-2 所示的四自由度半车模型进行分析与设计。汽车的

悬挂质量为 sm ，绕 y 轴转动惯量为 Iφ ,具有垂直振动与俯仰振动，前非悬挂

质量 ufm 与后非悬挂质量 urm ,只有垂直振动。 sfk 为前悬架刚度， srk 为后悬架

刚度, sfc 为前悬架阻尼系数， src 为后悬架阻尼系数， tfk 为前轮刚度， trk 为后

轮刚度， aff 为前悬架控制力输入， arf 为后悬架控制力输入。其动力学方程

如下： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

s s u s s u s a

u u s s u s s u t r u a

s

M q GC z z GK z z Gf
M z C z z K z z K z z f

z Gq

= − + − + 
= − + − + − − 
= 

&& & &
&& & &

&&&&
         (2.1) 

其 中 ， 2[ ]T
cq z φ= ∈ ¡ ,  2

1 2[ ]T
u u uz z z= ∈ ¡ ,  2

1 2[ ]T
s s sz z z= ∈ ¡ , 

2
1 2[ ]T

r r rz z z= ∈ ¡ ,  2
1 2[ ]T

a a af f f= ∈ ¡ ， 

0
0

s
s

m
M

Iφ

 
=  
 

     
0

0
sf

s
sr

c
C

c
 

=  
 

     
0

0
sf

s
sr

k
K

k
 

=  
 

 

0
0
uf

u
ur

m
M

m
 

=  
 

     
0

0
tf

t
tr

k
K

k
 

=  
 

     
1 1

f r

G
l l

 
=  − 

 

2.2路面输入的模型 

0

zr

zr(L)

L  

图2-3  路面不平度曲线 

分析悬架在时域或频域内的性能，首先要用到地面的随机输入。路面相

对基准平面的垂直位移 rz 沿水平距离方向的变化用图2-3表示。在不同的路段

测量，很难得到两个完全相同的路面轮廓曲线（或不平度函数）。通常是把测
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量得到的大量路面不平度随机数据，经数据处理得到路面功率谱密度 ( )
rzG n ，

一种被普遍接受的路面功率谱密度为： 

  ( ) ( )( )0 0r r

w
z zG n G n n n −=                        (2.2) 

式中 n :为空间频率，它是波长的倒数，表示每米长度中包含的波数，单位为

1m− ； 0n ：为参考空间频率，一般取 1
0 0.1n m−= ； 0( )

rzG n ：为参考空间频率下

的路面谱值，称为路面不平度系数，单位为： 2 1/m m− ；w：为频率指数，确

定每段功率谱斜线的斜率，取值由路面谱的频率结构确定
[40]
。 

根据路面功率谱密度把路面按不平度分为8级
[40]
。各级（在此我们只列出

相应的4级）路面不平度系数 ( )0rzG n 的变化范围及其几何平均值，分级路面谱

的频率指数 2w = 。 

表2-1 路面不平度部分级别分级标准 

( ) 6 2 1
0

1
0

10

0.1
rzG n m m

n m

− −

−

×

=
 

3 2 1

1 1

10

0.011 2.83
rz m m

m n m

σ − −

− −

×

< <
 

路面等级 

下限 几何平均值 上限 下限 几何平均值 上限 

A 8 16 32 2.69 3.81 5.38 

B 32 64 128 5.38 7.61 10.77 

C 128 256 512 10.77 15.23 21.53 

D 512 1024 2048 21.53 30.45 43.06 

除了路面的垂直位移功率谱外，还可用路面的垂直速度、加速度来描述

路面不平度的统计特性。路面速度功率谱、加速度功率谱和垂直位移功率谱之

关系为： 

  ( ) ( ) ( )22
r rz zG n n G nπ=&                     (2.3) 

 ( ) ( ) ( )42
r rz zG n n G nπ=&&                     (2.4) 

当频率指数w=2时，把式(2.2)代入式(2.3)得： 
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       ( ) ( ) ( )2
0 02

r rz zG n n G nπ=&                       (2.5) 

可以看出，此时路面速度功率谱幅值在整个频率范围内为一常数，即为一白噪

声。因速度功率谱幅值大小仅与不平度系数 0( )
rzG n 有关，所以有时用它来计

算分析会更为方便。 

谱函数 ( )
rzG n 描述路面的统计特性，仅与路面距离和表面粗造度有关，

而与车速和时间无关。故空间谱函数描述路面特性具有唯一性。但在分析来自

不平路面的激励在悬架上产生的动态响应时，要用到的路面不平度函数 ( )rz L 。

必须考虑汽车的行驶速度 ( )L vt= 。为了分析方便，通常把空间谱函数转化为

时间频谱函数。设车速为v，则二者之间的转换关系为： 

         ( ) ( )
r

r

z
z

G n
G f

v
=                     (2.6) 

这样就可以得到时间频率域内路面不平度垂直速度和加速度的谱密度公式分

别为： 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 02 4

r r rz z zG f f G f G n n vπ π= =&           (2.7) 

( ) ( ) ( ) ( )4 4 2 2
0 02 16

g g gx x xG f f G f G n n f vπ π= =&&         (2.8) 

通过以上分析，一般有两种产生随机路面不平度时间轮廓的方法，即由

一白噪声通过积分器产生或由一白噪声通过成形滤波器产生。 

随机路面输入 rz 可以用公式(2.9)来描述。 

          0 0( ) 2 ( ) 2 ( )r rz t f z t G V w tπ π+ =&              (2.9) 

其中， 0G 是路面不平度系数，V 是车辆前进速度。w是均值为零，强度为1（单

位RMS值）的均匀分布白噪声， 0f 是滤波器的下限截止频率。路面输入的时间

频率是车速与空间频率的乘积。 



吉林大学硕士学位论文 

11 

0 100 200 300 400 500 600 700 800
-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

 

图2-4  积分白噪声随机路面模拟历程 

图2-4为四种路面输入情况下的模拟时间历程（横坐标为行车距离，纵坐

标为路面的垂直位移，单位均为：m）。采用A级、B级、C级、D级四种路面

作为模拟比较。取 0 0f = ，滤波器相当于一个积分环节，四种路面输入模型参

数值见表2-2。 

表2-2   车辆系统路面的输入具体参数 

路面类型 0G (m2/m-1) V (m/s) 模拟路面距离(m) 

A级 1.6×10-7 20 0 ~ 200 

B级 6.4×10-7 20 200 ~ 400 

C级 2.56×10-6 20 400 ~ 600 

D级 1.024×10-5 20 600 ~ 800 

2.3主动悬架系统的模型及其基本性能要求 

建立主动悬架模型时，路面垂直位移可以看作是系统的干扰输入，它是

由汽车以一定速度驶过不平路面引起的。结合给出的二分之一车模型与生成

路面输入的方程，选取状态变量为： 
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8( ) ( )
TT T T T

v s u s u r ux z z z z z z = − − ∈ & & ¡ ； 

则主动悬架二分之一车模型的状态方程为： 

v v v v a vx A x B f F w= + +&                     (2.10) 

其中， 

1 1 1 1

0 1 0 1
0

0 0 0 1
sG s sG s sG s

v

u s u s u t u s

M K M C M C
A

M K M C M K M C− − − −

− 
 − − =
 
 − −  

，

1

0

0
sG

v

u

M
B

M −

 
 
 =
 
 
  

， 0

0
0

2

0

vF G V
I

π

 
 
 = −
 
 
 

 

设计悬架时首先要考虑车辆乘坐舒适性的要求，而车身垂直加速度 cz&&与

车身俯仰加速度φ&&是评价舒适性的主要指标。其方程为： 
1 1 1 10s s s s s s v s aq M GK M GC M GC x M Gf− − − − = − − + &&  

其中， [ ]cq z φ= 。 

兼顾操纵稳定性的要求，需要考虑轮胎与路面的附着效果。具体要求为

当车辆在不平路面上行驶时其轮胎不能离开地面，即轮胎与路面的动载荷必

须小于静载荷，即 ( )  ( 1, 2)ti ui ri ktik z z f i− < = 。其中， ( )ti ui rik z z− 为轮胎动载荷， 

( )
( )

1

2

( ) ( )

( ) ( )

kt r s f r uf f r

kt f s f r ur f r

f l m g l l m g l l

f l m g l l m g l l

 = + + +


= + + +
 

为轮胎静载荷。 

    同时由于悬架机械结构的行程的限制，还应将悬架的动行程 s uz z− 限制在

一定的范围内，,以免撞击限位块破坏乘坐舒适性。 

综上所述，系统的输出变量为 ： 

[ ]( )v s u k ui riz q z z F z z= − −&&  

其中， [ ]( ) 0 0 0k ui ri kF z z F− =  ， { / }, ( 1,2)k ti ktiF diag k f i= =  

系统的输出方程为： 
1 1 1 10

0 0 0 0
( ) 0 0 0 0

s s s s s s s

v s u v a

k ui ri k

q M GK M GC M GC M G
z z z I x f

F z z F

− − − −   − − 
    = − = +    
    −     

&&
  (2.11) 
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6 , 1, 2az i∈ =¡  

2.4悬架系统的不确性描述及相应的鲁棒性准则 

在实际中车辆系统存在着诸多不确定性，如由于载人或载货重量的变化，

我们可能只知道悬挂质量是在某个范围内取值；又由于轮胎气压的变化，轮

胎刚度也是在一定范围内变化的。此外，弹簧、阻尼器等机械元件的特性实

际上是非线性的，而我们采用的是线性模型来描述，即系统可能存在未建模

动态或非线性不确定性。因此，需分析悬架系统的鲁棒性。具体地说，当存

在不确定性时，悬架系统是否还是稳定的及是否还能维持前面提到的性能要

求，即路面输入对车身纵向加速度与俯仰加速度的影响是否仍为最小，对悬

架动行程及轮胎动静载荷比的影响是否还保持在允许范围内。 

为了讨论我们所描述的车辆系统的鲁棒性，首先应给出系统不确定性的

定量描述。一般地说，不确定性可分为参数不确定性、未建模动态。从描述

不确定性的方式分，有非结构不确定性、结构不确定性。下面讨论各种不确

定性的描述方式及其对应的鲁棒性准则。 

在实际对象中，往往描述动态特性的方程式具有已知的形式，即模型的

结构是已知的，但是方程式中具有不确定的系数，即模型参数的值是不确定

的。一般地，包含在模型参数中的各种系数，由于含有测量误差、元器件老

化或者动作点变化和线性近似等原因，常常含有不确定性；因而模型参数多

少都含有不确定性。这种不确定性由于具有已知的结构，所以称为结构不确

定性。另外一种就是非结构不确定性它包括一些未建模动态特性等等。采用

一些典型的非结构不确定性来描述不确定性系统，不仅是控制系统设计的需

要，而且可以较容易地作出一些精确的结论，其代价当然是这些结论的保守

性。下面我们就结合悬架系统来讨论相应的不确定性的表示方法。 

如果悬架系统是时不变的，即各系数矩阵是时不变（或变化缓慢可以认

为是时不变时），则可采用H∞理论中通用的M −∆结构描述具有不确定性的
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二分之一车模型。例如考虑悬挂质量 ms 的变化范围为±30%，转动惯量 Iφ的

变化范围为±10%，即: 

sss mmm 3.0±=                        (2.12) 

0.1I I Iφ φ φ= ±                         (2.13) 

其中 sm 为名义悬挂质量。由于系统模型中这个参数出现在分母中，为此利用

下式将其变为上线性分式结构（Linear Fractional Transformation, 缩写

LFT）： 

11 1 1 0.3 (1 0.3 ) ( , )
(1 0.3 ) ms ms u ms ms ms

s s ms s s

M W
m m m m

δ δ δ
δ

−= = − + =
+

F   (2.14) 

其中， 1msδ < ， 0.3msW = 及 

1 1
1 1s

s s

M
m m

− 
 =  −
  

 

11 1 1 0.1 (1 0.1 ) ( , , )
(1 0.1 ) I I u I I I

I

F M W
I I I I φ φ φ φ φ

φφ φ φ φ

δ δ δ
δ

−= = − + =
+

   (2.15) 

其中 1
yIδ < ， 0.1

yIW = 及 

1 1
1 1

yIM
I Iφ φ

− 
 =  −
  

 

由于悬架质量不确定引起的轮胎静载的不确定性描述如下： 

1 1 1 12 1 21/( /( )) ( , )u s u su su sum L m L L M W δ+ + =F           (2.16) 

其中， 1suδ < ， 

1

2

1 2

2

1 2

0.3

( )

s

su
s

u

L m
L LW L m m

L L

+
=

+
+

 

以及 
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1 1

2 2

1 2 1 2

1 1
1 1

( ) ( )
fsu

s s
u u

M
L m L mm g m g

L L L L

− 
 
 = −
 + + + + 

 

2 2 2 21 1 21/( /( )) ( , )u s u su su sum L m L L M W δ+ + =F           (2.17) 

其中 1suδ < ， 

2

1

1 2

1

1 2

0.3

( )

s

su
s

u

L m
L LW L m m

L L

+
=

+
+

 

以及 

2 2

1 1

1 2 1 2

1 1
1 1

( ) ( )
fsu

s s
u u

M
L m L mm g m g

L L L L

− 
 
 = −
 + + + + 

 

我们考虑悬挂质量 sm 和 tk 的参数不确定性，图 2-5表示二分之一车悬架

模型控制系统的一般框图。 

δms δIy

δktf ktrδ

δMsurδMsuf

W Z

 

图 2-5 具有多种不确定性的结构图 

时不变不确定性是稳定的且满足 1
smδ < 、 1Iφ

δ < 、
1

1
ukδ < 、

2
1

ukδ < 、

1
1

usδ < 、
2

1
usδ < 。利用鲁棒控制理论的 “pulling out the s'∆ ”原理，可

以将图 2-5转化为图 2-6的形式，其中， 

1 2 1 2
( ) { }

sm I ku ku su sus diag
φ

δ δ δ δ δ δ∆ =             (2.18) 
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( )P S 代表合成的名义悬架系统。 

δms

δIy

δKtf

Ktrδ
Msufδ

Msurδ

W ZP(s)

K(s)

 
图 2-6 拉出不确定性的结构图 

由于控制器 )(sK 是确定的，即在后面章节中我们设计的。因此在分析系

统鲁棒性时可以将 )(sK 并入 )(sP 中形成如图 2-7所示的结构： 

w zM
 

图 2-7不确定性的 ∆−M 结构 

M
 

图 2-8分析鲁棒性能的不确定性结构 

图 2-6 的不确定性具有块对角形式，其结构是已知的，称为结构不确定
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性。一般情况，时不变结构不确定性 ( )s∆ 为： 

( )1 2 1 2diag , , , , ( ), ( ), , ( ) : 1; ( ) 1
( )

1,2, , ; 1, 2, ,
r F i js s s s

s
i r j F

δ δ δ δ
∞

 ∆ ∆ ∆ < ∆ < ∆ =  
= =  

L L

L L
 (2.19) 

其中 ( ), 1, 2, ,j s j F∆ = L 是稳定的。这样，可以利用系统的结构奇异值 µ分析

系统的鲁棒性，即有： 

定理 2.1
[34]
: 如图 2-7 所示的不确定系统，当且仅当 sup ( ( )) 1M j

ω
µ ω∆ ≤

时，对所有结构不确定性（2.19）是鲁棒稳定的。 

图 2-7 所示系统的输入输出性能一般可由从干扰输入w到输出 z的 RMS

增益来描述。给定实数 0γ > ，如果 

   ( ( ), ( ))u M s s γ
∞

∆ ≤F          (2.20) 

则称系统从w到 z的输入输出 RMS 增益不大于γ （也称系统的输入输出性能

γ ），其中 ( ( ), ( ))u M s s∆F 为从w到 z的传递函数。在给定不确定性 ( )s∆ 的情况

下，满足（1.18）的最小的γ 称为系统的鲁棒H∞性能，记为
*γ 。根据图 2-7

可将 ( )M s 分块为 

11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )
M s M s

M s
M s M s
 

=  
 

 

则， 

( ) 1
22 21 11 12( ), ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( )u M s s M s M s s I M s s M s−∆ = + ∆ − ∆F   (2.21) 

于是，条件（2.19）归一化后变为 ( ( ), ( )) 1u mM s s
∞

∆ ≤F ，其中， 

1 0
( ) ( )10mM s P s

γ

 
 =  
  

 

为了分析当存在不确定性 ( )s∆ 时能否维持某一期望的输入输出性能γ ，可将

图 2-7重画成图 2-8的形式，其中 f∆ 是假想的性能不确定性假设是稳定的且

满足 || ( ) || 1f s ∞∆ < 。定义 diag{ , }p f∆ = ∆ ∆ ，则可将鲁棒性能的问题转化为鲁棒

稳定性的问题。于是，有下面的定理。 
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定理 2.2
[34]
: 不确定系统如图 2-7 所示，其中 ( )s∆ 具有（2.19）的块对

角形式。给定实数 0γ > ，当且仅当 sup ( ( )) 1
p mM j

ω
µ ω∆ ≤ ，系统的输入输出性

能γ 对所有块对角不确定性（2.19）是鲁棒的。再考虑图 2-7 所示的不确定

系统，假设 ( )s∆ 是稳定的且满足 || ( ) || 1s ∞∆ < 。从结构上讲，我们不再假设 ( )s∆

具有块对角形式，而允许其为满块的。由于 ( )s∆ 的结构是未知的，称为非结

构不确定性。对非结构不确定系统，可以用最大奇异值方法来分析系统的鲁

棒稳定性，即有 

定理 2.3
 [34]

: 非结构不确定系统如图 2-5所示。假设 ( )s∆ 是稳定的且满

足 || ( ) || 1s ∞∆ < ，当且仅当 11sup ( ( )) 1M j
ω
σ ω ≤ ，则系统是鲁棒稳定的。  

定理 2.1 和 2.3 给出了结构不确定系统和非结构不确定系统鲁棒稳定性

的充要条件。据此，可以计算使系统保持稳定的最大的不确定性（在 ( )s∆ H∞

范数的意义下）。定义结构不确定系统的稳定裕度为 

1
sup ( ( ))M j
ω

α
µ ω∆

=  

非结构不确定系统的稳定裕度定义为 

11

1
sup ( ( ))M j
ω

α
σ ω

=  

则使系统保持稳定的最大的不确定性为 ( )sα∆ 满足 || ( ) || 1sα ∞∆ < 。 

定理 2.2 给出了结构不确定系统的输入输出性能鲁棒性的充要条件。据

此，可以计算在给定不确定性的情况下系统的鲁棒H∞性能
*γ ，即 *γ 为满足

sup ( ( )) 1
p mM j

ω
µ ω∆ ≤ 的最小的γ 。必须指出，结构奇异值µ方法和最大奇异值

方法仅适用于线性时不变系统且不确定性也是线性时不变的。 
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2.5悬架系统的性能要求与评价方法 

2.5.1悬架系统的性能要求 

这里我们重点针对二分之一车模型提出具体的要求。由于二分之一车不

涉及车辆的侧倾性能，所以我们考虑的是重点是以下三项性能指标：乘坐舒

适性、轮胎接地性和悬架动行程。 

乘坐舒适性是人的主观感觉。如何定量的衡量这种主观感觉是控制律设

计的一个主要问题，因为只有这样才能对控制律的实施效果做定量的评价。

人们经过长期的探索，座椅加速度的均方根值可以作为乘坐舒适性客观评价

指标。在实际车辆中，座椅是弹簧阻尼系统，它对提高乘坐舒适性起着很大

的作用，另外，由于后轮路面激励是滞后的前轮路面激励，所以座椅的位置

对乘坐舒适性有着非常大的影响。为了使控制率的设计简单明了，在二分之

一车辆系统中，座椅是指车质心垂直上方的硬座椅。仅有座椅加速度均方根

值还不够，根据人体对不同频带加速度的敏感程度，ISO2632/1,3定义了加速

度依频率加权函数。这样，就得到了一个新的乘坐舒适性评价指标，加速度

加权均方根值。加速度频率加权函数由下式定义： 

  

0.5 , 1.0 4.0
( ) 1.0 , 4.0 8.0

8.0 , 8.0 80.0
iso

f f
H f f

f f

 ≤ ≤


= ≤ ≤
 ≤ ≤

          (2.22) 

可以看出频率加权函数的定义区间为1 8: Hz，人体对 4 8: Hz的垂直振动

最敏感。这个标准还有一些不足，比如，对低于1Hz的振动对人体的影响没有

定义，这实际上是不正确的，因为频带在0.05 0.5: Hz之间的振动容易引起“晕

车”，另外，该标准没有定义转动加速度对人体的影响。 

悬架动行程过大的话，会频繁撞击缓冲块，从而破坏乘坐舒适性，另外，

由于悬架导向机构的作用，悬架运动会改变前轮定位参数，从而影响操纵稳定
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性。尤其是车轮外倾角，在恶劣路面上对操纵稳定性的影响甚至要大于轮胎载

荷变化对操纵稳定性的影响 。但另一方面，悬架动行程过小的话，就会向车

身传递更多的冲击，也会破坏乘坐舒适性。所以应对悬架动行程加以适当的限

制。悬架动行程均方根值是表征这一性能很好的指标。假定悬架动行程满足高

斯分布，按悬架99.7%的时间不撞击缓冲快（3σ原则），同时悬架总行程为0.2m，

并假定悬架的平衡位置位于悬架的中间位置。这样可以得到悬架动行程均方根

值的上限值， 

   max
0.2( ) 0.0333m
6s uRMS x x− = =             (2.23) 

从上述设计过程，可以看出两点．第一，对被动悬架而言，如果按在好路面上

99.7%的时间不撞击缓冲块设计的话，悬架在不好路面上撞击缓冲块的时间就

要增多。而如果按在不好路面上99.7%的时间不撞击缓冲块设计，悬架在好路

面上就会传递较多的冲击，因为它只利用了悬架有效行程的一部分。第二，悬

架的平衡位置并非总位于悬架中间位置。随着车辆负载的改变，悬架的平衡位

置也不断的改变，如果按车辆满载时，悬架平衡位置为其中间位置设计的话，

车辆空载时，悬架撞击缓冲块的机会就会增多。 

轮胎接地性就是要轮胎与地面充分接触，从而保证轮胎向车辆提供足够的

侧向力和纵向力。显然，只有轮胎的动载荷小于静载荷，接地性才能得以保证。

在相同侧偏角的前提下，轮胎动载荷的变化（着地性）就相当于轮胎侧向力（操

纵稳定性）的改变
[26]
。轮胎的动载荷变化尽量小对保证良好的操纵稳定性是有

很大意义的。若采用线性轮胎模型的话，轮胎载荷变化可由下式表达， 

( )dyn t u rP k z z= − ， dynP 的RMS值，即均方根值，可以作为轮胎载荷变化的指标。 

这些性能的设计是针对额定工况和额定参数（也即名义系统）进行的，

当汽车置身于一个我们前面介绍的多变的不确定系统的环境中时，悬架系统

的实际性能将变坏，甚至不稳定。因此，分析悬架系统时，所回答的问题还

应包括当存在不确定因素时，悬架系统是否还能稳定（这直接影响汽车的操

纵稳定性），是否还能维持期望的性能要求，悬架系统性能变坏的程度如何，

可能的最坏性能是什么？这就是我们所提到的分析悬架系统的鲁棒性，即鲁
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棒稳定性和鲁棒性能。 

2.5.2悬架系统性能的评价方法 

对于悬架性能的评价方法其中均方根值（RMS）可以说是一种熟知的方法，

另外还可以用鲁棒控制理论中的结构奇异值µ法，还有频域中的传递函数法。 

由于 RMS值作为系统的统计特性，强调的是系统在整个频率范围内的总

体性能。根据国际标准协会提出的 ISO2631 标准
[34]
，人对垂直加速度最敏感

的频率范围为 4 ~ 8Hz，即车身垂直加速度在频率段 4 ~ 8Hz的特性对汽车平顺

性最为重要。因此可选择频率加权处理后的车身垂直加速度作为输出，进而

讨论乘坐舒适性的鲁棒性。 

结构奇异值是频率的函数。尽管对µ定义时考虑的是系统鲁棒稳定性，

但它是由鲁棒性能问题通过虚构的性能不确定性 ( )f s∆ 转化而来的（见图

2-6）。因此，用输入输出系统的结构奇异值µ可以评价结构不确定性悬架系

统在整个频率范围内的鲁棒性能。此外，定理 2.1 和定理 2.2 给出的是鲁棒

稳定性和鲁棒性能的充要条件，所以用结构奇异值分析到的结果没有保守性。

但是结构奇异值的计算并不容易。另外，结构奇异值是针对线性时不变系统

定义的，且假设不确定性也是线性时不变的，因此不能用来分析线性时变不

确定性系统或具有非线性不确定性的线性系统的鲁棒性。 

频域中的传递函数分析方法是根据路面输入和控制输出的关系求出其响

应的传递函数，按照其响应计算出各自的幅频特性进行分析。 

2.5.3各种评价方法局限性 

首先用均方根值评价悬架的性能具有一定的局限性，概括起来有以下几

点： 

    1、用统计特性作为悬架的指标，强调的是整个频率范围的总体性能，这

样就有可能在某一个重要的频率点出现峰值，在时域内导致对某些典型的输
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入信号的瞬态响应或稳态严重恶化，是悬架的性能不能满足实际要求。 

    2、按均方根值统计特性评价悬架，把所有频率内的加速度等同考虑，与

人体对振动反应引起疲劳损害健康的生理特点不符。这种评价方法把主要的

因素降低为次要的因素，而把次要的因素提到主要的位置，未能体现人体生

理特性。为了弥补均方根值评价的不足之处，目前国际标准推荐采用加权均

方根值评价。 

    3、轮胎动载的标准差评价操纵性能的局限性，当频率足够高时虽然轮胎

的动载荷周期性的变化，但作用在轮胎上的垂直负荷则可近似等效为动载荷

的平均值。如动载荷的频率高于 10Hz，交替出现的动载荷低谷时间仅持续几

十毫秒（<50ms），而操纵过程的最短时间也在秒的量级以上。所以仅就操纵

性能来说，动载荷波动值的大小并不能确切的表示此时操纵性能的好坏。轮

胎动载的标准差用整个频率范围的统计特性作为指标等效的计入了高频区

域，降低了轮胎动载的标准差指标（这里主要指操纵稳定性）的准确性。 

传递函数评价方法的局限性：因为轮胎的接地性能和悬架的动挠度都表

示两个点相对位置的变化，实际是一个信号相对另一个信号的跟踪。对这种

情形仅用传递函数的幅频特性来评价就存在着一定的局限，因为它没有包括

相角信息。因为任何动态系统，都不同程度的存在时间滞后。为了定性地说

明时间滞后（任何驱动机构都存在时间滞后）导致相角滞后对跟踪性能的影

响，下面分析具有理想幅频特性但具相角滞后的动态系统。以车轮的动载荷

为例，假定驱动机构的滞后时间为 50ms，要求车轴地位移能准确地复现路面

输入，计算得到当输入信号分别为 0.5Hz 和 10Hz 时,其输入与输出之间的动

态误差随频率增加而增加，特别是当延迟时间 t∆ 与输入信号频率满足关系

tf ∆= 21 时，输入与输出反相，这是尽管传递函数的幅频特性是理想的，但

它产生的误差确达到最大值，这是用传递函数的幅频特性评价悬架特性的局

限性。 

从以上可知，无论是用频率特性，还是用均方根值统计来评价悬架的性

能指标，都有一定的局限性，唯一准确给定悬架的评价方法仍是一个有待探
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索的问题。可见，无论是采用频率特性，还是采用均方根值统计特性进行悬

架的设计都应通过其他的方式进行检验。如在时域内，用典型的输入信号（阶

跃、斜坡及谐波）和等效的路面扰动信号（带限白噪声）来检验各项性能指

标都应该满足要求。否则，应重新进行设计。 

2.6本章小结 

本章从讨论模型开始，建立了以 4DOF二分之一车为对象的动力学模型，

以及等效模拟路面输入后的系统模型。因为在实际悬架系统存在不确定因素，

因此需要分析悬架系统的鲁棒性。本章讨论了不确定悬架系统的结构不确定

性、并给出了用于分析系统鲁棒性的结构奇异值法，对相应的鲁棒性条件。

其中，结构奇异值法的提出，弥补了传统用于评价悬架的频率特性法和 RMS

值法的不足。对我们后面设计和分析悬架有了更好的认识。
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第三章 主动悬架的鲁棒控制 

从本章开始，我们着手于控制系统的设计和分析。名义模型是前面介绍

的二分之一车为例，采用我们介绍的不确定性描述方法和一定的分析方法讨

论主动悬架的鲁棒性。我们采用的名义参数如下表： 
表 3-1 二分之一车名义模型的参数 

符号 含义 值 单位 不确定性 

sm  车身质量 600 kg  ±30% 

Iφ  车身俯仰转动惯量 800 2kg m⋅  ±10% 

usfm  前非悬挂质量 59 kg   

usrm  后非悬挂质量 50 kg   

fL  质心与前悬距离 1.02 m   

rL  质心与后悬距离 1.37 m   

sfk  前悬架刚度 20000 /kN m   

srk  后悬架刚度 20000 /kN m   

sfc  前悬架阻尼 1400 /kN s m⋅   

src  后悬架阻尼 1400 /kN s m⋅   

trk  前轮刚度 175000 /kN m  ±20% 

tfk  后轮刚度 175000 /kN m  ±20% 

3.1主动悬架系统的描述 

上一章中，我们已经导出了该系统的最基本的表达方式。但是在具体设

计系统中，主动悬架控制系统除了考虑我们提到的汽车平顺性，轮胎始终不

离地和避免悬架撞击限位块要求外，还有本身控制输入的大小，一个控制力

不可能输入无穷大。另外在控制器输出时，我们给出坐动器的相应特性。因

此，对主动悬架控制系统表达方式的基础上会添加一些环节。对于主动悬架
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控制系统的性能要求则可描述为： 

问题 3.1: 寻找合适的控制器使得在既定的不确定条件下，路面输入对

车身垂直加速度 cz&&与车身俯仰加速度φ&&的影响最小，对悬架行程及轮胎动位

移（或轮胎动静载荷比）的影响尽可能地小。 

3.2控制系统的设计 

3.2.1性能要求的频率加权描述及增广系统 

上述控制性能要求是矛盾且相互制约的，如轮胎接地性的改善将引起悬

架动行程的增加，在高频段还将导致车身纵向加速度幅值的增加而使乘坐舒

适性下降；降低车身纵向加速度幅值以提高乘坐舒适性则意味着悬架动行程

的增加。另外，从汽车操纵稳定性的角度讲，轮胎不能离开地面，但并不希

望轮胎动位移过分小。为了协调各冲突因素可根据相对重要性对控制输出量

进行加权。另外控制量u也是我们考虑的一个目标输出，为了使其不产生太

大的不能实现的控制动作，也必须采取一定的加权限制。加权的另一功能是

对系统进行归一化处理。 

经过这样的考虑，系统的输出变为不再是我们前面所描述的那么简单。

应该是我们取加权后的控制输出： 

1 2 3 4( ) [ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ]T
s u k u iz s W s q W s z z W s F z z W s u= − −&&     (3.1) 

其中： [ ]T
cq z φ= , 1 2[ ]T

u u uz z z= , 1 2[ ]T
s s sz z z= , 1 2[ ]T

r r rz z z= ， 

{ / }, ( 1,2)k ti ktiF diag k f i= =  
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其中 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )W s W s W s W s 分别是对汽车输出的加速度、悬架动行程、轮胎

接地性和控制输入的加权。由于加权函数选取的困难，我们都是在一个指导

性的原则下，选取后，经过多次调试才最后根据实验结果的满意程度确定的。

下面我们具体介绍车身加速度的选取原则。 

车身加速度的加权我们采用的是频率加权。频率加权函数的目的是能够

突出控制输出在某频率段的重要性或不重要性。由于汽车加速度是机械振动

对人体的影响，既取决于振动频率与强度、振动作用方向和暴露时间，也取

决于人的心理与生理状态。国际标准化组织(ISO)在综合大量有关人体振动的

研究工作和文献的基础上，定出了国际标准 ISO2631
[34]
“人承受全身振动的

评价指南”。它用加速度的均方根值(RMS)给出了在1 ~ 80 Hz 振动频率范围内

人体对振动反应的三个不同界限： 

1、暴露极限 当人体承受的震动强度在这个极限之内，将保持健康或安

全。通常把此极限作为可以承受振动量的上限。 

2、疲劳-工效降低界限 这个界限与保持工作效能有关。当驾驶员承受的

振动强度在此界限之内时能准确灵敏地反应正常地进行驾驶。 

3、舒适降低界限 此界限与保持舒适有关，在这个界限之内，人体对所

暴露的振动环境感觉良好，能顺利完成吃、读、写等动作。 

下面图给出了在垂直方向不同暴露时间下的“疲劳功效—降低界限”:  

 

图 3-1 ISO2631人体对振动反应的“疲劳-工效降低界线” 
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根据国际标准协会提出的 ISO2631标准，人对垂直加速度最敏感的频率

范围为 4 8: Hz，即车身纵向加速度在频率段 4 8: Hz的特性对汽车平顺性尤为

重要。因此车身垂直加速度的加权函数可由 ISO2631
[34]
标准给出的人体所承受

的“疲劳—工效降低界限”曲线选取；显然，如果期望车身垂直加速度的频

率特性接近“疲劳—工效降低界限”曲线，则加权函数 ( )11w s 的倒数的幅频

特性应与“疲劳—工效降低界限”曲线相似。假设暴露时间为一小时，则采

用如下形式的函数进行拟合： 

                ( )
2

2i
as bs cF s
s es d

+ +
=

+ +
                       (3.2) 

其中 , , , ,a b c d e为待定参数。用最小二乘法拟合，得到的参数如下： 

0, 48, 1200, 3000, 60a b c d e= = = = =  

函数的具体形式为： 

11 2

*48*( 25)( )
60 3000

k sw s
s s

+
=

+ +
 

其中 k为归一化和相对权重系数。这里取 0.3k = 。下图为其倒数的幅频特性： 

100 101 102
100

101

102
车身垂直加速度加权函数倒数的幅频特性

频率  (Hz)

 

图 3-2  车身垂直加速度频率加权函数倒数的幅频特性 

车身俯仰加速度的加权函数为: 

12 2

987
19 987

w
s s

=
+ +
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其倒数的幅频特性： 

100 101 102
100

101

102

103
车身俯仰加速度加权函数倒数的幅频特性

频率  (Hz)

 

图 3-3  车身俯仰加速度频率加权函数倒数的幅频特性 

其他的加权系数主要取决于归一化和各控制输出的相对权重，具体选取如： 

2

0.825 0
( )

0 0.825
W s  

=  
 

， 3

1 0
( )

0 1
W s  

=  
 
， 4

0.001 0
( )

0 0.001
W s  

=  
 

 

由于设计的控制器是针对加权处理后的增广系统进行的，所以这里介绍

以下增广系统。我们采用的是输出反馈的方式，一般地说，车辆的悬架动行

程 1 1s uz z− 与 2 2s uz z− 最易测量，车身的悬架支点垂直加速度 1uz&&与 2uz&&也比较容

易获得。因此，我们选择动位移 1 1s uz z− 、 2 2s uz z− 与车身的悬架支点纵向加速

度 1uz&&、 2uz&&的测量输出做反馈量。此外还考虑了测量噪声的影响，假设悬架动

行程和车身垂直加速度的测量噪声是相互独立的且具有单位均方根值，则取

其加权为 1。对于路面输入，因为其路面垂直速度的功率谱为 2
0( ) 4

rzG f G Vπ=&

与频率 f 无关，所以取路面速度为输入，加权函数选为： 

0

0

2 0
( )

0 2rz

G V
W s

G V

π

π

 
=  
  

&              (3.3) 

还有就是力发生器一般为液压伺服机构，其动态特性也是很难忽略的，

其表示形式为一个惯性环节： 
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1 0
0.04 1( )

10
0.04 1

a
sW s

s

 
 +=  
 
 + 

             (3.4) 

下图就是我们所形成的增广模型： 

фф

Wzr(s)

Wn(s)

Wa(s)

W1(s)

W2(s)

W3(s)

W4(s)

zr

n

z1

z2

z3

z4

fa

w

z

y

G(s)

 

图 3-4 二分之一车的增广系统框图 

选取适当的状态变量，图 3-4 所示的主动悬架二分之一车的增广模型可

有下面的状态空间实现为 

1 2

1 11 12

2 21 22

x Ax B w B u
z C x D w D u
y C x D w D u

= + +
 = + +
 = + +

&
                   (3.5) 

其中： 14 14 14 6 14 2 8 14 8 6 8 2 4 14
1 2 1 11 12 2, , , , , ,A B B C D D C× × × × × × ×∈ℜ ∈ℜ ∈ℜ ∈ℜ ∈ℜ ∈ℜ ∈ℜ ，

4 6
21D ×∈ℜ 和 4 2

22D ×∈ℜ ，且 11 0D = 和 22 0D = 。 

上面的增广二分之一车系统可以用下线性分式结构来描述，如图 3-5 

G(s)

K(s)

w z

f y

 

图 3-5  控制系统的下线性分式结构 
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其中 ( )G s 是图 3-4 所示增广系统的传递函数， ( )K s 是待设计的控制器的传

递函数。我们把式（3.5）记为： 

            
1 2

1 11 12

2 21 22

A B B
G C D D

C D D

 
 =  
  

                    (3.6) 

对照式（3.5）与式（3.6）可以得到： 

      1( ) , , 1, 2ij i j ijG C sI A B D i j−= − + =             (3.7) 

记从干扰输入w到控制输出 z的传递函数矩阵为 ( , )lF G K 。很显然，由输入w

到控制输出 z的闭环传递函数矩阵为： 
1

11 12 22 21( ) ( ) ( , )zw lT s G G K I G K G F G K−= + − =          (3.8) 

可以利用现代鲁棒控制理论设计H∞控制器（称为H∞主动悬架）使闭环系统

内部稳定且 || ( , ) ||lF G K ∞最小；也可设计 2H 控制器（称为 2H 主动悬架）使闭

环系统内部稳定且 2
2|| ( , ) ||lF G K 最小。 

3.2.2 2H 主动悬架的设计 

2H 最优控制在本质上与随机最优输出反馈即 LQG是相同的。假设系统的

干扰输入 ( )w t 为单位协方差矩阵的随机脉冲向量，则由传递函数的 2H 范数定

义可得 

{ } { }2 2 2
2 20

|| || || ( ) || || ( , ) ||lE z E z t dt F G K
∞

= =∫           (3.9) 

即使 ( , )lF G K 的 2H 范数最小（ 2H 性能指标最小）实际上就是使控制输出 ( )z t

的功率期望最小。因此，在 2H 控制框架内，4DOF 二分之一车的主动悬架控

制问题 3.1可描述为 

问题 3.2（ 2H 控制问题）:选取加权的车身垂直与俯仰加速度、悬架动行

程、轮胎动静载荷比为主动悬架的控制输出，寻找一个有理控制器K使得闭

环系统内稳定，且控制输出的功率期望值即 2
2|| ( , ) ||lF G K 最小。 
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主动悬架 4DOF二分之一车系统的 2H 控制问题可以由两个 Riccati方程

解决。 

定理 3.1
[55]
：假设广义控制对象满足下述条件： 

    1、 2( , )A B 是稳定的， 2( , )C A 是可检测的。 

2、 12D 是列满秩的， 21D 是行满秩的 

3、对于所有w， 2

1 12

A jwI B
C D
− 

 
 

列满秩。 

4、对于所有w， 1

2 21

A jwI B
C D
− 

 
 

行满秩。 

则存在唯一的 2H 最优控制器 

1
2 2 2 2( ) ( )K s F sI A L−= − −                  (3.10) 

其中 

2 2 2 2 2:A A B F L C= + +  

2 2 2 12 1: ( )T TF B X D C= − +  

2 2 2 1 21: ( )T TL Y C B D= − +  

2X 和 2Y 分别是下面两个 Riccati方程的对称半正定稳定化解： 

2 12 1 2 2 12 1 2 2 2 2 1 12 12 1( ) ( ) ( ) 0T T T T T TA B D C X A B D C X B B X C I D D C− + − − + − =  

1 21 1 2 1 21 1 2 2 2 2 1 12 12 1( ) ( ) ( ) 0T T T T T TA B D C Y A B D C Y C C Y B I D D B− + − − + − =  

且最小的 2
2|| ( , ) ||lF G K 为 

2 2 2 2 2
2 1 2 2 2 2 2 1 2min || ( , ) || || || || || || || || ||l c f c fF G K G B F G G L C G= + = +  

其中， 
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1
1 12 2 2 2( ) ( )( )cG s C D F sI A B F −= + − −  

1
2 2 1 2 21( ) ( )fG sI A L C B L D−= − − +  

针对二分之一车，设计的 2H 控制器的幅频域相频特性曲线如下： 
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图 3-6 悬架系统设计的 2H 控制器幅频特性 

3.3.3 H∞主动悬架的设计 

针对于汽车各种工况、不确定性利用鲁棒控制理论来设计相应的控制器，

具有一定的意义。鲁棒控制理论发展最突出的就是H∞控制，这种方法正是我

们本章设计的重点。 

H∞控制思想，以从扰动输入到系统输出的传递函数的H∞范数作为目标

函数对系统进行优化设计，可以直接限制回路的最高增益，从而使扰动对系

统输出的影响最小： 

  
2

2

|| || 1 2

|| ||sup || ( , ) ||
|| || l

w

z F G K
w ∞

≤
=            (3.11) 

传递函数的H∞范数描述了有限输入能量到输出能力的最大增益，因而将其作

为控制器优化指标能使具有有限功率谱的干扰对系统的期望输出影响最小。
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在求解H∞控制问题时，一般假设广义控制对象满足下述条件： 

(1) ( 1,A B )是可稳定的，( 2,A B )是可稳定的； 

(2) 矩阵 12D 是列满秩的； 

(3) 2
2

1 12

,
A j I B

n m R
C D
ω

ω
− 

= + ∀ ∈ 
 

 ；其中 n nA R ×∈ ， 2
12

x mD R ×∈ 的； 

(4) ( 1,C A)是可检测的，( 2 ,C A)是可检测的； 

(5) 矩阵 21D 是行满秩的； 

(6) 1
2

2 21

,
A j I B

n p R
C D
ω

ω
− 

= + ∀ ∈ 
 

 ；其中 n nA R ×∈ ， 2
21

p xD R ×∈ 的。 

一般地，条件（1）~（3）是求解H∞状态反馈控制问题所必需的，而条件（1）

~（6）则是求解H∞输出反馈控制问题和基于状态观测器的H∞状态反馈控制

问题所必需的。应该指出。条件（1）和（4）中，( 2,A B )是可稳定的和( 2 ,C A)

是可检测的这两个条件为保证闭环控制系统内部稳定的充要条件，即保证控

制器K稳定化广义控制对象G，因此为求解H∞控制问题必不可少的条件。条

件（2）和（3）以及条件（5）和（6）则是为了保证存在最优的H∞控制器K，

使得由扰动输入到系统输出的传递函数的H∞范数最小化。对于次优的H∞控

制问题，条件（2）和（3）以及条件（5）和（6）未必是必要的。在(3.11)

性能指标下，问题 3.1可描述为: 

问题 3.3（H∞最优控制问题）: 以如图 3-4所示的二分之一车增广系统

的输出 ( )z t 为控制输出，寻找一个控制器 ( )K s 使得闭环系统内部稳定，且输

入输出回路最高增益 || ( , ) ||lF G K ∞最小。 

 对多输入多输出系统来说，问题 3.3的解一般不是唯一的，而且寻找H∞

最优控制器无论在理论上还是数值计算上都是相当困难的。因此我们借助于
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求解H∞次优问题来获得某种程度上的H∞最优控制。 

问题 3.4（H∞次优控制问题）： 以如图 3-4 所示的二分之一车增广系

统的输出 ( )z t 为控制输出，寻找一个控制器 ( )K s 使得闭环系统内部稳定，且

输入输出回路最高增益 || ( , ) ||lF G K ∞小于给定的正数γ 。正数γ 即所谓的H∞性

能。问题 3.4也可以通过两个 Riccati方程求解： 

定理 3.2
[55]
：给定正数 0γ > 。假设增广系统 ( )G s 满足以上假设的条件，

则存在一个真的有理的控制器 ( )K s 使得闭环系统内部稳定且 || ( , ) ||lF G K γ∞<

的充分必要条件是： 

(i) Riccati方程 

( ) ( )
( )

1 1
2 1 12 1 2 1 12 1

2 1 1
1 1 2 1 2 1 12 1 12 1

  

+ ( ) 0

TT T

T T T T

A B R D C X X A B R D C

X B B B R B X C I D R D Cγ

− −
∞ ∞

− − −
∞ ∞

− + −

− + − =
  (3.12) 

有对称半正定稳定化解 X∞，其中 1 12 12
TR D D= ； 

(ii) Riccati方程 

( ) ( )
( )

1 1
1 21 2 2 1 21 2 2

2 1 1
1 1 2 1 2 1 21 2 21 1

  

+ ( ) 0

TT T

T T T T

A B D R C Y Y A B D R C

Y C C C R C Y B I D R D Bγ

− −
∞ ∞

− − −
∞ ∞

− + −

− + − =
     (3.13) 

有对称半正定稳定化解Y∞，其中 2 21 21
TR D D= ； 

(iii) X∞和Y∞满足
2 0I X Yγ −

∞ ∞− > 。 

且次优H∞中心控制器为 

       ( ) 1( )K s F sI A Z L−
∞ ∞ ∞ ∞ ∞= − −              (3.14) 

其中 

( )2 2
1 1 2 2 21 1

T TA A B B X B F Z L C D B Xγ γ− −
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞+ + + +@ ， 

( )1
1 12 1 2

T TF R D C B X−
∞ ∞− +@  

( ) 1
1 21 2 2

T TL B D Y C R−
∞ ∞− +@  
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( ) 12Z I Y Xγ
−−

∞ ∞ ∞−@  

 经过推导，控制器(3.14)可以写成如下的观测器形式： 

( )* *
1 2 2 21x Ax B w B u Z L C x D w y

u F x
∞ ∞

∞

 = + + + + −


=

&
           (3.15) 

其中 * 2
1
Tw B X xγ −

∞= 是对最坏干扰输入 * 2
1
Tw B X xγ −

∞= 的估计。显然，Z L∞ ∞是

状态观测器增益，F∞是全信息H∞次优状态反馈阵。定理 3.2给出了H∞次优

控制器存在的充分必要条件。给定 0γ > ，如果 Riccati方程(3.12)和(3.13)

由半正定稳定化解且满足条件 3，可由(3.14)构造的次优H∞中心控制器是闭

环系统内部稳定且 || ( , ) ||lF G K γ∞< 。因此可以用迭代方法数值求解最小的使

H∞控制器存在的γ ，从而实现某种程度上的H∞最优控制。具体步骤如下： 

1、选择一个初始的参数 0γ > ； 

2、针对广义控制对象 ( )G s ，验证H∞控制器存在的条件； 

3、若控制器不存在，则增加γ ，否则，减小γ ，然后返回到第(2)步； 

通过不断的重复上述第(2)步和第(3)步，直到找到最小的使H∞控制器

存在的γ 为止。 

针对二分之一车设计的H∞控制器的幅频域相频特性曲线如下： 
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图 3-7 悬架系统设计的H∞控制器幅相特性 
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3.4控制器分析 

由于主动悬架系统的 2H 和H∞控制器都是基于没有模型误差的确定性模

型即名义模型设计的，而实际车辆正如我们前面介绍的一样存在着不确定性。

这样当存在着这些不确定性时，基于名义模型设计的 2H 和H∞主动悬架用于

实际车辆系统时，系统的稳定性和性能可能会变坏。因此，需要分析设计的

主动悬架系统的鲁棒性。采用第二章关于不确定性的处理，考虑悬挂质量 sm 、

车身转动惯量 Iφ与轮胎刚度 1tk 与 2tk 的参数不确定性，并假设不确定性是时不

变的。系统的描述框图如图 3-8所示。 

然后利用我们描述的抽出∆方法化为图 2-6的形式，进而转化为图 2-8

和图 2-9 的形式，来分析形成闭环系统的鲁棒稳定性和鲁棒性能。下面就存

在的不确定性因素用结构奇异值进行分析。 

 

图 3-8   二分之一车带有不确定性描述框图 
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其中车辆模型的参数和相应的不确定大小如前面所述，路面不平度选取

为 B级路面的参数，车速选为40 /m s。由于采用结构奇异值分析，计算结构

奇异值时相当的复杂并且会由于矩阵的奇异会导致结果的不正确。所以我们

分析时只考虑了±30%悬挂质量、±10%俯仰转动惯量和±20%轮胎刚度的参数不

确定性。 

结构奇异值曲线如下： 
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图 3-9   车身垂直加速度的奇异值分析曲线 
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图 3-10 车身俯仰加速度的奇异值分析曲线 
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图 3-11 前轮动静载荷比的奇异值分析曲线 
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图 3-12 后轮动静载荷比的奇异值分析曲线  

上面图 3-9 至 3-12 是汽车悬架性能输出的奇异值曲线图,其中考虑到分

析汽车垂直加速度的特殊性，即人体对垂直振动十分敏感的频率段是 4 8: Hz，

汽车垂直加速度与俯仰加速度的性能是进行频率加权后的输出结果，这样更

符合实际常理。H∞主动悬架的稳定裕度略大于 2H 主动悬架，被动悬架的稳

定裕度明显小于俩主动悬架。说明主动悬架具有良好的鲁棒性。 

考虑车身质量（ kg）与转动惯量（ 2kg m⋅ ）（420/720、600/800、780/880）

三种工况，两个输入（前轮与后轮），两个输出（车身垂直加速度与车身俯仰

加速度），绘制H∞主动悬架、 2H 主动悬架与被动悬架的频率特性用于系统性

能分析。 

闭环系统的幅频特性如下： 
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图 3-13 车身质心垂直加速度对前轮幅频特性 
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图 3-14 车身质心垂直加速度对后轮的幅频特性 
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图 3-15 车身质心俯仰加速度对前轮与后轮的幅频特性 
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图 3-16 车身质心俯仰加速度对前轮与后轮的幅频特性 

    三种工况下从幅频特性可以看出 2H 主动悬架与H∞主动悬架性能相近，

但均明显优于被动悬架。 

下面我们用 RMS值来分析所设计悬架系统的性能，为了比较H∞主动悬

架、 2H 主动悬架与被动悬架，考虑如下两表工况。 

1、当车辆以一定的速度行驶在不同路面上时的鲁棒性。表 3-2给出了汽

车以 20米每秒的车速分别在 A、B、C、D级路面上的 RMS值。 

2、当汽车以不同的速度行驶在相同路面上时。表 3-2 给出了在
6 2 11.28 10 /m m− −× 路面不平度下，分别以 10、20、30米每秒车速行驶

的 RMS值。 

表 3-2 以 20米/秒在不同路面上行驶时的 RMS值 
RMS值 

1.6×10-7 6.4×10-7 

 

H∞控制 H2控制 被动悬架 H∞控制 H2控制 被动悬架 

车身垂直加速度 0.2546 0.2335 0.2907 0.5092 0.4669 0.5819 

车身俯仰加速度 0.1561 0.1570 0.1909 0.3122 0.3139 0.3817 

前悬架动行程 0.0040 0.0042 0.0049 0.0079 0.0084 0.0099 

后悬架动行程 0.0039 0.0040 0.0046 0.0077 0.0080 0.0092 

前轮动静载荷比 0.0636 0.0667 0.0657 0.1272 0.1333 0.1315 

后轮动静载荷比 0.0623 0.0637 0.0632 0.01246 0.1275 0.1263 

2.56×10-6 1.204×10-5  

H∞控制 H2控制 被动悬架 H∞控制 H2控制 被动悬架 

车身垂直加速度 0.10184 0.9338 1.1630 2.0368 1.8676 2.3259 
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车身俯仰加速度 0.6245 0.6278 0.7635 1.2490 1.2556 1.5269 

前悬架动行程 0.0159 0.0168 0.0184 0.0310 0.0332 0.0368 

后悬架动行程 0.0155 0.0161 0.0184 0.0310 0.0332 0.0368 

前轮动静载荷比 0.2543 0.2666 0.2630 0.5086 0.5333 0.5259 

后轮动静载荷比 0.2492 0.2549 0.2527 0.4984 0.5098 0.5054 

表 3-3 在路面不平度为 6 2 11.28 10 /m m− −× 以不同速度行驶时的 RMS值 

RMS值 
10 20 30 

 

H∞控制 H2控制 被动 H∞控制 H2控制 被动 H∞控制 H2控制 被动 
车身垂直加速度 0.5092 0.4669 0.5815 0.7201 0.6603 0.8223 0.8820 0.8087 1.0071 

车身俯仰加速度 0.3122 0.3139 0.3817 0.4416 0.4439 0.5398 0.5408 0.537 0.6612 

前悬架动行程 0.0079 0.0084 0.0099 0.0112 0.0119 0.0140 0.0137 0.0145 0.0171 

后悬架动行程 0.0077 0.0080 0.0092 0.0109 0.0114 0.0130 0.0134 0.0139 0.0159 

前轮动静载荷比 0.1272 0.1333 0.1315 0.1798 0.1885 0.1859 0.2202 0.2309 0.2277 

后轮动静载荷比 0.1246 0.1275 0.1263 0.1762 0.1803 0.1787 0.2158 0.2208 0.2188 

从表 3-2与表 3-3的 RMS值中可以看出，在车身垂直加速度性能方面， 2H

主动悬架略优于H∞主动悬架，二者均明显优于被动悬架。在车身俯仰加速度

性能方面，H∞主动悬架略优于 2H 主动悬架，也均明显优于被动悬架。而悬

架系统的动行程与轮胎的动静载荷比始终保持在约束范围内。这个结果与前

面给出的幅频特性曲线和下面给出随机路面输入仿真结果相吻合。 

3.5仿真结果 

3.5.1 随机路面输入仿真 

针对二分之一车，在 D级路面，车速为 30米每秒的情况下，选取车身垂

直与俯仰加速度、前悬架与后悬架动行程，前轮与后轮动静载荷比六个输出，

对H∞主动悬架、 2H 主动悬架与被动悬架进行时域仿真。 

随机路面输入的仿真结果如下： 
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图 3-17车身垂直与俯仰加速度仿真结果 
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图 3-18前悬架与后悬架动行程仿真结果 
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图 3-19 前轮与后轮动静载荷比仿真结果 

从仿真结果可以看出，对于车身垂直加速度与车身俯仰加速度，H∞主动

悬架与 2H 主动悬架的性能相近，优于被动悬架。H∞主动悬架与 2H 主动悬架

的动行程小于悬架系统的最大行程，没有撞击限位块影响乘坐舒适性。H∞主

动悬架与 2H 主动悬架的轮胎动静载荷比小于 1，保证了轮胎的接地性，满足
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操纵稳定性的要求。 

3.5.2脉冲路面输入仿真 

针对 4DOF 二分之一车，考虑车身质量（ kg）与转动惯量（ 2kg m⋅ ）

（420/720、600/800、780/880）三组车身参数，车速均取 30米每秒。选取车

身垂直与俯仰加速度、前悬架与后悬架动行程，前轮与后轮动静载荷比六个

输出，对H∞主动悬架、 2H 主动悬架与被动悬架进行时域仿真。图 3-20中的

road new− 为路面的位移输入，w new− 为相应路面输入速度，即位移输入的

导数。 

脉冲输入的仿真结果如下：  

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-20

-10

0

10

20

w
-n

ew

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-0.05

0

0.05

0.1

 
图 3-20 脉冲路面输入 
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图 3-21 车身垂直与俯仰加速度仿真结果 
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图 3-22 前悬架与后悬架动行程仿真结果 
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图 3-23 前轮与后轮动静载荷比仿真结果 

    从仿真结果可以看出，对于脉冲路面输入，H∞主动悬架、 2H 主动悬架

性能相近，幅值小于被动悬架，收敛时间小于被动悬架。H∞主动悬架与 2H 主

动悬架的动行程小于悬架系统的最大行程，没有撞击限位块影响乘坐舒适性。

H∞主动悬架与 2H 主动悬架的轮胎动静载荷比小于 1，保证了轮胎的接地性，

满足操纵稳定性的要求。 

3.6本章小结 

本章首先给出主动悬架 4DOF 二分之一车系统控制问题及性能要求的描

述。为了协调相互冲突的各性能要求对各输出性能进行了加权处理，同时为

了强调人体对振动频率的敏感性，对加速度向进行了频率加权，并以此构成

主动悬架增广系统。在此基础上着重对 2H 主动悬架与H∞主动悬架给出了设
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计，并针对存在各种不确定情况时,分析了闭环系统的幅频特性与结构奇异

值，分析了主动悬架汽车以不同速度行驶于不同路面时的鲁棒性。随后又进

行了系统的时域仿真，结果证明 2H 与H∞主动悬架在确保操纵稳定性的前提

下，输出性能同时满足了系统的硬约束，并明显改善了乘坐舒适性。 



第四章 基于 LMI的多目标主动悬架设计 

第四章 基于 LMI的多目标主动悬架设计 

针对多种线性系统的控制问题，LMI（线性矩阵不等式）的出现，为控制

工程、系统辨识与结构设计等提供了一个强有力的工具。有三个方面使 LMI

值得关注： 

1、各种各样的设计性能指标与约束可以用 LMI的形势来描述。 

2、采用 LMI来描述问题后，求解 LMI是一个凸优化问题。 

3、由于多数多目标的控制与约束问题无法直接求得解析解，采用 LMI描

述为进行数值求解提供了有效的方法。使得基于 LMI方法的设计成为

经典解析法的有效补充。 

4.1预备知识 

1、LMI的一般形式： 

0
1

( ) 0
m

i i
i

F x F x F
∆

=

= + >∑  

在这里 mx R∈ 是变量，对称矩阵 T n n
i iF F R ×= ∈ ， 0, ,i m= L 给定。不等式 0> 表

示矩阵 ( )F x 是正定的，即对于 nu R∈ ， 0u ≠ ,有 ( ) 0Tu F x u > ,也就是说， )(xF

的最小奇异值是正的。 

2、线性矩阵不等式系统 

线性矩阵不等式系统是线性矩阵不等式 

0)(,,0)(1 >> xFxF kΛ                        

的有限集。 

它有一个简单而基本的性质，即每一个 LMI 系统能被精确写成一个简单

的线性矩阵不等式。当且仅当 
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0)(,,0)(1 >> xFxF kΛ 成立。 

3、Schur complements 

如果 ( ) ( )TQ x Q x= ， ( ) ( )TR x R x= 和 ( )S x 是 x的映射，对于 LMI 

( ) ( )
0

( ) ( )T

Q x S x
S x R x
 

> 
 

 

则上式 LMI等效于 

( ) 0R x > ， 1( ) ( ) ( ) ( ) 0TQ x S x R x S x−− > 。 

4.2基于 LMI的线性系统分析 

本节针对线性时不变系统多种重要性能特点的分析，给出采用 LMI 描述

的形式。考虑如下线性时不变系统，状态变量 nx R∈ ，输入 mw R∈ ，输出 pz R=  

w u

w u

x Ax B w B u
z Cx D w D u
= + +

 = + +

&
                        (4.1) 

系统的传递函数为， 1( ) ( )G s C sI A B D−= − + 。 

4.2.1 2H 性能的 LMI描述 

假设 A是稳定的， 0wD = 。G的 2H 范数定义如下： 

2 *
2

1|| || : ( ( ) ( ))
2

G Tr G iw G iw dw
π

+∞

−∞
= ∫                 (4.2) 

当系统的输入w为白噪声时， 2H 范数输出 z的渐进变化。 

定理 4.1
[58]
：假设系统(4.1)是渐近稳定的，则有： 

1. 当且仅当 0wD = 时， ∞<
2

G  
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2. 下面的描述是等价的 

1、 γ<
2

G  

2、存在 0TP P= > 和 S使 

0
T

w
T
w

A P PA PB
B P I

 +
< 

− 
 

0
TP C

C S
 

> 
 

 

( )trace S γ<  

4.2.2广义 2H 性能的 LMI描述 

上面提到的 2H 范数给出了用能量衡量输入输出增益。为了限制输出的能

量，保持输出 z的峰值增益在一定范围之内，防止作动器的饱和，对于输入

信号依然用能量来衡量，导出广义 H2性能，定义如下： 

2

0
|| || : sup{|| ||: (0) 0, 0, || ( ) || 1}

T

gG z x T w t dt= = ≥ ≤∫      (4.3) 

广义 2H 性能表示对于所有单位能量输入w，输出 z的最大峰值。 

定理 4.2
[58]
：假设系统是渐近稳定的，且 0wD = 。当且仅当存在 LMI 的一个

解 0TP P= > 时，广义 2H 范数应小于 gγ 。 

0
T T

w
T
w

A P PA PB
IB P

 + 
<  − 

 

0
T

g

P C
C Iγ
 

>  
 

 

4.3线性系统的 2H 与广义 2H 状态反馈 LMIs实现 

本节我们将给出一个用来综合状态反馈控制器的 LMI 运算法则，使闭环
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系统满足前面提到的 2H 与广义 2H 性能。 

考虑状态反馈u Kx= ，则闭环系统的状态方程与输出方程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

cl w u

cl w u

x t A x t B w t B t u t
z t C x t D w t D u t

= + +
 = + +

&
            (4.4) 

其中， cl uA A B K= + ， cl uC C D K= + 。 

4.3.1 2H 状态反馈 LMIs实现 

1、对于描述 2H 性能的 LMI 

0
T
cl cl w

T
w

A P PA PB
B P I

 +
< 

− 
 

取 1P Q−= ，Y KQ= ， 0P > 。 

两侧同乘以
0

0
Q

I
 
 
 
得： 

0 0( ) ( )
0

0 0

T
u u w

T
w

Q QA B K P P A B K PB
I IB P I
 + + +   
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2、对于描述 2H 性能的 LMI 
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T
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4.3.2广义 2H 状态反馈 LMIs实现 

推导过程与 2H 性能综合相似得到如下 LMIs： 

0
T T T

u u w
T
w

AQ QA B Y Y B B
B I

 + + +
< 

− 
 

0
T T T

u

u g

Q QC Y D
CQ D Y Iγ
 +

>  + 
 

4.4LMI状态反馈方法设计控制器 

本章将以半车四自由度模型（图 2-2）为对象， 1 2,a af f 为前后主动悬架产

生的主动力，同前后被动悬架并联， 1 2,t tk k 为轮胎刚度， ,sm Iφ为悬挂质量与

车身转动惯量， ,uf urm m 为前后非悬挂质量。 1 1 2 2,s u s uz z z z− − 为悬架的动行程， 

1 1 1 2 2 2( ), ( )t u r t u rk z z k z z− − 为轮胎的动载荷， 1 2,r rz z 为垂直路面位移输入。 

系统的状态方程与输出方程如下： 
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1 2

1 12

( ) ( )
( ) ( )

a

a

x t Ax t B w B f
z t C x t D f

= + +
= +

&
 

其中， 

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
[ , , , , , , , ]T

a a u a a u u u r u u rX z z z z z z z z z z z z= − − − −& & & &        (4.5) 
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l m l mr s f s

uf l l ur l lf r f r

K z z K z z
s a u a u m g m g

Z z z z z z zφ
+ +

− −

+ +
= − −&& &&             (4.6) 
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主动悬架设计的要求为，降低由路面不平引起的车身垂直于俯仰振动，

提高乘坐舒适性，限制轮胎的动静载荷比，以满足操纵稳定性的要求。为保

证在车辆行驶的过程中轮胎与地面的作用力，要求轮胎的动载荷必须小于轮
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胎的静载荷。 

1 1 1

2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

r s

f r

s

f r

l m
t u r uf l l

lfm
t u r ur l l

K z z m g

K z z m g

+

+

 − < +


− < +
              (4.7) 

同时，由于悬架部件存在机械行程的限制，为防止机械部件达到最大行

程撞击限位块而影响乘坐舒适性与机械系统的可靠性，需要限制悬架系统地

的动行程。 

max1 1 1 max1

max 2 2 2 max 2

s u

s u

z z z z
z z z z

− ≤ − ≤
− ≤ − ≤

                (4.8) 

以上为硬约束，同时车辆系统在行驶中还存在许多变化的特性，如高频

的柔性动力学，轮胎气压的不平衡，非线性，以及一些未知、未建模与忽略

的车辆参数，对于上述情况，须进行鲁棒性分析。综上所述，主动悬架控制

器设计的目标为，良好的乘坐舒适性、鲁棒性与机械系统的硬约束。 

4.4.1问题描述 

针对以上描述的问题，状态变量的选取如(4.5)与输出变量变量的选取如

(4.6)：则系统的状态方程与输出方程如下： 

1 2

1 12

( ) ( )
( ) ( )

a

a

x t Ax t B w B f
z t C x t D f

= + +
 = +

&
                  (4.9) 

其中， ( )Tf rw w w= 为路面的扰动输入， ( )1 2
T

a a af f f= 前后主动悬架产生

的主动力。 

将系统(4.9)用参数依赖模型描述如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j j u

j j ju

x t A x t B w t B t u t

z t C x t D u t

θ θ

θ θ

= + +
 = +

&
         (4.10) 

其中， ( 1,2)jw w j= = 。 jw 与 jz 用于将多目标控制简化为独立的性能通道

j jw z→ 。θ为不确定向量，有如下假设： 
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a) θ在多面体Θ内变化， 1 2: { , , , }rCoθ θ θ θ∈Θ = L 。 

b) 系统依赖的参数是仿射的，即状态矩阵 ( )A θ ， ( )jB θ ， ( )uB θ ， ( )jC θ

与 ( )juD θ 仿射依赖于θ。 

系统矩阵在一个矩阵多面体内变化，其顶点以 1 2, , , rθ θ θL 为参变量,即 

, ,

, ,

( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) 0

j u i j i u i

j ju j i ju i

A B B A B B
Co

C D C D
θ θ θ
θ θ

   ∈    
   

 

( ) ( ) ( )
: , 1, 2, ,

( ) 0 ( )
i j i u i

j i ju i

A B B
i r

C D
θ θ θ
θ θ

  = =  
  

L  

如上面所描述的，扰动 ( )Tf rw w w= 为白噪声，因此选择 j jw z→ ， 1j =

通道用 2H 性能综合，有利于乘坐舒适性，选择 j jw z→ ， 2j = 通道用广义 2H

性能综合，有利于操纵稳定性与限制悬架的冲击。这样，乘坐舒适性用车身

加数度的渐进变换来衡量，操纵稳定性与悬架的冲击直接用硬约束来限制。 

问题(4.1)：4DOF主动悬架控制问题： 

寻找一个状态反馈控制器，针对所有的不确定性，使 1 1w z→ 的 2H 范数

1 2|| ||T 最小，同时满足 2 2w z→ 的广义 2H 范数 2 2|| ||gT γ< （将输出方程进行归一

化处理）。 

4.4.2状态反馈控制器设计 

本节将针对二分之一车主动悬架控制问题，采用 LMI 方法
[58]
设计状态反

馈控制器，考虑状态反馈u Kx= ，则闭环系统的状态方程与输出方程为： 

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
cl j j u

j j cl ju

x t A x t B t B t u t
z t C x t D u t

θ θ ω

θ θ

= + +
 = +

&
         (4.11) 

其中， ( ) ( ) ( )cl uA A B Kθ θ θ= + ， , ( )j cl j juC C D Kθ= + 。 

( )clA θ 是稳定的， 2
1 2 1|| ||T γ< 的充要条件为存在 0TP P= > 与 0S > ，满足 

( ) ( ) ( )
0

( )

T
cl cl j

T
j

A P PA PB
B P I

θ θ θ
θ

 +
<  − 

            (4.12a) 
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,

,
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( )

T
j cl

j cl

P C
C S

θ
θ

 
>  

 
               (4.12b) 

1( )Tr S γ< ， 1j =                  (4.12c) 

( )clA θ 是稳定的， 2
2 2|| ||gT γ< 的充要条件为存在 0TP P= > ，满足 

( ) ( ) ( )
0

( )

T
cl cl j

T
j

A P PA PB
B P I

θ θ θ
θ

 +
<  − 

            (4.13a) 

,

, 2

( )
0

( )

T
j cl

j cl

P C
C

θ
θ γ

 
>  

 
， 2j =             (4.13b) 

考虑仿射依赖于θ的系统，LMIs(4.12)与(4.13)可以转化为如下 LMIs： 

, , ,

,

0
T T T

i i u i u i j i
T
j i

AQ QA B Y Y B B
B I

 + + +
<  − 

           (4.14a) 

 , ,

, ,

0
T T T
j i ju i

j i ju i

Q QC Y D
C Q D Y S
 +

>  + 
           (4.14b) 

( ) jTr S γ< 1j = ， 1,2, ,i r= L              (4.14c) 

与 

, , ,

,

0
T T T

i i u i u i j i
T
j i

AQ QA B Y Y B B
B I

 + + +
<  − 

           (4.15a) 

, ,

, ,

0
T T T
j i ju i

j i ju i j

Q QC Y D
C Q D Y Iγ
 +

>  + 
2j = ， 1,2, ,i r= L   (4.15b) 

在这里 2 1γ = 。 

此外，为了保证闭环系统的某些动态特性，可将闭环系统的极点配置在

一定的区域内。可以利用 LMI区域的概念将极点配置问题用 LMI进行描述，

D为一幅平面的凸子集，定义如下： 

{ : 0}TD s C L Ms M s= ∈ + + <               (4.16) 

其中， 1 ,[ ]T
jk j k mL L λ ≤ ≤= = 与 1 ,[ ]jk j k mM µ ≤ ≤= 。因此，闭环极点位于 LMI区域之
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内的充要条件为，存在 0Q > 于Y满足下列 LMI： 

, , 1 ,[ ( ) ( )] 0T T T
jk jk i u i kj i u i j k mQ AQ B Y QA Y Bλ µ µ ≤ ≤+ + + + < ， 1,2 ,i r= L   (4.17) 

到此，将主动悬架控制问题重新描述为如下的 LMI优化问题： 

1
1, , ,

min
Q Y Sγ

γ ，满足(4.14)，(4.15)与(4.17)         (4.18) 

不难看出，如果对于(4.18)存在一个优化解 * * * *
1( , , , )Q Y Sγ ，则对于所有

的不确定性 

1、得到一个最优的状态反馈矩阵 *K ， * * * 1K Y Q −= 。 

2、多目标主动悬架系统是稳定的，闭环极点存在于给定的 LMI范围内。 

3、在乘坐舒适性方面，对于所有的白噪声路面扰动，主动悬架系统满足

最小的输出变化。 

4、对所有的单位能量路面扰动满足硬约束(4.7)与(4.8)。 

4.5性能分析 

本节将利用求解出的控制器与二分之一车模型进行分析与仿真，模型的

参数如表 4-1。 

表 4-1 二分之一车名义模型的参数 

符号 含义 值 单位 不确定性 

sm  车身质量 600 kg  ±30% 

Iφ  车身俯仰转动惯量 800 2kg m⋅  ±10% 

usfm  前非悬挂质量 59 kg   

usrm  后非悬挂质量 50 kg   

fL  质心与前悬距离 1.02 m   

rL  质心与后悬距离 1.37 m   

sfk  前悬架刚度 20000 /kN m   

srk  后悬架刚度 20000 /kN m   

sfc  前悬架阻尼 1400 /kN s m⋅   
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src  后悬架阻尼 1400 /kN s m⋅   

tfk  前轮刚度 175000 /kN m   

trk  后轮刚度 175000 /kN m   

0G  路面不平度系数 10
-5 2 1/m m−   

V  车速 30 /m s   

max1z  前悬架动行程 0.1 m   

max 2z  后悬架动行程 0.1 m   

考虑的不确定参数为： 

1 2

1 2

1 1
T

t t

s kt kt

k k
m I f fφ

θ
 

=   
 

 

其中， 

( )
( )

1

2

( ) ( )

( ) ( )

kt r s f r uf f r

kt f s f r ur f r

f l m g l l m g l l

f l m g l l m g l l

 = + + +


= + + +
 

包含时不变不确定性的二分之一车模型，在满足假设 a)与 b)情况下，采用仿

射参数依赖模型(4.10)描述，同时要求闭环系统的极点位于右半 34s > − 的区
域内。通过求解(4.18)得到最优状态反馈矩阵如下： 

59.637 18008 108.87 93.894 322.13 495 62.514 9626.2
4.7575 365.03 209.51 14711 206.52 8027.2 672.01 18472

K
− − − − − − 

= − − − − 
  (4.19) 

    由于在控制器设计时已考虑稳定性问题与不确定条件下系统的鲁棒性问

题，因此不需要对其再进行分析，在这里只给出主动悬架与被动悬架的幅频

特性，用于性能的对比分析。考虑车身质量(420、600、780)与转动惯量（720、

800、880）九种工况，两个输入（前轮与后轮），两个输出（车身垂直加速度

与车身俯仰加速度），绘制主动悬架与被动悬架的频率特性用于系统性能分

析。 

闭环系统的幅频特性如下： 
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图 4-1车身质心垂直加速度对前轮与后轮幅频特性 
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图 4-2 车身俯仰加速度对前轮与后轮幅频特性 

    从幅频特性曲线可以看出，在九种工况下主动悬架性能明显优于被动悬

架。 

4.6仿真结果 

4.6.1随机路面输入仿真 

我们选取为 D级路面，车速 30米每秒。考虑车身质量（ kg）（420、600、

780）与转动惯量（ 2kg m⋅ ）（720、800、880）九种工况，对主动悬架与被动

悬架进行时域随机路面输入仿真。随机路面输入仿真曲线如下： 



第四章 基于 LMI的多目标主动悬架设计 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
H2
Pas

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
H2
Pas

 

图 4-3车身垂直与俯仰加速度仿真结果 
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图 4-4 前悬架与后悬架动行程仿真结果 
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图 4-5 前轮与后轮胎动静载荷比 

从仿真结果可以看出，对于车身垂直加速度与车身俯仰加速度，主动悬



吉林大学硕士学位论文 

59 

架的性优于被动悬架。主动悬架的动行程小于悬架系统的最大行程，没有撞

击限位块影响乘坐舒适性。主动悬架的轮胎动静载荷比小于 1，保证了轮胎的

接地性，满足操纵稳定性的要求。 

4.6.2脉冲路面输入仿真 

我们选取车速 30 米每秒。考虑车身质量（ kg）（420、600、780）与转

动惯量（ 2kg m⋅ ）（720、800、880）九种工况，对主动悬架与被动悬架进行

时域脉冲路面输入仿真。脉冲路面输入仿真结果如下： 
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图 4-6 脉冲路面输入 
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图 4-7车身垂直与俯仰加速度仿真结果 



第四章 基于 LMI的多目标主动悬架设计 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
H2
Pas

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
H2
Pas

 
图 4-8 前悬架与后悬架动行程仿真结果 
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图 4-9 前轮与后轮胎动静载荷比 

从仿真结果可以看出，对于脉冲路面输入，主动悬架幅值小于被动悬架，

收敛时间小于被动悬架。主动悬架的动行程小于悬架系统的最大行程，没有

撞击限位块影响乘坐舒适性。主动悬架的轮胎动静载荷比小于 1，保证了轮胎

的接地性，满足操纵稳定性的要求。 

4.7本章小节 

本章首先给出 LMI（线性矩阵不等式）理论的简单介绍，以及利用 LMI

进行系统性能的分析与控制器的综合问题。随后针对二分之一车主动悬架控

制问题，考虑乘坐舒适性、机械系统的运动约束与操纵稳定性，利用 LMI 理

论，进行悬架系统性能的分析与状态反馈控制器的多目标综合。在系统性能

的分析中，将不同的目标分别采用用 2H 与广义 2H 性能的 LMI 描述形式，在
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分析的基础之上，利用 LMI 理论综合了多个不同性能进行状态反馈控制器的

设计，解决主动悬架控制器设计中存在的多目标问题。最后针对主动悬架与

被动悬架闭环系统，进行分析与时域仿真，结果较令人满意。 



第五章 全文总结 

第五章 全文总结 

本文以二分之一 4DOF 车为模型，考虑了车辆的平顺性、操纵稳定性与

物理系统的实际约束，针对具有诸多不确定性的悬架系统，利用鲁棒控制理

论（ 2H 理论与H∞理论、µ分析及 LMI理论），较系统的讨论了汽车悬架系统

的鲁棒性分析，鲁棒主动悬架设计和基于 LMI的主动悬架多目标设计等问题。 

本文系统的给出了汽车悬架系统鲁棒分析的理论基础，在传统的用于评

价悬架系统基本性能的频率特性法和 RMS 值法的基础上，针对车辆悬架系统

在实际中存在的不确定性问题，提出了评价悬架系统鲁棒性能的结构奇异值

方法。文中针对二分之一车悬架系统作了详细的分析，从鲁棒性的角度分析

了悬架系统，当存在诸多不确定因素时，其悬架系统性能的鲁棒性。在此，

我们讨论了输出反馈H∞和 2H 主动悬架控制系统设计的 Riccati 方法，利用

闭环系统的幅频特性与 RMS 值法进行系统性能的对比分析，并利用µ分析方

法比较了这两种主动悬架系统的鲁棒性。分析结果充分显示了采用H∞和 2H

主动悬架对改善汽车系统总体鲁棒性能的作用，同时也明确了当存在诸多不

确定因素时H∞主动悬架在提高汽车系统鲁棒性方面的优异性。 

另外，在主动悬架设计中，需要考虑乘坐舒适性、机械系统的运动约束

与操纵稳定性相互冲突加权不易，利用 LMI（线性矩阵不等式）理论，进行悬

架系统性能的分析与状态反馈控制器的多目标综合。在系统性能的分析中，

将不同的目标分别采用用 2H 与广义 2H 性能的 LMI 描述形式，在分析的基础

之上，利用 LMI 理论综合了多个不同性能进行状态反馈控制器的设计，解决

主动悬架控制器设计中存在的多目标问题。 

由于悬架的特殊性，以及文中介绍的悬架模型特性所限，例如悬架性能

有三个不变点，既无论采取什么控制方法都无法改变既有的悬架性能。从文

中也可以看出无论我们在加权还是别的措施中，悬架在 10Hz附近（非悬挂质

量的固有频率）与悬架在 1Hz 附近（悬挂质量的固有频率）的地方加速度的
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值很难改变。另外本文采在进行不确定分析时，由于计算奇异值的困难性，

未考虑悬架系统的未建模动态，用结构奇异值曲线分析时，只考虑了四个参

数的不确定性。汽车模型仍然是建立在二分之一车模型基础上，所以还有很

多因素如侧倾与水平运动等汽车的性能还没有加以考虑。这些都是我们后续

所要作的工作。 
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I 

摘要 

悬架系统是汽车的重要组成部分,它位于车身与车轮之间，通常由弹性元

件和阻尼元件组成。它把车体与车轴弹性地连接起来，并承受作用在车轮和车

体之间的力；缓冲来自不平路面给车体的冲击载荷，衰减各种动载荷引起车体

的振动；使非悬挂质量尽量跟随着地面运动，以减小车轮与地面之间附着力的

损失，保证良好的轮胎接地性，从而提供良好的行驶安全性。悬架对汽车的行

驶平顺性、乘坐舒适性及操纵稳定性等多种使用性能都有很大影响。上述对悬

架系统的性能要求之间是相互制约与矛盾的。因此，协调各个因素使车辆系统

的总体性能达到最佳是悬架系统设计的目标。 

悬架系统按其工作原理可以分为被动悬架、半主动悬架与主动悬架，前两

种悬架系统发展相当长的时间，并在实际的车辆中得到广泛的应用，被动悬架

只能满足单一工况的最优，半主动悬架也只能满足少数工况的最优，但无法使

车辆系统的性能在所有路况下达到全局最优。对于主动悬架，通过控制器的设

计可以使车辆系统的性能在所有工况下达到全局最优。因此，主动悬架的研究

为控制方法的选择提供了一个广泛的研究领域，本文正是基于此背景展开工

作。 

平顺性与操纵稳定性是汽车设计的两个重要部分，而悬架是协调平顺性与

操纵稳定性的重要部件。汽车悬架应具有三个主要的性能要求：尽量使乘客不

受路面不平的影响（乘坐舒适性）；抑制轮胎的振动以维持轮胎与路面的接触

及轮胎的动静载荷比（操纵稳定性）；保持悬架动行程在允许的范围内以免撞

击限位块破坏乘坐舒适性（机械约束）。在车辆设计中采用的模型很多，其中

最简单描述整车振动动力学的为七自由度整车振动模型，但考虑到汽车悬架动

力学的主要因素为双自由度垂直振动的四分之一车单轮模型，同时考虑多个输

入的耦合，兼顾车辆的俯仰振动，本文以四自由度二分之一车单轮辙（前后双

轴）模型为对象，在此基础之上针对上述三个目标展开研究工作。 
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前面提出的汽车悬架系统设计中所要求的三个主要性能存在着相互之间

的冲突与矛盾。例如降低悬架系统的刚度与阻尼会得到较好的乘坐舒适性，这

需要加大悬架的动行程，将带来较大的车身姿态变化，不利于车辆的操纵稳定

性。相反为了提高车辆的操控性能，需要悬架系统具有较大的刚度，这样会影

响乘坐舒适性。另外，在实际的形式中车辆处在一个多变的环境中，这包括路

面输入、车辆工况与车辆参数的变化。针对上述问题，本文采用相关的鲁棒控

制理论（H∞理论、 2H 理论、µ分析以及 LMI理论）的原理进行主动悬架控制

器的设计与分析。 

首先,针对二分之一车的动力学方程与控制目标建立系统的状态方程与输

出方程，同时考虑车辆工况的多变性，给出系统相应参数的变化范围，其主要

包括：由于载人或载货重量的变化，悬挂质量与车身转动惯量在某个范围内变

化；又由于轮胎气压的变化，轮胎刚度在一定范围内变化。这样，针对设计的

悬架系统需要应用鲁棒控制理论进行系统的鲁棒性分析。具体地说，当存在不

确定时，悬架系统是否稳定以及是否还能维持期望的性能要求，本文对上述变

化采用结构不确定性进行描述。对于悬架系统的分析方法，本文给出了用于分

析悬架鲁棒性的结构奇异值µ方法，用于分析悬架性能的幅频特性方法与 RMS

值方法。结构奇异值µ方法用于分析在不确定性条件下悬架系统的鲁棒稳定性

与鲁棒性能。RMS值与幅频特性法用于分析系统的乘坐舒适性、悬架动行程与

轮胎动静载荷比。 

其次，我们进行主动悬架系统的设计，首先给出了主动悬架二分之一车控

制问题及性能要求的描述。为了协调相互冲突的各项性能要求，同时为强调人

体对 4 8: Hz振动频率的敏感性、机械系统的运动约束与操纵稳定性的要求，

采用加权输出作为系统控制输出，并以此构成主动悬架增广系统。在此基础之

上，着重讨论了 2H 与H∞主动悬架设计的理论问题，并给出了输出反馈控制器

的构造方法。然后给出了 2H 与H∞主动悬架设计的实例，并进行比较分析，当

这两个系统存在各种不确定情况时的 2H 与H∞主动悬架汽车以不同速度行驶

于不同路面时的鲁棒性。由于H∞性能是以限制系统输入输出最高增益为目
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的，所以从比较结果中可以看出，在不确定较多的情况下H∞主动悬架比 2H 主

动悬架具有良好的鲁棒性。针对不同的随机路面输入（输入为白噪声），分析

三种悬架系统的 RMS 值， 2H 主动悬架具有最好的乘坐舒适性。这与仿真结果

相吻合。 

    最后，针对汽车悬架系统设计中存在的多目标问题与结构的不确定性问

题，利用 LMI（线性矩阵不等式）理论，进行多目标主动悬架控制器设计。首

先将系统的多个设计目标分别转化为 LMI的描述形式进行分析，乘坐舒适性以

2H 性能描述，轮胎动静载荷比与悬架的动行程采用广义 2H 性能描述，同时给

出不同性能控制器的 LMI描述形式。在此基础上，考虑系统的不确定性，采用

参数依赖模型描述系统，使系统仿射依赖于不确定参数，针对设计目标中的不

同性能，利用 LMI求解状态反馈控制器。最后，针对主动悬架与被动悬架，进

行随机路面输入与脉冲路面输入时域仿真，结果表明主动悬架的性能令人满

意。
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Abstract 

Suspension is the main part of the vehicle, it is lie between body and 

wheels. Usually, the suspension is composed of the spring and damper 

elements. It connects flexibly body with axle, affords force between wheel 

and body, retards impulsion load from uneven road to body, and attenuates 

vehicle vibration arisen by all kinds of shift load. Suspension suppresses 

vibration of the wheels so as to maintain firm and uninterrupted contact 

between the wheels and the road, improve the handling stability. The 

suspension has influence of much performance such as ride comfort and 

handling stability. So, to provide a trade off approach between these 

performances is the purpose for suspension design. 

Suspension is divided into three types as its work principle, such as 

passive suspension, half-active suspension and active suspension. The 

passive and half-active suspension have been developed for long time and 

applied in the actual vehicle. For condition the passive suspension can 

obtain optimization. For some condition the half-active suspension can 

obtain optimization. Studies have shown the limitations of passive 

suspensions that it can work well only in some special conditions. 

Semi-active suspensions offer a limited improvement in performance over 

conventional passive suspensions, but they can not ensure global 

optimization over the whole range of road conditions. In order to realize the 

full potential of active suspensions the controller should have the capability 

of adapting to all changing road environments. So the study of active 

suspension supplies an extensive research area for choosing the control 

rule, we can use control theory and technology. This paper is having some 
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studies based on this background. 

Ride comfort and handling stability are two important elements in the 

vehicle dynamic research and suspension is the important part of 

harmonizing these important elements. In general, the suspension has three 

main performance requirements, that is to be as possible as be able to 

isolate passenger from vibrations arising from road roughness (ride comfort), 

to suppress vibration of the wheels so as to maintain firm, uninterrupted 

contact between the wheels and (good handling) and to keep suspension 

strokes within an allowable maximum. During the vehicle suspension 

designation, there are many models, among these models, one is 7 DOF 

simple whole vehicle system mathematic model. For existing all kinds of 

subtle dynamic factors affluence and relations within parts each other, the 

basic factor in the leading suspension design can embody using a 2DOF 

single wheel vehicle. Considering the coupling multi-input and the pitching 

vibration of the vehicle as well, this paper is having some studies based on 

single wheel vehicle model and above mentioned those three main 

performance requirements. 

Actually during the vehicle design, above the three main performance 

requirement is conflicted, for example, one low angular rigidity soft 

suspension can achieve good ride comfort, but in the both time, it need 

great suspension space to bring about worse vehicle-body pose control (that 

is handling stability). In reverse, in order to guarantee good handling, it is 

necessary to guarantee that suspension has higher angular rigidity, but this 

suspension is bad to ride comfort. In addition, the actual vehicle moves 

forward a variable environment including different road surface input, 

different vehicle velocity and the parameter of the vehicle maybe varies. For 

above these factors, this paper designs control rules to form related active 
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suspensions using robust control theory ( H∞ theoretic, µ  analysis ,  LMI 

theory) . 

Firstly, build the half-vehicle’s state equation and output equation using 

the dynamic model. Considering the variable conditions, we give the 

changing rang of parameter, including: the body mass alters in a bounded 

range when the carload quantity or the number of passengers varies, so 

does the tire stiffness when air pressure changes. So it is essential to 

analyses robustness of a vehicle suspension. In other words, we need know 

whether the vehicle suspension is stability and whether can remain stable 

performance expected for uncertainties. In this paper, we give the related 

described approaches by using the structured uncertain systems. For the 

analysis of the suspension, we discussed approaches of analysis to the 

robust suspension system by using the structured singular value µ , to the 

suspension performances by using RMS value and frequency response. 

The structure singular value µ  is the sufficient and essential condition of 

robustness, and this method can discuss the suspension system robust 

performance of concerned frequency range. By using RMS value and 

frequency response , we analyse the performances of suspension, such as 

ride comfort, good handling. 

Secondly, begin to have some work to design robust active suspension. 

First of all, we give the problem of active suspension 4DOF 1/2 vehicle 

system control and description of performance requirements. In order to 

harmonize conflict performance requirement and emphasize sensitivity of 

vertical vibrations between 4 and 8 Hz for human being, we adopt weighted 

output as system control output, and form the suspension augmented 

system. Based on this system, we discussed emphatically theory problem of 

2H  and H∞  active suspension designation, and present of output 
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feedback 2H  and H∞  controller form methods. We give an example of 

2H  and H∞  active suspension design.  We compare the robustness of 

these two system when the vehicle’s moving forward on different roads and 

with different velocity and existing different uncertainty, Because H∞  

performance objective is limited system highest value from input to output, 

from the compared results, it indicated that the H∞  active suspension 

system has advantages of improving performance robustness in the 

presence of various uncertainties. Considering the random road input(white 

noise), we analyse the RMS value of these suspensions, the 2H  active 

suspension have the best ride comfort. 

Finally, concerning the design problems of suspension, which are 

multi-object and robust performance for uncertainty, we use the LMI(linear 

matrix inequation) theory to design the multi-object active suspension 

controller. First, we formulate the performances with LMI, such as the ride 

comfort is formulated by 2H  performance, wheel vibration and suspension 

stroke are formulated by generalized 2H  performance. Then, we formulate 

the controller with LMI. Based on such consideration, for all uncertain 

factors taken into account, parameter affine dependent model is adopted to 

describing the vehicle system. A multi-objective state-feedback approach is 

then promoted for the conflicting requirements. A controller is given via the 

LMI solver and simulations for both normal random road input and pulse 

road input is discussed in the time domain, respectively. Comparisons 

between the active and passive suspensions show that ride comfort 

performances are optimized as well as stable and other performance 

guaranteed in the active vehicle system. 

 

 



吉林大学硕士学位论文摘要 

 

keywords: suspension system  active suspension  robust control  H∞ and 2H  

control µ  analysis  LMI theory uncertainty 

 
 


