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摘 要

众所周知，Gauss超几何函数F(n，6；c；z)、完全椭圆积分瓦(r)和￡(7')、广义椭

圆积分瓦。(r)和&(7')、广义Hersch-Pfluger偏差函数妒K(o，r)以及与其相关的一些

其它的特殊函数在数论、拟共形理论、几何学等许多数学领域以及其它学科

中都有着广泛而重要的作用。而广义椭圆积分作为最重要的特殊函数之一，一

方面它是超几何函数的重要特例。另一方面，广义椭圆积分又是完全椭圆积分

的推广。广义椭圆积分还与出现在广义模方程中的广义Gr6tzsch环函数‰(r)、

广义H讧bner上界函数m。(r)、广义Hersch-Pfluger偏差函数妒x(n，r)、Agard偏差函

数似a，亡)和线性偏差函数A(n，K)有着密切的联系。事实上，我们可以通过

研究广义椭圆积分的性质来获得肛口(r)、mn(7')、99K(a，7')、船(口，￡)和入(口，K)的性

质。尤其是函数≯K a，7．)的用初等函数给出的界经常依赖于由J||C口(r)定义的函

数地(r)、m口(r)与某些初等函数组合的分析性质。因此，深入研究广义椭圆积分

的性质及其应用具有重要意义。

本文一方面通过深入研究广义椭圆积分k(r)和￡(r)与某些初等函数的组合

的性质，把完全椭圆积分JIC(r)和￡(r)所具有的某些重要性质推广到JIC口(7．)和&(r)，

揭示了广义椭圆积分k(r)和&(r)的一些新的分析性质，并得到了一些函数不

等式。同时，改进了完全椭圆积分J|IC(r)和E(r)由初等函数给出的界。另一方

面，通过研究函数p口(r)和m，a(r)等与某些初等函数的组合的单调性和凹凸性等性

质，获得了一些函数不等式，进而改进了广义Hersch-Pfluger偏差函数垆K a，r)的

上下界，推广-]"Hersch-Pfluger偏差函数妒K(7')的性质，加强了显式广义拟共

形Schwarz三J l理和广义Ramanujan模方程解的估计。

本文共分四章：

在第一章中，主要介绍了本文的研究背景，并引入本文所涉及的一些概念、

记号和已有结果。

在第二章中，首先给出了一些由函数k(r)和￡(r)分别与初等函数组合的一

些分析性质，获得了一些函数不等式。然后，研究了由函数JIC口(r)和Eo(r)所定

义的一些函数的单调性和凹凸性，获得了一些函数不等式，并由此推广和改进

了瓦。(r)和己(r)的一些界。最后，通过讨论广义椭圆积分对参数a的依赖性，给出

了广义椭圆积分的一些新的分析性质。

在第三章中，通过研究广义Gr6tzsch环函数p口(r)和广义Hiibner_[：界函数mQ(r)

的一些分析性质，获得了函数肛d(r)与m口(r)的一些由广义椭圆积分表示的函数不
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等式。然后，运用第二章的结果及函数l，ph-(a，7．)与函数p口(r)、ma(r)的特殊关系，

得到了函数妒K(凸，r)的一些用初等函数给出的更好的估计。

在第四章中，主要研究并获得了广义,．Ramanujan模方程的解妒K(口，7-)，广

义Agard偏差函数rm(a，t)和广义线性偏差函数入(n，K)的一些分析性质。

关键词：Gauss超几何函数，完全椭圆积分，广义椭圆积分，GrStzsch环函

数，H讧bner不等式，广义Hersch-Pfluger偏差函数，广义Ramanujan模方程
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Abstract

It is well known that the Ganssian hypergeomctric function F(a，6；c；z)，corn-

plete elliptic integrals瓦(r)and￡(7．)，generalized elliptic integrals咒n(7') and巴(7．)，

generalized Hersch-Pfluger distortion function妒K(o，t．)and othcr related special

functions play an extensive and important role in number theory,quasiconformal

theory,geometry and many other areas of mathematics and other disciplines．

As one kind of the most important special functions，the generalized elliptic

integrals axe important special cases of hypergeometric functions．On the other

hand，they axe the generalization of the complete elliptic integrals．Moreover，the

generalized GrStzsch ring function芦n(7．)，generalized Hiibner upper bound function

mn(r)，generalized Hersch-Pfluger distortion Function妒K(口，r)，Agaxd叩-distortion

function UK(a，t)and linear distortion function入(n，K)，which appear in the gener-

alized modular equation．are defined in terms of the generalized elliptic integrals．

fact，one can obtain the properties of p口(7．)，m。(r)，妒K(a，r)，r]K(a，t)and入(n，K)

by studying the properties of the generalized elliptic integrals．In particular，the

estimates of the function垆K(n，r)given by elementary functions often depend on

the analytic properties of certain combinations of the functions‰(7-)，mn(r)and

some elementary functions．Thus，the reseaxches on the properties and applications

of the generalized elliptic integrals are significant．

In this thesis，we extend some important properties of the complete elliptic

integrals咒(r)and E(r)to the functions瓦。(r)and幺(r)，reveal some new analytic

properties of k(r) and厶(r) by studying the properties of the combination of the

generalized elliptic integrals JICn(r)，厶(r)and some elementary functions，from which

some functional inequalities and better estimate for J||Cn(r)and&(r)follow．we

shall also derive some inequalities of the functions p口r)and m口(r)by studying the

monotonicity,convexity and concavity of certain combinations of the functions pn(7．)，

m口r)and elementary fimctions，by which we strengthen the upper and lower bounds

of the generalized Hersch-Pfluger distortion妒K(n，r)，quasiconformal Schwarz lemma

and the solution of generalized Ramanujall’s modular equation．

This paper is divided into four chapters as follows：

In the first chapter，we introduce the research background of this thesis and
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some concepts，notation and some known results used afterwards．

In the second chapter，we present some analytic properties of certain combina-

tions of functions k(r)，厶(r)and clementary functions，and obtain some functional

inequalities．Then，we study the monotonicity,convexity and concavity of some

functions defined in terms of the functions瓦Q(7．)and已(r)，get some functional

inequalities for them，and improve some known bounds of咒。(r)and￡(r)．We

shall also obtain some new analytic properties of the generalized clliptic integrals

by studying the dependence on parameter a of the generalized elliptic integrals．

In the third chapter，we study some analytic properties of the generalized

GrStzsch ring function‰(r)，the function mn(r)and the related generalized elliptic

integrals，and obtain some inequalities of the flmctions肛a r)and m。(7．)．Then，we

apply some results in the second chapter and the relation between妒K(凸，r)and

‰(r)and mn(r)，to get some better estimates of the function WK(a，r)，which are

given in terms of certain elementary functions．

In the fourth chapter，we show some analytic properties of thesolution qOK(a，r)

to the generalized Ramanujan’S modular equation，the generalized Agard rt-distortion

function取(o，t)and generalized linear distortion function入(口，K)．

Key words：Gaussian hypergeometric function，complete elliptic integrals，gen-

eralized elliptic integrals，GrStzsch ring function，Hiibner’S inequality,generalized

Hersch-Pfluger distortion function，generalized Ratnanujan’s modular equations
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第一章 绪论

1．1 引言

本节出现的函数概念及记号分别由1．2—1．4节给出。

1656年，Wallis提出了“超几何级数”这一术语【1】。18世纪中期，Euler对超

几何函数进行了深入研究，发现了超几何函数的积分表示等【2l。1812年，Gauss首

次在超几何函数领域做出贡献【3】。之后，在很长一段时期内，超几何函数

成为Jacobi、Kfimmer、Fuchs、Riemann、Schwarz和Klein[4]等当时的主要数学家

们的研究主题。1873年，Schwarz解决了超几何函数的参数值问题【5】，使得超

几何微分方程和群论相结合，并发现了广泛的应用。20世纪初，印度数学

家S．1：油2laJlujan对Gauss超几何函数和模方程及其解的性质等方面做了广泛深入的

研究，得到了很多结果【6_10】，这使得超几何函数的应用更加广泛。超几何函数不

但在特殊函数、拓扑几何学【11。31等数学分支有广泛的应用，还在物理学【141、工

程技术等其它学科领域中有着广泛而重要的应用。

1718年，椭圆积分理论随着Fagnano对双纽线的弧长的研究【15,16】而诞生，

之后由18世纪数学家Euler、Lagrange和Lauden发展起来。19世纪，Gauss、Abel

和Jacobi又对椭圆积分和椭圆函数有了重大发现，Legendre、Pdemann、Klein

和Weierstrass也分别对完全椭圆积分做出了巨大贡献【17,18】。20世纪八十年代

后期以来，G．D．Anderson、M．K．Vamanamurthy和M．Vuorinen教授从研究拟共形

映射的需要出发，开展了对完全椭圆积分的一系列研究，给出了一些关于

完全椭圆积分和超几何函数的新性质(包括不等式)【19一加1。1994年，B．C．Carlson

和J．L．Gustafson给出了完全椭圆积分新的渐近性质【21】。20世纪九十年代，G．D．An-

dcmon、M．K．Vamanamurthy、M．Vuorinen和裘松良教授又系统深入地研究了完

全椭圆积分的性质，并揭示了其在均值理论中的应用[22-231。

在几何函数论中，广义椭圆积分k(r)和厶(r)与将上半平面变换到平行四边

形的Schwarz—Christoffel变换有关㈣。广义椭圆积分作为完全椭圆积分的推广，·

当o=1／2时，咒口(71)和厶(7．)依次退化为J|lC(r)和￡(r)；另一方面，广义椭圆积分也

是Gauss超几何函数的特殊情况。因此，对广义椭圆积分的深入研究有助于促

进数论、几何学、几何函数论、拟共形理论等数学领域、工程技术和天体力

学等领域的发展。因此，能否将完全椭圆积分JIC(r)和￡(r)的一些重要结果推广

到广义椭圆积分匕(r)和厶(r)?这一问题在上个世纪九十年代中期引起了国内

外很多学者的关注。裘松良教授与其合作者深入研究了J||C(r)和￡(r)的Landen变

1
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换性质，并相应地推广到了JIC。(r)、己r)以及Causs超几何函数F(a，6；c；z)【251，获

得了广义Landcn；不等式和广义Lcgendrc关系【26屯8】，而且对JIC口(7')和己(r)与其它初

等函数的组合或复合的诸如单调性、凹凸性等分析性质进行了深入研究，获得

了兢(r)和厶(7’)在7’_1时的渐近性质，并获得了一系列精确初等逼近陋。2】。

另外，20世纪三十到五十年代，Ahlfors对拟共形理论做了很多研究，得到了

平面Gr5tzsch环的模肛(r)的一些初步性质，用完全椭圆积分表示-j',Cr)，从而推

动了对函数弘(7')的研列33】。1952年，Hersch禾tlPfluger把复分析中经典的Schwarz三Jf

理推广到拟共形理论，建立了著名的拟共形SchwarziJI理【删，给出了单位圆盘

到自身且保持原点不动的K一拟共形映射，(所有这些函数组成族QCK(B2))的

由从【o，1】到【o，1】上严格单调上升的函数妒K(r)表示的精确界。即，对任意的，∈

QCK(B21和z∈B2,有

妒1／K“z1)≤I，(z)I≤妒Ⅳ(IzI)． (1．1)

此后，．在拟共形理论中发挥着重要作用的函数{Zg(7')和平面GrStzschJ$的模p(r)的

显式估计问题受到国内外广泛关注。1960年，王传芳证明了【35】：

妒K(r)≤4(1—1／K)r1／K， (1．2)

其中K≥l，0<r<1。1970年，O．HfibnerY．对函数妒K(7’)的显式估计作了重

大改进，并且揭示出妒K(r)对函数m(r)-t-logr 依赖关系【361，即：当K≥1，

0≤7．≤1时，

妒Kp)≤rVⅣexp{(1—1／K)[m(r)+log r])≤4(1—1／K)r1／K． (1．3)

1999年，裘松良、M．K．Vamanamurthy与M．Vuorinen在继O．Hiibner之后又有

了新的发现，证明137]：

妒K r)<rI／K exp{(1—1／K)a(r)} (1．4)

当且仅当m(r)+log r≤凸(r)；

妒l／K(r)<rK exp{(1一K)6(r)) (1．5)

当且仅当m(r)+log r≥?)(r)；

‘_PvK(r)>rK exp{(1一K)c(r)> (1．6)

2
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当且仅当弘(7．)-I-logr≤c(7．)，其中口(r)、6(7’)和c(_r)为(o，1)上的实函数，r∈(0，1)，

K∈(1，∞)。揭示了函数妒K(r)对函数u(r)+log rI拘依赖关系，并获得了不等式

妒K(r)<rl／K exp{(1—1／K)a(r)}<4(一)473(1—1／K)r1／K， (1．7)

cPl／K(r)<r耳exp{(1一K)b(0}≤4c(r)(1-K)rⅣ<4(1一，．)(1-g)rK， (1．8)

妒1／K(7')>7IK exp{(1一K)№(r)+log,-]}， (1．9)

其中，n(r)=掣l。g 4，6(r)=．0-0a、，r，th(。o 1。g 4，c(7')=(x-o了arth(．4D一．从而，
对单位圆盘B2到自身且保持原点不动的删共形映射，及V z∈B2，有

If(z)l≤4(1一例2)273(1—1／Ⅳ)lzll／K． (1．10)

2004年，裘松良教授和马晓艳又将上述(1．4)一(1．6)式结果推广到广义形式[38】：

≯Ⅳ(口，r)<rl／K exp{(1—1／K)a(r)}， (1．11)

当且仅当m，n(r)+log r≤o(r)．

q01／K(a，7．)<∥eXp_[(1一K)6(r)L (1．12)

当且仅当mn(7．)+log r≥6(r)．

妒1／K(o，r)>7'K exp{(1一K)c(r))， (1．13)

当且仅当uo(r)+log r≤c(r)．其dPa(r)、6(r)和c(r)为(o，1)上的实函数，r∈

(0，1)，K∈(1，oo)，口∈(0，1／2]．并获得了函数妒1／K(a，r)的估计：

哪小∽<．[tanh(去融(叼)]4． (1．14)

2008年，王根娣、张孝惠、褚玉明和裘松良建立了"Hersch-Pfluger偏差函

数妒K(r)和第二类完全椭圆积分￡(r)之间的关系㈣，得到了

≯K(7’)<rVK exp{c(1—1／K)[g(r)一1】}， (1．15)

其中，r∈(0，1)，K∈(1，∞)，c=(1094)／(7r一2)．

1959年，Lchto、VirtanCn和V狐勘舀引入由函数妒Ⅳ(r)表征的线性偏差函数A(K)，

且发现了入(K)在拟共形理论中的重要作剧40】，即函数A(K)度量了保持∞点

不动的上半平面的删共形自映射的边界值的偏差。1968年，Agard把函
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数A(K)推广为叩一偏差函数77K(￡)，且论证了函数似(t)可表示K喇共形自同构的
上确界【41】。1997年，G．Martin应用全纯运动理论，揭示了77一偏差函数和解析函

数论中Schottky上界的深刻联系【42】。紧接着，裘松良教授用独创的方法给出

TSchottky上界问题的至今最佳且较满意的解答f43J。

1988年以来，在国内外发表的一系列关于妒K(r)以及由它表征的函数的论著

里，妒K(r)、弘(r)和m(r)等函数的性质得到了系统的研究，同时获得了很多新的结

果。尤其是裘松良教授和合作者G．D．Andcrson、M．K．Vamanamurthy、M．Vuorinen

一起在妒K(r)、弘(r)和m(r)等函数的性质和应用上做了大量工作，为其后的研究奠

定了基础[24—26，30—32，44_46】。九十年代后期，裘松良教授和其合作者又一起揭示了

拟共形映射、解析函数与Ramanujan模方程的联系，从而开创了拟共形理论与模

方程等领域的交叉研究。之后，又将m(r)、p(r)、妒K(r)、入(K)和椒(亡)的许多性

质分别推广到了ma(r)、地(7’)、妒K(n，r)、入(n，K)和懈(o，￡)，创立了研究广义模

方程的新方法。

本章将引入一些记号，并简要介绍Gauss超几何函数、椭圆积分、Ramanujan

模方程和偏差函数的一些基本概念和性质。下面首先介绍本文中常用到的两个技

术性引理。
’

引理1【删．(单调性l’H5pital法则)设a，b∈(一oo，∞)，函数，，g：fa，6】H R

在【口，纠上连续，在(o，6)上可微，且在(o，6)上∥≠0．如果-厂’／9’在(凸，6)上(严格)递

增(递减)，那么函数

脚，=筹瑞删垆筹瑞
在(o，6)上也是(严格)递增(递减)的。

引理2【29|．设‰和8n(n=1，2，⋯．)为实数，幂级数

R(z)=∑犯n和s(z)=∑sn矿

在H<l时收敛。如果对任意的n=1，2，⋯，有8n>0，且‰／s住在(o，1)上严格递

增(递减)，那么函数R／S也是在(0，1)上严格递增(递减)。

本文中，对任意的7'∈(0，1)，总i已r’=~／评．

1．2 Gauss超几何函数

定义1．2．1126|．给定复数a，6和c，c≠0，一1，一2，⋯，Gauss超几何函数是下式

4
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定义的函数在裂纹复平面c＼【1，∞)上的解析开拓

F(口，6一垆2删；c；班薹皆知n (1．16)

这里，当口≠o时，(a，0)=l；当挖∈N兰{后：尼是正整数>时，

(a，71,)=a(a+1)(n+2)⋯(a+亿一1)=r(a+礼)／r(口)． (1．17)

r(口)为下面定义的经典r函数。显然，超几何函数与经典的r一函数、矽一函数

和Beta一函数有密切的关系。

定义1．2．2【矧．ERe(z)>0，&(秒)>0，

m)=Z∞tz--1e～dt删-r，㈤／r(吐B(x加Y渊．(1．18)r(z)=／ e一2 ，妒(z)=r’(z)／r(z)， ，)={萼；：!!j掣等． (1．18)
I，O 1～4 T F，

本文还经常会用到r函数如下两个性质：

r(z+1)=zr(z)， (1．19)

r(z)r(1一z)=7r／sin(aTr)=B(x，1一z)． (1．20)

(1．16)式中的超几何函数有如下求导公式：

dF(。，6；c；z)=警F(a+1，6+1；c+1；z)． (1．21)

一般地，有n阶求导公式：

杀心；c；栌絮铲m怕m；c¨础 (1．22)

超几何函数是非常重要的一类特殊函数，不少其他特殊函数都和它密切相

关，例如：Legendrc区l数、Jacobi多项式、特种球多项式、切比雪夫多项式等都

属于具有三个正则奇点的Fuchs型方程的解，都可以用Gauss超几何函数表达【26】。

不少常见的初等函数也可以用超几何函数来表示，例如：

(1-I-z)Q=F(-a，p；p；一z)，ln(1+z)=zF(1：1；2；-z)，

arcsin z=zF(三，互1；兰；z2)，arctanz=zF(三，1；兰；一z2)．
超几何函数在Z=l点附近的性状分a+b<C，口+b=c，口+b>c三种情况给

出【26t46】，对n，b，C>0，

l F(口’6．c．1)=矧’c>n+6，
{S(a，b)F(a，6；o+6；z)+log(1—2)=R(n，b)+D((1一z)log(1一z))， (1．23)

I F(o，6；c；z)=(1一z)卜n一6F(c一口，c一6；c；z)，c<o+b．

5
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这里，R(a，b)=一27一妒(n)一妒(6)，其中，，y=0．57721566⋯为Euler常数。当6=

1一凸时，R(a)三R(a，1一a)(R(1／2)=log 16)是所谓的砌manqan常数。上述的零

平衡的式子(即口+6=c)称为砌吼an嘶an渐近公式，它给出了函数F(a，6；o+6；z)在

对数奇点Z=1附近的精确描述。 ．

1．3 完全椭圆积分和广义椭圆积分

对于完全椭圆积分的研究已经比较成熟，已获得许多精致的结果。同时，对

于广义椭圆积分的研究也在不断深入。本节主要给出关于完全椭圆积分和广义椭

圆积分的记号及一些已有的重要性质。首先，第一、第二类广义椭圆积分有如下

定义：

定义1．3．1126,46]．对r∈(0，1)，7'7=∥日和a∈(0，1)，
J||C口=咒。r)三-专r(a，1一口；1；r2)，

聪=磋(r)三厄。r，)， (1．24)

／C口(O)=詈，JIC。(1)=oo， ．

和
，

l己=&(r)三-至FCa一1，1一n；1；r2)，
{磁=残(r)三己(r，)’ (1．25)

【己(o)=考，Ca(1)=业2(1-a)．
特别地，当n=1／2时，广义椭圆积分k(r)和已(r)分别退化为第一类和第二类完

全椭圆积分

|7|C=JIC(7-)三ICll2(r)和￡=e(r)三矗／2(7．)．

根据对称性，下文中总设a∈(0，1／2]．

广义椭圆积分有下述求导公式酬：

idlCa：—2(1—-—a)—(C．万-一rt2咒a)， (1．26)
dr r7．’‘

华：—2(a-1)(—／Ca-Ea)， (1．27)

导(k一＆)=丁2(1-a)rEa， (1．28)

昙慨一r彪k)=2凸r瓦口． (1．29)

当n=1／2冰J"，上述公式退化为完全椭圆积分的求导公式。

6



浙江理工大学硕士学位论文

广义Legendre关系式㈣对o，，．∈(0，1)，有

如(r)￡(r)+E(r)￡(r)一‰(r)磋(r)三可7r s可in(aTr)，
当口=1／2时，上述关系式退化为完全椭圆积分的Legendre关系式．

／C(r)$J初等近似 EhRamanujan渐 公式可知，在奇点7'

数JIC(r)具有对数增长性。基于此，下面介绍疋(r)的一些不等式：

(1．30)

=1附近，函

1992年，Anderson等人发现JIC(r)可以由反双曲正切函数arth来逼近【47】：对任

意的r∈(o，1)，有

三(掣)1／2<研)<互_arth(r)． (1．31)

1995年，S“lor令人惊奇地给出了咒(r)与1和7．’的算术均值及对数均值的关

系【48’49】：令4(1，r7)=(1+r’)／2，L(1，r’)=(1一r')／(109 1一logr，)，c1：2／7r，c2：

12／(57r)，对V r∈(o，1)，则有
一

三(高+耦)<孙三(南+揣)．∽32，
1998年，裘松良教授等人给出了J|IC(7．)的如下的界删：令c3=7r／2一l092，c4=

3log 2—7r／2，c5=e印(7r／2)一4，对V 7'∈(0，1)，贝IJ有

ca+log(1-I-1／r7)<||IC(r)<c3+c4(1一r7)+log(1+X／r’) (1．33)

和

log(4／r’+C5r7)<瓦(r)<log(4／r7+c5)． (1．34)

2004年，裘松良教授及其合作者Horst Alzcr教授进一步改进了瓦(r)的上述

界，获得了相应于(1．31)一(1．34)形式的J||C(r)和￡(r)的精确界【29】：对V 7．∈(o，1)，有

(1．35)

令A(1，r勺=(1+r7)／2，L(1，r’)=(1一r')／(109I—logr’)，a1=2／7『，Q2=

3／4，对V r∈(0，1)，则有

12 f，一L r')+耥)州小三(南+褊)；∽36，
令a=7r／2一log 2，Q3=7r／4—1／／2，Q4=3 l092—7r／2，对V r∈(o，1)，贝U有

Ot+ofa(1～7．7)+log(1+1／r7)<．IC(r)<Q+Q4(1一，-7)+log(1+1／r’)； (1．37)

7
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令p=e坤(7r／2)一4，a5 2【4一(7r／4)e冲(7r／2)】／【e印(7r／2)一4】，对V r∈(0，1)，

则有

log(4／r7+∥)<厄(r)<log(4／7．7+fir‰)． (1．38)

1985年，Carlson和Gllsta白0n教授得到【51】：

而lc(r)<寿，o<r<1． (1-39)丽<丽，o<r<L (1-39)

1993年，裘松良教授证明T152]：

丽9<蒜log(4／r’0<川． (1．4。)
8+r2、 ’)’u一一。 ＼“圳7

1996生g，裘松良glVamanamurthy教授得到了f53j：
’

磁Jc硒(r)<l+扣。<r<1． (1．41)

1998生g，Alzcr教授证明了删：

1+(南41 2一1)段晶肚川． ∽42，

(1．41)式改进-j"(1．39)i式，且不等式(1．41)中的常数1／4和不等式(1．42)中的常数

[7r／(41092)】一1是最佳的。

￡(r)的初等近似

1883t]三，Muri指出以1和r为半轴的椭圆的周长人(1，r)可以由2丌((1+7'312)12)213来

近似估计lss]。1997年，M．Vuorincn教授给出了如下猜测【56】：

三(竿)2归≤氟(崎<1)． (1-43)

裘松良教授在同年对这个猜测给予了证明嘲。随后在2000年，B盯nard等人巧妙

地给出了占(r)的上界f57】，提供了与(1．50)式对等的一个很漂亮的不等式：

∞)≤三(半)V2，(0 s哪)． (1．必)

2004年，裘松良和Horst Alzer教授改进了上述不等式，证明了此形式下的精

确界【29】。即，令理6=(109 2)／[109(zr／2)]，则对V 7’∈(0，1)有：

三(半)2扫洲≤三(竿)V纰． ∽45，

广义椭圆积分关于参数口的性质【24】：对任意的7'∈(o，1)，则有

(1)函数．厂@)三晶一口(r)从【o，1／2]到阿(r)，丌／2】上单调下降。

(2)函数9(。)三JICn(r)从【o，1／2]]!lJ[r／2，JIC(7_)】上单调上升。

(3)函数^(r)三幺(r)从【o，1／2】到【7r产／2，￡(r)1上单调上升。

8
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1．4 广义Rama玎ujan模方程

本节简要介绍Ramanujan模方程概念。因为广义Gr5tzsch环函数p口(7')和广

义Hfibner l-_界函数m口(r)在对广义Ramanujan模方程解的估计中起到举足轻重的

作用，下面我们首先来介绍它们的定义。

定义1．4．1阻，461．设a∈(0，1／2]，r∈(0，1)，广义Gr6tzsch环函数定义为

以忙南笺器=二2sin(art)型K’o(r)． (1．46)

当口=l／2时，p口(r)退化为平面Gr砒zsch环函数p(7’)，也就是平面GrStzsch环B2＼

【0，r]的模，这里B2是复平面上的单位开圆盘。

Landen变换公式可得如下恒等式[461：

时川=和咖(鬲X-r)可7r2时)_2卢(等)． (1．47)

定义1．4．2124,261．设a∈(0，1／2]，r∈(0，1)，定义

r’m口(?-)三南∥瓦口(r)E(r) (1．48)

称函数m口(r)为广义Hiibner_h界函数。显然，当n=1／2时，函数m口(7．)退化

为Hfibner上界函数：

m(r)三m·／2(，．)=!丌rag(r)ic7(r)·

^

函数‰(r)和m。(r)在研究拟共形理论及深奥的模方程理论中是必不可少的。

裘松良教授和国外合作者一起就卢(r)和m(r)的性质做了大量工作，并将其中许多

性质推广到‰(7')和m口(r)，具体参见【19-20，23-32，43-46]．

设K>0，a∈(0，1／21，r∈(0，1)，广义Hersch—Pfluger偏差函数定义为

s=妒耳(D，，．)=K1(卢。(r)／K)，垆K(o，0)=妒耳(凸，1)一1=0． (1．49)

当n=1／2时，函数妒K(口，r)即为Hersch-Pfluger偏差函数

cpK(r)=p。(p(r)／K)．

于是，符号差为1／n的P次广义模方程

堕F(a搿=p堕F(a谢1 ，删 (1．50)
，1一口；1；s2)

，

，一n；1；7’2)’∥。
r⋯7

9
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可写成

卢n(s)=pp。(r)，

而妒1／v(a，7．)就是(1．50)的解。当口=1／21对，式(1．50)退化为经典模方程：

锱=p器，吼(s)⋯∽．瓦(s) 一瓦(r)’1
h叫 一V广

]"-fi(Agard r]-偏差函数77K a，t)和广义线性偏差函数入(n，K)分别定义为【46J：

和

同样，当o=1／2时，

州州)=[揣卜2 V／t； (1．51)

砌∥h小’1)=l篇篇r (1-52)
l妒1／KIo，、／z／zJ l

椒a，t)和入(凸，K)即为rl一偏差函数懈(艺)和线性偏差函数A(K)：

叫归[端]2产．t t；，
邶)刊1)=l黯锯r

这两个函数在拟共形映射的极值问题和拟正则映射以及拟对称函数等数学领

域中发挥着重要的作用【33—36，40一躬】。例如，函数似(t)为拟对称映射提供了界。

而A(K)度量了固定无穷远点的上半平面映为自身的K一拟共形映射的边值的偏

差。G．Martin应用全纯运动理论，建立了儆和就范解析函数的极值问题的联

系【42】：令A(r)={，：B2 H砰＼{o，1)l，解析，且l，(o)l=r)，则，

嘶)=sup I／(圳：f E A(r)’H=磊>
由此并利用Schottky’s定理，有

，(z)I≤g(r，Izl)三77K(r)，K=(1+Izl)／(1一Izl)。，

其中，，∈A(r)，H<1．特别地，当，∈A(1)时【58】，

l，(r)I≤入(K)，K=(1+lzl)／(1一Izl)．

鉴于其理论和应用价值，对函数md(7-)、p。(r)、妒耳(n，7．)、入(口，K)和r79(a，t)的性

质的研究是十分必要的。
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第二章 广义椭圆积分的性质

2．1 引言

椭圆积分在物理学(如电磁场及其相关特性的计算、单摆和其它振子的研

究、天体力学的一些问题等)以及几何函数论等学科中都有着重要的作用【27】。

例如，在几何应用上【56】，令A(1，r)表示长、短半轴依次为1和r∈(0，1)的椭圆的周

长，则有，A(i，r)=4E(r，)，即第二类完全椭圆积分￡(7．)给出了椭圆的周长。近

年来，对于完全椭圆积分的研究又有新的深入。相比之下，对广义椭圆积分的性

质的研究要少的多。基于广义椭圆积分应用的广泛性和定义的抽象性，对于如何

将完全椭圆积分所具有的精致性质推广到广义椭圆积分这一研究工作受到了数

学工作者的广泛关注。尤其是对其由初等函数给出的上下界估计，它不仅使得

广义椭圆积分更加形象具体化，还使得和它密切相关的广义Hersch．Pfluger偏差函

数妒K a，r)等特殊函数的界更加精确。因此，对广义椭圆积分性质的深入研究有着

十分重要的意义。

2．2 广义椭圆积分的性质与函数不等式

本节研究了广义椭圆积分k(r)和￡(r)分别与某些初等函数组合的分析性质，

获得了k(r)和厶(r)的一些函数不等式和在研究广义椭圆积分过程中经常要用到

的一些函数的性质。

2．2．1 k(r)的性质

当o=1／2时，下面的定理2．1(1)、定理2．2(1)(2)、定理2．3(1)(2)分别退化

为【46，定理3．21(3)】、【46，定理3．21(10)]和[47，定理3．2(3)】。

定理2．1．设c∈R，定义函数k(r)三足。(7．)+clog(r，)，则有：

(1)函数^在(o，1)2严格单调上升(下降)且是向下凸(凹，即向上凸)的当且

仅当c≤41一o)7r(c≥sin(an))；特别地，函数k(7_)+sin(a7r)log(r7)从(o，1)到

(【R(Q)sin(a7l-)]／2，7I-／2)A严格单调下降且是凹的。函数／Ca(r)+a(1一a)rrlog(r’)

从(o，1)到(7r／2，oo)2是严格单调上升且是向下凸的。

(2)当n(1一口)7r<c<sin(a7r)时，存在唯一的ro∈(0，1)使得函数^在(o，7'o】上

严格单调下降，在【ro，1)上严格单调上升且是向下凸的。

11



爿(r)<o兮c≥2(1-a)。s<urp<1{兰釜Q2二掣／- ．}=sin(n丌)．0<r< L
—

J

由此即得关于^单调性的结论。

(2)当口(1一n)7r<c<sin(aTr)时，由【24，引理5．2(1)]n-I知函数2(1一a)【￡(7．)一

rnK：n(7’)】／r2一c从(o，1)至ilJ(a(1一n)7r—C，sin(aTr)一c)上严格单调上升。所以存在唯

一的r0∈(0，1)使得在(o，ro)上有爿(7-)<o，在to，1)_12有fi(r)>0，且爿单调上升。

故^(7')在(o，ro)上严格单调下降，在(r0，1)上严格单调上升且是凸函数。证毕。

下面证明凹凸性，利用级数展开可得

尼口(r)一7r／2+cl。g(，，，)_去∑去(佗An—c)r2n

其中，An=(a，n)(1一a，n)丌／(n!)2．

!兰±!!垒兰±!：!堡±竺21兰±!二竺2
nAn n2+佗

：生巴望幽>1，===一：'-n2+n
7^’

f13[46，引理1．50】和(1．20)式可知序歹lJ{nA。)关于仡严格单调上升，且有极限sin(aTr)

(佗一o。)；对于n≥1，nAn—c≥0兮c≤afin{nA付)=a(1一o)7r；几An—c≤0兮

c≥sup{hAn}=sin(a7r)．据此得到关于^的凹凸性的结论。证毕。

定理2．2．设c∈R，且c≥1．定义函数厶(r)三JIC口(7．)／log(c／r，)’则

(1)函数厶在(o，1)上严格单调上升当且仅当c≥exp{1／[2a(1一o)】)；而且

当c≥exp{1／[2a(1一o)])时，，2是向下凸的。特别地，此时对任意的7'∈(0，1)，成

立不等式

丽71"<端<丽71"+[sin(训一丽71"]r． (2．1)

(2)函数厶在(o，1)上严格单调下降当且仅当1≤c≤cxp(R(a)／2)．

(3)当exp(R(a)／2)<c<exp{1／[2a(1一o)】)时，存在唯一的ro∈(0，1)，使得

函数，2在(o，7'o]上严格单调下降，在[r0，1)上单调上升。

证明：求导得所)=丽斋{2(1-0)华
12

log；一蚓r))．
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所以，

跏)>(<胂引≤)吣sup卧的inof p唧[矿赢‰”
Fh[59，定理3．8(9)]可知函数r，exp{r2J，口(r)／【2(1一口)(己(r)一一匕(7'))】)从(o，1)到

(cxp(R(a)／2)，exp(1／[2a(1一n)】))上严格单调下降。所以，在(o，1)l-_，尼I(r)>o当

且仅当c≥exp{1／[2a(1一口)】)，尼(r)<o当且仅当1≤c≤e)(-p(R(a)／2)．由此即得

结论(1)和(2)中关于单调性的论断。

现令．ql(r)三r7 log(c／r，)，则当c≥exp{1／[2a(1一n)])，7．∈(0，1)时，

9i cr，=；r，＼1。rci)<一；[搿+，。g；]<。，
故夕1在(o，1)J5严格单调下降。

又由【59，定理3．8(9)】可知，函数

曲，--=log c-logp唧[犷磊‰]> 仁2，

在(0，1)上是正的且严格单调上升当且仅当∥吣sup<，{r，唧[犷≤‰肛刚胆m训．
所以，当c≥exp{1／[2a(1一a)】)时，斯)-2(1叫紫以r)
在(o，1)J2严格单调上升，故函数止为向下凸的。据[24，引理5．2(8)]，f2(o+)=

7r／(2109 c)，如(1_)=sin(aTr)．不等式(2．1)显然成立。所以，(1)m其余结论成立。

最后，当exp(R(a)／2)<c<exp{1／[2a(1一o)】)时，有

R(a)／2<logc<1／[2a(1一n)】，

而函数92从(o，1)至IJ(109c一1／12a(1一n)]，logc—R(n)／2)上严格单调上升。因此，

由(2．2)知存在唯一的砌∈(0，1)使得在(o，r0)上有尼(7’)<0，在(伯，1)上尼(r)>0．由

此即得结论(3)．证毕。

定理2．3．设c∈R，定义函数^(r)兰r2．||Cn r)+clogr’，则

(1)函数^在(o，1)上严格单调上升(下降)当且仅当c≤sin(aTr)(c≥7r)；并且，

当c≥7r时，，3在(0，1)上是向上凸的。特别地，对任意的r∈(0，1)，成立不等式

洳)<揣<丌． (2．3)
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(2)当sin(a；T)<c<7r时，存在唯一的伯∈(0，1)使得函数^在(o，咱】上严格单

调上升，在ro，1)上严格单调下降。

证明：(1)Eb[24，引理5．4(1)]和己(r)的单调性，知函数

g(r)兰ar忍IC口r)+(1一n)厶(r)

从(o，1)到(sin(Q7r)／2，7r／2)上严格单调下降。求导得

髭(r)2封2夕(r)一c】_一刍【c一29(r)】． (2·4)

于是有：

兵(7I)>0兮c≤2 0<rin<f1{夕(7．))=sin(at)，

矗(7')<0§C≥2 sup{夕(r))=7r．

故得(1)中前一结论。

因为函数r H r／r尼在(o，1)上严格单调上升，函数c一29(r)>o且单调上升当

且仅当c≥2 sup{夕(7’))=丌．因此，当c≥7r时，函数

一刖=刍【c一29(r)】
在(0，1)上严格单调上升。由此得到(1)中的第二个结论。

(2)当sin(07r)<c<7r时，函数29(r)一c从(o，1)到(sin(口7r)一c，7r—c)上严格

单调下降。所以由(2．4)式可知，存在唯一的ro∈(0，1)使得在(o，伯)上有髭(7．)>0，

在to，1)_lzf；(r)<0．结论(2)即得。证毕。

下面的引理是对[24，引理5．4(1)和(2)]的补充和完善。

引理2．4．设c∈R，则有：

(1)若函数^(r)兰产k(7')，则当o<c<2a(1一口)时，存在唯一的点ro∈

(0，1)使得函数^在(o，ro】上严格单调上升，在h，1)上严格单调下降。当2a(1-a)≤

c<2时，函数厂4是向上凸的，且成立不等式

(1一r)7r／2<r'lC口r)<7r／2． (2．5)

(2)若函数^(7')三7’肥￡(r)，则当一2(1一o)2<C<o时，存在唯一的点伯∈

(0，1)使得函数，5在(o，ro】上严格单调下降，在【ro，1)上严格单调上升。且当c≤

一2(1一o)2时，函数^是向下凸的。

(3)函数^(r)三rr2{k(r)一7r／2}／r2从(o，1)到(o，n(1一n)7r／2)上严格单调下降

且是向上凸的。

14
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(4)令c∈R且c>0，则函数fT(r)三re∥瓦n(r)在(0，1)上严格单调下降当且仅

当c≤0，并且不存在c∈R使得函数fT(r)在(o，1)_15单调上升。

(5)函数^o(r)三{￡(r)一rr2K：口(r)}／[1一r'2arthr／r】从(o，1)到(sin0丌)／f2(1一

n)】，3aTr／4)_l=严格单调下降。

证明：(1)求导得

跏)=一?肛2k∽[c叫1刊E．(rr)2-kr吡∽a(r)J1． (2．6)

由【24，引理5．2(4)]多ill，当o<c<2a(1一o)时，函数¨忙2(1-0)锗一c
从(o，1)到(一c，2a(1一Q)一c)上严格单调下降，故由(2．6)式可知存在唯一的ro∈

(0，1)使得在(o，to)J=有月(7．)>0，在to，1)上丘(7')<0．

当2a(1一n)≥c≤2时，，．H rtC-21k(7．)在(o，1)上严格单调上升，而且一h1

在(o，1)上是正的严格单调上升函数。故由(2．6)式知当2n(1一n)≤c≤2时，以严

格单调下降。不等式(2．5)显然。

(2)求导得

纠=rr,c-2∞){2(0叫鼍崭产一c)．
根据【24，引理5．2(6)】，函数

}l r。一o，． 1、7．忍【JIC。(7')一乞(r)】 。训三2(n一1)坐铲一c
从(o，1)到(一c一2(1一Q)2，一c)上严格单调上升。所以，当一2(1一口)2<c<o时，

存在唯一的绚∈(0，1)使得函数AE(o，咱】上严格单调下降，在ro，1)上严格单调上

升。

1主I[24，引理5．4(2)和引理5．2(6)】可知：函数r H r。c-2￡(r)在(o，1)上严格单调上

升当且仅当c≤2—2(1一o)2=2a(2一凸)，函数h2在(o，1)上是正的且严格单调上升

当且仅当

c“in嘲f似叫华崭产)=2(a-1)。s<u，p<。{11茎铲)=一2(1一口)2．
因此，当c≤-2(1一n)2时，名在(o，1)上严格单调上升，故函数^是向下凸的。

15
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(3)利用级数展开可得

肿卜三薹掣r2n-2_三喜掣p学+三垂嵴
因为对于所有的n=1，2，⋯，‰三坐篙击铲尘<0，所以函数^在(o，1)上严格单调
下降且是向上凸的。并且，A(O十)=n(1一a)7r／2，A(1)=0．

(4)求导可得篇一菩{1_(1刊等)-c-29(吐江7，
由【24，引理5．2(4)】可知，函数g从(o，1)至sJ(0，∞)上严格单调上升。所以，m(2．7)式

知，群(r)<0§c≤o<inr<f1{2夕(r)，=0，且不存在c∈R使得彤(r)>o对所有

的7’∈(0，1)都成立。

(5)利m(1．16)(1．24)(1．25)级数展开有：

Ao(r)=筹∑anr2n／∑bnp，
其中 ‰=黼，k=赤．
再令c，l三an／b．，则有

凸n三等=等黼与鬻篇竿<1
营4【1一o(1一n)】(n+1)2+2[i一4a(1一n)](佗+1)一3a(1一a)>0．

由于此式左边关于礼严格单调上升。因此，它大-于312—56(1一口)】>3／4．

因此，岛关于7／,严格单调下降。由引理2可知^o在(0，1)上严格单调下降。易

得，^o(o+)=3a7r／4，flo(1一)=sin(a7r)／[2(1一o)】．证毕。

定理2．5．令c∈R．定义函数^1(r)三【k(r)一7r／2】／r。，则有：

(1)函数^l在(o，1)上严格单调上升当且仅当c≤2．

(2)当c>2时，存在唯一的绚∈(0，1)使得函数^1在(o，ro】上严格单调下降，

在ro，1)2jIz格单调上升。

(3)当c≤l时，函数^1(r)是向下凸的。

证明：(1)由【24，引理5．2(1)】和引理2．4(3)可知函数m净端=华赢
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从(o，1)到(1／(1一n)，∞)上严格单调上升。求导可得

爿，(r)：墨掣[2(1一口)^(r)一c]． (2．8)

于是， 删>⋯剑1刊附in<f。<黼)=2'删<。咎础c1～)吣sup<1<锱71／)_∞．0<r< t 7一I，oa～l J一 二I J

故结论(1)成立。

(2)因为【瓦。(r)-7r12]／r。+1>0，且有当C>2时，函数2(1一a)h(r)-c从(o，1)至lJ(2-

c'oo)上严格单调上升，故由(2．8)式知存在唯一的点ro∈(0，1)使得在(o，ro)上爿。(r)<

0，在to，1)I-f：1(r)>0．

(3)由第(1)部分知，函数【尼Ⅱ(r)一r／2]／r。+1在(o，1)上是正的且严格单调上

升当且仅当c≤1。函数2(1一a)h(r)一c在(o，1)上是正的且严格单调上升当且仅

当c≤2，所以m(2．8)式知，当c≤1时，爿1在(o，1)上单调上升。证毕。

定理2．6．令c∈R，定义函数^2(?’)三咒口(r)一7r／2一c arthr，则有：

(1)函数^2在(o，1)上严格单调上升且是向下凸的当且仅当c≤0．

(2)函数^2在(o，1)上严格单调下降当且仅当c≥sin(aTr)．

(3)当o<c<sin(aTr)时，存在唯一的点ro∈(0，1)使得函数^2在(o，r0]上严格

单调下降，在【ro，1)上单调上升。

证明：求导得

爿。p)=2(1一n)墨丞塑笋一万C=万1[2(1一。)墨』塑掣一c]．
于是，由【24，引理5．2(1)】可知：

爿2(r)>0兮¨。禁。{2(1一n)lEo(r)一，k(r)】／r)=0，

且此时，爿2在(o，1)上单调上升；

爿2(7．)<0§C≥sup{2(1一o)[幺(r)一rr2．ICn(r)】／7'>=sin(aTr)．
O<r<l

由此即得结论(1)(2)。

30<c<sin(aTr)时，函数2(1一n)【厶(r)一产k(r)】／7’一c从(o，1)至lJ(-c，sin(at)-

c)上严格单调上升。于是存在唯一的点ro∈(0，1)使得在(o，ro)上有函数矗2(7．)<0，

在(r0，1)上有爿2 r)>0．故结论(3)成立。证毕。

1 7



则有：

jFl4(r)三21CQ(7')／7r—c(arthr)／r．

(1)函数^4在(o，1)上严格单调上升当且仅当c≤2sin(aTr)／r．

(2)函数^4在(o，1)上严格单调下降当且仅当c≥3a(1一o)．

(3) 2sin(an)／Tr<c<3a(1一o)时，存在唯一的Aro∈(o，1)使得函

数^4在(o，ro)上严格单调上升，在【伽，1)上单调下降。

证明：求导得

rj二盟：【4(1一。)／丌]^。(r)一c．
1一re2(arthr)／r

。1、‘ “7 7“1儿”、‘7

18
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据此，与定理2．7的证明一样，司得结论(1)一(3)．证毕。

定理2．9．函数

f15(r)三【．IC。r)一7r／2】／【(a础hr)／r一1]

从(o，1)到(sin(n7r)，3a(1～n)7r／2)上严格单调下降。特别地，对于任意的7．∈(0，1)，

成立不等式

r二c+sin(州(半一1)<"，<三+扣刊丌(半一1)． ∽Ⅲ

证明：令

hl(r)三|)lC。r)一7r／2，h2(r)兰(arthr)／r一1，

则有^5(r)=hi(r)／hz(r)．利用级数展开可得：

吣r)=三薹堕铲p=q。]"y薹?。 2n

h2(r)=三oo瓦1玎p=妻n=l kp．
于是，

．一an一(2n+1)(n，n)(1一a，佗)％三瓦2——气面一’％ l扎!J‘

因为

cn+l一(2n+3)(n+记)(1一n+仡)一1 (n 4-1)[1—2a(1一o)】一Q(1一n)，，一：==一：== ●一—---—--—-——————-———————————————-———二-=——————--二—---—————二．<7 _c，I (2n+1)(n 4-1)2
1

(2n+1)(他4-1)2
、“

即％严格单调下降。故由引理2可得：函数^5在(0，1)上严格单调下降。并且

有^5(o+)=7FCl／2=3a(1一a)r／2，f15(1一)=sin(aTr)，不等式(2．11)为显然。证毕。

2．2．2 Eo(r)的性质

定理2．10．令c∈R，定义函数^(7I)三己(7．)一clogr7，则：

(1)函数^在(o，1)上严格单调上升且是向下凸的当且仅当c≥(1一o)2丌．

(2)函数^在(o，1)上严格单调下降且是向上凸的当且仅当c≤0．

(3)当o<c<(1一o)27r时，存在唯一的点确∈(0，1)，使得函数^在(o，咱]上

严格单调下降，在ro，1)_／5单调上升。

证明：(1)求导得

sI(r)：一2(1_a)lCa(r) +墨r￡a(r)=刍[c叫l刊∥丁1co(r)-Ea(r)"|． (2．12)

19
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由【38，定理2．7(5)]得：

删>o§c≥2(1一n)sup f产壁李塑、}：(1一。)2丌，
0<r<l L T— J

而且，此时，据(2．12)知：爿在(o，1)上严格单调上升。由此即得结论(1)。

(2)m(2．12)得：

所)<0兮c≤2(1--a)。骥。P掣)=0’
而且，此时，

兵(r)=一[1cI刍+2(1一。)整掣]
在(o：1)上严格单调下降，故得结论(2)。

(3)当o<C<(1一o)27r时，函数

c一2(1一Q)7'龙【瓦口(r)一￡(7．)】／7'2

从(o，1)到(c一(1一a)2丌，c)上严格单调上升，m(2．12)式可知存在唯一的点伯∈(0，1)

使得在(o，r0)上有爿(7')<o，在(to，1)上爿(r)>0．证毕。

引理2．II．(1)函数厶(7．)三r'[／C口r)一&(7．)】／7．2从(o，1)至rJ(O，(1一n)7r／2)上严格

单调下降。

(2)函数f3(r)三【瓦n(r)一幺(r)】／【万／2一幺(r)】从(o，1)至U(1／(1一o)，oo)上严格单

调上升。

(3)函数，4(7．)三≯霜若罱鉴基毫三‰从(o，1)到((1一n)27r／[(1一。71"一sin(。7r)】，
1／(1一o))上严格单调上升。

证明：(1)求导得

r4以(r)=(r／rW(r)， (2．13)

其中，

f(r)=厶(r)一rnE。r)+(1—2a)r2厶(r)一【瓦口(r)一￡(r)】．

由于f(O)=0，而且

r龙f’(r)／(2r)=一{n【￡(r)一r彪瓦。(r)]+(1—2a)r2己(r)一(1-a)(1-2a)r龙【|IC口(r)一己(r)])<0，

所以，‘厂在(o，1)上严格单调下降且为负的。因此，从(2．13)式得到止的单调性。显

然，A(1一)=0，H6pital法则可求得：A(o+)=(1一Q)丌／2．
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(2)令夕。(r)三疋。(r)一厶(7’)，92(r)三7r／2一￡(r)．则有^(r)=夕·(r)／夕2(r)，gl(0)=

92(O)=0，而且
91(r) r2厶r)

岛(r) 一【k(r)一己(r。)】。

根据【24，引理5．2(6)1，夕i(7．)／必(r)在(o，1)上严格单调上升，故由引理1知厶在(o，1)上

严格单调上升。且有^(o+)=1／(1一Q)，^(r)=∞．

(3)令

夕3(r)三rr2【瓦。(r)一毛(r)]，94(r)兰r2{Ea(r)-sin(a，r)／[2(1-a)]}，95(r)三瓦口(r)一(2一n)己(7^)，

gs(r)三(1一n)JICa r)一(2一n)幺p)+sin(au)／[2(1一口)】=gT(r)+sin(at)／[2(1一Q)】．

则有93(o)=鲰(o)=0，及

时，=鬻，粥=鬻=[鬻+高]-1．仁均
利用(1．16)、(1．24)和(1．25)式级数展开可得

∞

35(r)=吾∑
。tI=0

曲)=三薹％糌‘n=O
”。“ 1

掣p：至2壹‰一(礼!)2
。

乞唧r’

因为对所有的n=1，2，⋯，an>0有b,,／a付=(1一Q){1+【1一(1一凸)2]／b+

(1一n)2】>关于n严格单调下降，且函数夕5在(o，1)上严格单调上升。由引理2可推

知函数所(r)195(r)在(o，1)上严格单调下降。故有夕5(r)／蜘(r)在(o，1)上严格单调上

升。m(2．14)式和单调性l’H6pital法则可知，函数^在(o，1)上严格单调上升。且

有，4(o+)=(1一o)2zr／[(1一n)万一sin(a刀-)]，，4(1一)=1／(1一n)．证毕。

定理2．12．令C∈R，_Ec>0，则有：

(1)定义函数A(r)兰幺(7')2一c(1+7．，)，则：(i)函数^在(o，1)上严格单调上升

且是向下凸的当且仅当c≥(1一o)27r2；特别地，对任意的7'∈(0，1)，成立不等式

【1／4—2(1一n)2 Tr2+(1一凸)27r2(1十r7)<&(7．)2<{[sin(azr)／(2—2乜)]2

—7r2／4+(1一o)2丌2)r+(1一n)27r2(1+，)+71-2／4—2(1一口)27r2． (2．15)

(ii)当o<c<(1一n)27r2时，存在唯一的点7’o∈(0，1)，使得函数^在(o，7’0】上严格

单调下降，在【ro，1)上单调上升。
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(2)函数^(7．)兰&Cr)一c(1+产)在Co，1)上严格单调下降且是向上凸的当且仅

当c≤(1一n)27r／2，并且不存在c∈R使得函数，6在CO，1)J2单调上升。特别地，对

任意的r∈(0，1)，c=(1一口)27r／2，A={7r一7r(1一口)2一fsin(n7r)】／(1—0}／2，成立

不等式

三一三(1一n 2F2一Ar<已(r)<Ir三(1-口)2r2． (2．16)

(3)定义函数办(r)三幺(r)一cCl+r，)，则有：(i)函数，7在(o，1)上严格单调上

升当且仅当c≥(1一凸)27r，而且此时，疗是向下凸的。特别地，对任意的7l∈(0，1)，

c=丌(1一n)2，及4=丽sin(aTr)+(1一o)27r—i7r，成立不等式
告一7r(1一口)2C1一r7)<&CO<百7I"一丌(1一口)2C1一r7)+Ar． C2．17)

(ii)当o<c<(1一n)27r时，存在唯一的ro∈(0，1)使得函数^在CO，伯】上严格单调下

降，在【ro，1)上单调上升。

证明：(1)(i)求导得

刖：4(Q一1)厶(r)壁上型+号
=；[c一4Cl一。)r，垄掣己(r)]． (2．18)

由引理2．11(1)和函数厶(r)的单调性可知：hCr)三r'[／C。Cr)一幺(r)]厶(7．)／r2在(o，1)上

严格单调下降。并且，危(o+)=(1一凸)7r2／4，h(1一)=0．因此，I主I(2．18)式得

矗(r)>0§c≥4(1一a)sup{^(7'))=(1一o)27r2，
O<r<l

而且，此时龙在(o，1)上严格单调上升。显然，当c=(1一n)27『2时，／5(0)=

(丌2／4)一2c，^(1)=【sinCaTr)／C2—2口)]2一c．由此即得(1)．

(ii)当o<c<(1一n)27r2时，由^(r)的单调性可知c一4(1一a)hCr)从(o：1)到(c一

(1一口)27r2，c)上严格单调上升，所以存在唯一的Aro∈(0，1)使得在(o，伯)上

有龙(r)<0，在(ro，1)上有髭(7’)>0．

(2)求导得

名(r)=一2r{C1一a)[x：oCr)一￡(r)】／r2一c)． (2．19)

[24，引理5．2(3)闸(2．19)n--I得：

名(r)<0§c≤(1一a)。<inr<1f{【JIC口Cr)一厶(r)】／r2)=C1一Q)27r／2，
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并且不存在c∈R使得在(o，1)上恒有尼(7．)>0．当c≤(1一口)27r／2时，由(2．19)式

知：名在(o，1)上严格单调下降，故^在(o，1)上是向上凸的，不等式(2．16)显然成

立。

(3)(i)求导得

拜(r)=(r／r’){c一2(1一a)r7【JICd(r)一厶(r)】／r2)． (2．20)

由引理2．11(1)和(2．20)式可得：对V r∈(0，1)，

．群(r)>0铮c≥2(1一Q)sup<r7[k(r)一￡p)】／7．2，=(1一o)27r，

并且，当c≥(1～n)27r时，彤在上严格单调上升，&fT蔓b向下凸的。不等式(2．17)为

显然。

(ii)当o<c<(1一n)27r时，由引理2．11(1)可知c-2(1-a)r7【J|IC口(7')一幺(r)】／r2从

(0，1)至lJ(c一(1一o)27r，c)上严格单调上升。所以m(2．20)式可知：存在唯一的7_o∈

(0，1)，使得在(o，7_o)上群(7．)<0，ZE(ro，1)上乃(7’)≥0．故结论(ii)成立。证毕。

定理2．13．(1)函数，8(7')三rr2[丌／2一厶(r)】／7．2／A(o，1)到(o，(1一o)27r／2)上严格

单调下降且是向上凸的。特别地，对任意的r∈(0，1)，成立不等式

斯)<三一坠竽鬲r2． (2．21)

(2)函数南(r)三阪(r)一(7r／2)]／log r7从(o，1)到(o，(1一o)2丌)上严格单调下降。

且对任意的r∈(0，1)，成立不等式

厶(7')>丌／2+(1一n)27rlogr7． (2．22)

证明：(1)显然，，8(o+)=(1一凸)27r／2，^(1-)=0．利用(1．16)、(1．24)和(1．25)级

数展开可得：

删=学一学霎
据此即得结论(1)．

【1+(1一a)2+2n】(
(a-I-礼一1)

(2)令局(r)三gCO／h(O，其中，

g(r)三&(r)～丌／2，h(r)三log(r，)．

则有9(o)=h(O)=0．求导得

架：2(1-a)h r龙掣．，(r)
“ 。

r2

‘
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由f38，定理2．7(5)】和单调性1’H6pital法则可知函数南在(o，1)上严格单调下降，且有

极限fo(o+)=(1一凸)27r和fg(1一)=0．不等式(2．22)显然。证毕。

定理2．14．令c∈R，定义函数

^。(r)兰丝亨迎．
则有：

(1)函数^o在(0，1)_J2严格单调上升当且仅当c≤2，但不存在c∈R使得函

数^o在(0，1)上单调下降。

(2)当c>2时，存在唯一的点伽∈(0，1)使得函数^o在(o，ro]上严格单调下

降，在to，1)_15严格单调上升。

(3)当c≤1时，函数^o是向下凸的，且对任意的r∈(0，1)及Q=7r／2一

【sin(aTr)]／[2(1一n)】，成立不等式

＆(7’)>i7f—otr2． (2．23)

(4)函数‘厂(r)兰【何／2)一幺(r)]／r2从(o，1)到((1一n)2丌／2，＆)上严格单调上升且

是向下凸的。特别地，对任意的r∈(0，1)，成立不等式

三【1一(1-a)2r2]一【a一三(1一a)2】r3<巴(r)<三【1一(1-a)2r2]． (2．24)

证明：(1)求导可得

删=学．[2(卜n，黝一c]． 仁25，

根据引理2．11(2)和(2．25)式可知：对任意的7．∈(0，1)，

删>⋯<2(1一南。骥。{黝)=2’
爿。(r)<。营c≥2(1一口)。s<u，<p1{≤7揣1"／ )=oo．0<r< I～ 二J—C口17’J J

由此便得结论(1)．

(2)当c>2时，由引理2．11(2)可知函数

2(1-a)黝一c
从(o，1)至lJ(2-c，∞)上严格单调上升。故存在唯一的7lo∈(0，1)使得函数^o在(o，伯】上

严格单调下降，在h，1)上严格单调上升。
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(3)因为函数r H f(丌／2)一厶(r)】／ro+1在(o，1)上是正的且严格单调上升当且仅

当c≤1；而当c≤1时，函数r H 2(1-a)[1cn(r)一己(r)】／【(7r／2)一￡(r)】一c在(o，1)上

是正的且严格单调上升。因此，由(2．24)式可知：当c≤1时，爿o(r)为两个正的单

调上升函数的乘积，故函数^o是向下凸的。不等式(2．23)为显然。

(4)利用级数展开得

竹，=三薹些与等掣产．
由此即得．厂的单调性和凹凸性。显然，f(1一)=Q，f(o+)=(1一o)2丌／2．不等

式(2．24)显然成立。证毕。

定理2．15．令B=2(1一n)37r／【(1一o)7r—sin(n7r)】，p=fsin(a7I-)]／[2(1一o)】，定

义函数

^，(r)三—Eo(丁,9-．
则有：

(1)函数^，在(0，1)上严格单调上升当且仅当c≥2．

(2)函数^1在(0，1)上严格单调下降当且仅当c≤B．

(3)当B<C<2时，存在唯一的点r0∈(0，1)使得^1在(o，ro】上严格单调上

升，在To，1)上严格单调下降。

(4)当o≤c≤B时，函数^1为向上凸的，且对任意的r∈(0，1)，成立不等式

￡(，．)>p+【丌／2一纠(1一r)T纪． (2．26)

(5)函数

乃(r)兰譬学
从(o，1)到(o，(7r／2)～p)上严格单调下降，而函数

码(r)兰墼学
从(o，1)到((7r／2)一p，∞)上严格单调上升。特别地，对任意的r∈(0，1)，成立不等

式

(7r／2一p)r忍<品(7-)一∥<(丌／2一p)r’． (2．27)
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证明：令函数夕为引理2．11(3)中的^(r)．求导可得

删=南{2(n_1)产掣+c【∞M)
=r警恤叫等崭铲+c)
=r燮rtC+2【c一2(1一。)刺】 (2．28)

于是有：Err∈(0，1)，

爿l r)>0营c≥2(1一a)sup{夕(7'))=2，

fib(r)<0铮c≤2(1一n)o<inr<1f{夕(r))=B·

据此即得结论(1)和(2)．

当B<c<2时，由引理2．11(3)可知函数7．H 2(a一1)夕(r)+c从(o，1)至lJ(c-2，c—

B)上严格单调下降。故m(2．28)式可知存在唯一的点ro∈(0，1)使得在(o，咱)上

有爿l(r)>o，在ro，1)上有爿1(r)<0．于是结论(3)成立。

因为

一爿1(7-)：7．—￡o‘(r：云)矿--Z{2(1一n)夕(r)一c)，
由第(1)部分和引理2．11(3)u-丁得：函数阪(r)一翻／7．计2>01t在(o，1)上严格单调

上升当且仅当c≥o；函数2(1一a)g(r)一c>o且在(o，1)上严格单调上升当且仅

当c≤B．所以，当o≤c≤B时，函数一爿。(r)为三个正的且在(o，1)上严格单调上

升函数的乘积。故得函数^1的凹凸性，不等式(2．26)显然成立。

最后，易证B>1．故由结论(1)和(2)即得乃和乃的单调性。乃和死的端点值及

不等式(2．27)是显然的。证毕。

2．2．3由JIC吐(r’)和己(，’)定义的一些函数的性质

下面的定理2．16是对[24，引理5．4(5)]的补充和完善。

定82．16．设c∈R，且c>0．在(o，1)上定义函数

^(r)三【巴(r)一rt2JIC。(r)]／(1一r，c)，厶(r)三【JIC。(r)一厶(r)]／(1一产)．

则有：

(1)当c≥2时，函数^在(0，1)上严格单调上升；当2(1一a+a2)<c<2时，存

在唯一的ro∈(0，1)，使得函数^在(o，咱】上严格单调上升，在【r0，1)上严格单调下

降。
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(2)当c≥2(1一o)2或c<o时，函数厶在(o，1)上严格单调上升；当2(1一a+a2)<

c<2时，存在唯一的ro∈(0，1)使得函数如在(o，r0】上严格单调下降，在【7'o，1)上严

格单调上升。

证明：(1)令

a(r)兰邑(r)一rr2lCa(r)，h(r)三1一r，c．

则有g(o)=h(O)=0，且fl(r)=g(r)／h(r)．求导可得

韶=i2a严耻)．
根据[24，引理5．4(1)]和引理2．4(1)和单调性l’H6pital法则可知：当c≥2时，函数^

在(o，1)上严格单调上升；当c≤2(1一a+a2)时，^在(o，1)上严格单调下降；

当2(1一o+a2)<c<2时，存在唯一的点ro∈(0，1)使得函数^在(o，ro)上严格单调

上升，在(ro，1)上严格单调下降。

(2)令
。

g(r)三瓦口(r)一厶(r)，h(r)三1一r圮．

则有g(o)=h(O)=o及厂2(7．)=g(r)／h(r)．求导可得

躲：堑掣r'-'ea(nh一=一r-7(r) c
√’

由[24，引理5．4(2)】，引理2．4(2)及单调性l’H6pital法则可知：当c≥2(1一n)2或c<

o时，函数止在(0，1)上严格单调上升；当0<C<20一口)2时，存在唯一

的ro∈(0，1)使得函数尼在(o，ro)上严格单调下降，在(伯，1)上严格单调上升。

当o=1／2时，F面的定理2．17、2．18、2．19、定理2．21、2．22、2．23(Jtc=1时)、

2．24、2．25(1)(2)分别退化为【29，定韭A3-8，定理=14-15]；不等式(2．30)将不等式(1．37)推

广到广义椭圆积分。

定理2．17．函数

胁户南一器业坐雩删
从(o，1)到({一1a2(丽1-a)2，r，1)上严格单调上升且是向下凸的。
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证明：显然有，^(o+)=41一．a2疏(1--(口a丌))27r，f3(1一)=1．求导得肌)=；{南+蹦[坠塑芏≠塑㈨一燮学叫>
=；[夕t(r)+^·(r)】，

其中， 州归南一垫等掣一
M归瑞{坠塑型孚型洲
一生堕票生鲨厶(r)+

r6
”、’，’

(2．29)

不难证明：函数夕1从(o，1)至1J(1／4，2一【a3(1一n)3 a"-t-1)(2一凸)7r】／【6sin(a7r)】)上严格

单调上升。利用级数展开可得

¨归一垫毪学+端·
<譬2a(n-4-1)-4-4a(a2一n一1)(n+n)(1一口+n)(n，n)(1一n，佗!，2n
刍 (n+3)(n+2) 佗+1 (n!)2

‘。

据此，函数危。是从(o，1)到({一02(1一o)2[1+2a(1一o)】丌)／[6sin(凸7r)】，∞)上严格单

调上升。因此，m(2．29)式可得尼(7．)>olt在(o，1)上是严格单调上升的，故结论

可证成立。证毕。

定理2．18．令6=z-／[2 sin(a7l-)】一log 2，则函数

^(r)三[JIC：(7')／sin(a7I-)一b—log(1+1／r)]／(1一r)

从(o：1)至lJ(a(1一a)Tr／sin(aTr)一1／2，R(a)／2—6)上严格单调下降。特别地，对任意

的r∈(0，1)，成立不等式
。

[(龉一加一r，，+b+log(1+珊似州<㈨
<[(掣一6)c1√，+b+log(1+珊呱州．(2．30，

证明：令

92(r)三|IC：(7．)／sin(a7r)一b—log(1+1／r)，h2(r)三1一，．
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删三刿sin(aTr)型!rr2型一雨1，训三r
则夕2(1)=h2(1)=0，夕3(o+)=h3(o)=0．并且有

肌，=器，器兰器 ∽3j【，

和

M(r) (1+7')2 sin(at) ∥ =，3(r，)'

其中，^(r)由定理2．17中定义。由定理2．17可知绕(r)／％(r)在(o，1)上严格单调下

降。由(2．31)式和单调性l’H6pital法则即得函数^的单调性，且有极限，4(o+)=

R(a)／2一b，f4(1一)=a(1一a)Tr／sin(a7I-)一i／2。不等式(2．30)显然成立。证毕。

定理2．19．函数
．

胁)rr2吐生萼必
从(o，1)至0(n2(1一口)丌【sin(n丌)】／{4(sin(n丌)一a(i—n)丌】)，fsin(at)]／[2(1一n)】)上严格

单调上升。

证明：由[24，引理5．2(1)】，函数7'H【厶(r_rr2J|Ca(r)】／r2从(o，1)到(警，s2i(nl(一anQ))／上
严格单调上升。所以，函数，5定义在(o，1)上。令

嘶净，坠堕掣必 ，嘶)兰1一面2(1丽-a)—Ca(r_)-rrr219—a(r)．
求导并利用(1．16)、(1．24)和(1．25)级数展开可得：

友(r)=2{Q(1一a)r2【厶(r)一r龙瓦口(r)】一(2—7’2)【(1+(n一1)r2)瓦。(r)一&(r)】)／r5

：!÷竺坐(!二竺L幽(竺!丛!二竺!吐2n
r乞 ∽+O(n+2)(n!)2

。

：一一71-a Fanr加，

其中

4(1一a)【1+(a一1)r2】J||C。(r)一幺(r)
sin(a丌) 7’3

一坐sin(竽an昙壹护)r鲁1⋯

nn=坚筹褙铲，k=等笺铲．‰5—1再可万疆而r’％2弋再可丽r‘
29
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因为对所有的佗=1，2，⋯，on／k=【2+a(1一o)】／(礼+2)一sin(a7r)／[2(1一n)】关于n

严格单调下降。由引理2可知萌(r)／％(r)在(o，1)上严格单调上升。因为驭(1一)=

ha(1一)=0 Jlh'a(r)≠0，由单调性l’H6pital法则即得^的单调性。显然，A(o+)=

a2(1一n)丌【sin(彻。)】／(4【sin(倪丌)一a(1一口)7rm用l’H6pital法则可求得：h(1一)=

[sin(a刀-)]／[2(1一n)】．证毕。

定理2．20．令b=7r／sin(aTr)，c=exp(R(a)／2)，则函数删三{r，唧(端)一c)[1_留学]。
从(o，1)至lJ(c／2’【唧(b／2)一c】／【1一凸(1一口)6】)上严格单调下降。
证明：令

‘’

芒l r)三r／exp[疋。(r)／sin(at)】一c，t2(r)三l一【2(1-a)／sin(a7r)]【&(r)一7-尼瓦口(r)]／r2．

1主1124，引理5．2(1)和定理5．5(1)】可知：函数￡1从(o，1)至1J(0，exp(b／2)一C)上严格单调

下降，亡2从(o，1)至lJ(0，1一a(1一口)6)上严格单调下降。所以函数^定义在(o，1)上，

A(r)三tz(r)／z2(r)，且tl(1-)=t2(1一)=0．求导可得

r r

㈨一；【1
tD-)=

于是有

2(1一a)￡(r)一一J||Cn(7’)

sin(art) r2 ]唧(描)，
40一a)[1+(a一1)r2]也(r)一&(r)

糍=黟佃(器)[1一瑞华]．』r，2—[1+(a-1)rg]—／Ca(r)-&(r)l。1
【。 r4 J

：氘sin(a7r)尝， (2．32)
40一a)A(r)’ ．

、一

其中函数^由定理2．19定义。由定理2．19和(2．32)n-丁得：igi数巧(7’)／％(r)在(o，1)上

严格单调下降。于是，根据单调性l’H6pital法则，函数^在(0，1)上严格单调下

降。且有，A(o+)=【exp(b／2)一c]／p—n(1一n)叫，A(1一)=c／2．证毕。

若函数．厂：(n，b)H R满足(1)f∈C∞((n，6))，(2)对所有的z∈(Q，b)gflk=

0，1，⋯，有．厂(忌’(z)>0成立，则称函数．厂是严格绝对单调的。

定理2．21．函数

^(r)三—{2—-—[2-—a—(1—-a—)]r—2}—己(—r)1-r[2-—(—1-—a)—(2—-—a)r—2]r—'2K一．e(r)
30
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从(o，1)至lJ(a2(1一a2)(2一a)／12，osin(Q7r)／2)上是严格绝对单调的。

证明：显然，办(1一)=asin(aw)／2．利用(1．16)、(1．24)和(1．25)级数展开可得

a(a+1)(2一a)n(a，礼)(1
(n+1)(凡+2) (n!

口(n+1)(2一口)(凸+n)(1一a

(n+1)(扎+2)(佗+3)

+n)(a， 礼)(1一a，礼)

(礼!)2

：坐螋2 妻∥n=一 ， fI T

鲁“

其中，

cn
2 (a，n+1)(1一a，佗+1)
(n+1)(死+2)(礼+3)(n!)2’

于是可知疗(o+)=a2(1一a2)(2一口)／12，且对任意的r∈(0，1)和尼=0，1，⋯，有

乃七’(7．)>o成立。证毕。
定理2．22．函数

^(r) 一 r2{【1+(n一1)r2】J||C。(r)一厶(r)!一一一一——
一{2一【2一a(1一凸)]r2}幺(r)一【2一(1一n)(2一a)r2 r忍JICn(r)

从(o，1)至tJ(3／[(1+o)(2一o)】，oo)上严格单调上升。

证明：首先，显然有^(1一)=oo．令

95 r)三“1+(口一1)r2】k(r)一己(r))／r4，

^5p)三{2一【2一a(1一凸)】7．2)厶(r)一【2一(1一n)(2一n)r2 r忍|IC。(r)．

则有

脚)=豁． (2．33)

由级数展开可得：
∞

gs(r)=等∑nnr2州， (2．34)

而办(r)具有级数展开式(2．32)．此处，

(a，礼+1)(1一a：礼+1)

‰2气再可瓦啊丽厂’

因为对所有的扎=1，2，⋯，口n／％=(仇+3)严格单调上升，m(2．33)式和引理2可

知，8在(o，1)上严格单调上升，且有^(o+)=3／[(1+o)(2一n)】．证毕。

定理2．23．令c∈R，定义函数

疋(r)兰rtc“1+(o一1)r2】k(r)一厶(r))／r4．

∞∑言∑脚

丌一2

丌一2

|l

lI

、l，r，-～办
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则有：

(1)函数足在(o，1)上严格单调上升当且仅当c≤0，Fo从(O，1)到(华，oo)上
严格单调上升且是向下凸的。

(2)函数R在(o，1)上严格单调下降当且仅当c≥2(a+1)(2一n)／3． ．

(3)当o<c<2(a+1)(2--a)／3时，存在唯一的ro∈(0，1)使得函数R在(o，ro)上

严格单调上升，在(ro，1)上严格单调下降。且当2(o-4-1)(2一a)／3≤c≤2时，函

数R是向上凹的。特别地，函数B从(o，1)到(o，学)上严格单调下降且是向上
凸的。

证明：首先，m(2．34)可得关于凡的结论。其次，求导得：

r3产叫足(r)

【1+(a—1)r2】k(r)一己(，．)
o{2一【2一n(1一D)】r2)厶r)一【2一(1一n)(2一n)r2]r尼g：a(r) ．
。

r2{[1+(a—x)r2】K。(r)一己(7．))
。

=2瞻(r)】一一c． (2．35)

其中，8由定理2．22中定义。由定理2．22知：瞻(7_)】-1从(o，1)到(o，(1+n)(2一o)／3)上

严格单调下降。因此，对任意的r∈(0，1)，

《(r)>0兮¨2。<inr<1f【^(r)】。=0，

《(r)<0甘C≥2 sup f^(r)】一1=20-t-o)(2一a)／3．

由此即得结论(1)和(2)．

50<c<2(1-t-a)(2一口)／3时，由定理2．22得：函数魄(7．)】_1一c从(o，1)到(一c，2(1+

n)(2一a)／3一c)上严格单调下降。因此，存在唯一的ro∈(0，1)使得函数E在(o，伯】上

严格单调上升，在【ro，1)上严格单调下降。

因为 川r)--rr，c-2必型掣<c一斋)．
由结论(1)可知，函数r肛2{【1 4-(a—1)r2】k(r)一幺(7^))／r4>o且是严格单调上升

的当且仅当c≤2；函数c一2／^>0且严格单调上升当且仅当c≥2(1 4-o)(2一a)／3．

所以，当2(口-4-1)(2一a)／3≤c≤2时，函数一足为三个正的且严格单调上升函数的

乘积，故函数疋是向上凹的。m(2．34)可得：F2(0+)=a2(1～a)7r／4，足(1)=0．证

毕。

定理2．24．函数 A(r净≮菘擀
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从(o，1)到(0，a(2一凸)／2)上严格单调上升；函数

从(o，1)至mJ(a(2一a)／2，∞)上严格单调下降。

证明：显然，fo(o+)=o．令，9(r7)三96(r)／h6(r)，其中

gs(r)兰(1一ar2)厶(r)一raid口(r)，h6(r)三r2【J|C口r)一&(r)】．

利用(1．16)、(1．24)91(1．25)级数展开可得

舶(r)：墼竽rz妻¨加，
。’

n=0

h6(r)=百71-r2∑6。r知．
。。

n=0

其中，

‰=n(n，礼)(1一凸，n)／[(佗+1)(佗+口一1)(几!)2】，k=佗(o，佗)(1一口，n)／[Cn+a-1)(n!)2】

因为对于所有的佗=1，2，⋯，有k>0，且‰／k=1／(n+1)关于扎严格单调下降，

由引理2可推出^(r)在(o，1)上严格单调上升。且有，f9(1一)=口(2一n)／2．

利用上面的级数展开得

删，=警刊2叫争加／(1一塾2n)
其中，

％=≮矧鬻小≮赢磐‰铲％2—百i而百硕矿川一]Z两石再=丽矿
因为对所有的n=1，2，⋯，有厶>0，及7’彪h6(7’)>0，故有^o(r7)在(o，1)上严格单

调上升，进而得到函数flo的单调性。且有极限^o(o+)=oo，f,o(1一)=f9(1一)=

n(2一o)／2．证毕。

定N2．25．对C∈R，定义函数G。r)三产f咒。r)一幺(7．)】／7．2．则有：

(1)函数Gc在(0，1)上严格单调上升当且仅当c≤0．

(2)函数G。在(o，1)上严格单调下降当且仅当c≥o(2一n)．

(3)当o<c<a(2一n)时，存在唯一的ro∈(0，1)，使得函数Gc在(o，7'o】上严格

单调上升，在to，1)上严格单调下降。当Q(2一Q)≤c≤2时，函数G。是向上凸的。
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证明：求导得

嘶，=塑竿剑I2≮器写铲一cl：竺墼删刚r卜c】， (2．,。3。0)=一JZ 7口l 7。J—Cl， l二． J

其中，函数^为定理2．24中所定义。由(2．36)式、定理2．24及函数rb2【k(r)一

￡(r)】／r>o可知：

G∽>0兮c≤2 o<rin<f．{南(717)}=01 ，

． U<r‘

G：(r)<0营c≥2 sup{^(r"=凸(2一o)．

由此即得结论(1)与(2)．

当o<c<a(2一凸)时，由于函数2局(r7)一c从(o，1)到(一c，口(2一a)一c)上严

格单调下降，所以存在唯一的ro∈(0，1)，使得在(o，ro)-k有G：(r)>0，在ro，1)上

有G：(7’)<0．

因为 一G∽：r竺心掣【c一2删)】，
由(1)、(2)部分可知：函数7-肛2[1co(r)一幺(7-)】／r2>OR在(o，1)I-_是严格单调上升

的当且仅当c≤2；函数c一2A(r’)>o当且仅当c≥2 sup{南(7’’))=a(2一o)，且

在(o，1)上是严格单调上升。所以，当n(2一n)≤C≤2时，一G：(7．)为三个正的且

在(0，1)上严格单调上升的函数的乘积，故函数G。是向上凸的。证毕。

定理2．26．函数删三堂锚等铲
从(o，1)至lJ(a(1一a)／2，o。)上严格单调上升。函数

^2(7')三r彪Li(r)

从(o：1)到(0，n(1一n)／2)上严格单调下降。

证明：显然，^1(1一)=00．令．97 r)=alC。(r)～阪(7．)一rnEn(r)】／7'2)b—h7(r)=

厶(r)一，瓦口(?^)，则^，(r)兰gT(r)／h7(r)．利用级数展开可得：州忙等薹黼产=等r2薹丛訾制铲产
=等r2∑蚶加，
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及

其中，

hT(r)=等r2∑kr2tl，么‘-一
n=O

口n=丛等蒜端擎型
(a，n)(1一a，礼)

(n 4-1)(佗!)2‘

因为对所有的n=1，2，⋯，有k>0，_Ran／b．=a+n)(1一凸+扎)／(n+2)关

于仃严格单调上升。由引理2知：函数^1在(o，1)上严格单调上升，目-有-A1(o+)=

41一口)／2．

根据以上级数展开可得^z(r)三98(r)／h7(r)，其中，

98(r)=尸夕7(r)=虿aTr(1一，．2)

：竺子坐!丛!二竺!生加一一aTr F00兰(竺：丛!二竺!业2n+2
2鲁(n+1)(扎!)2。 2台 n+1)(n!)2。

：竺r2子!竺二!：二竺迪丛!二竺!吐轨
2‘急 (几+1)(仡+2)(n!)2

。

=等r2∑cnp，
n-----0

其中，cn=(n一口2一佗)(口，佗)(1一n，佗)／【(咒+1)(咒+2)(佗!)2】，当n≥1时，c。<0．

所以珧严格单调下降。但h7严格单调上升，故函数^2在(o，1)上严格单调下降。且

有极限^2(o+)=a(1一n)／2，^2(1)=0．证毕。

定理2．27．对c∈R．定义函数耽(r)三rtc阪(7．)一一．|IC口(r)】／r2．则有：

(1)函数玩在(o，1)上严格单调上升当且仅当c≤0．

(2)函数风在(o，1)上严格单调下降当且仅当c≥41一n)．

(3)当o<c<n(1一口)时，存在唯一的点ro∈(0，1)，使得函数也在(o，％】上严

格单调上升，在【％，1)上严格单调下降。且当Q(1一a)≤c≤2时，函数也是向上

凸的。

证明：求导可得

q(r)=竿一∞)_r晰)】+2r，2
=rte-2
￡(r)一产赶。(r)

=一rrtc一2
￡(r)

{2^2(r)一c)

陋旷华])
c一2^z(7'))， (2．37)

凯
哟一

竺垆||∽0一D哟一+％一∽
以一

∞∑脚

掣
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其中，函数^2由定理2．26中定义。由(2．37)式有

碰(r)>0兮c≤2o<rin<fl{f12(r))=0，

碰(7．)<0铃c≥2 sup{^2(r))=a(1一o)．L、 ， 一 ～⋯、 ，J ，

O<r<1

由此即得结论(1)和(2)．

当o<c<a(x—n)时，由定理2．26口-I知函数2f12一c从(o，1)到(一C，a(x—a)一

c)上严格单调下降。因此，存在唯一$Jro∈(0，1)，使得在(o，咱)上有理>0，

在(ro，1)上职<0．

又因为函数r肛2阪r)一产k(r)】／r2在(o，1)上是正的且严格单调上升当且仅

当c≤2；函数c一2f12在(o，1)上是J下的当且仅当c≥2 sup{^2(r))=a(x—o)，所

以，当n(1一a)≤c≤2时，函数理单调下降。证毕。

2．3 广义椭圆积分依赖于参数Q的性质

本节研究了广义椭圆积分依赖于参数a的一些分析性质，并获得了广义椭圆

积分与完全椭圆积分的一些联系。

弓l理2．28．设n∈N u{o】．，c∈R，z∈(0，1／2]，

(1)令厶(z)兰【(z，佗+1)(1—37，n+1)]／x。，则对一切n∈NU{0}，函数厶在(o，1／2】上

严格单调上升当且仅当c≤0，函数厶在(o，1／2]上严格单调下降当且仅当c≥1。

(2)函数鲰@)三一z(一z，n+1)(z，n+1)／(1一z)。在(o，1／2】上严格单调上升当

且仅当c≥-2

(3)定义函数hn(z)兰-(-x，n+1)Cx，n+1)lx。，则对一切n∈N，函数h。在(o，1／2】上

严格单调下降当且仅当c≥2，hn在(o，1／2]上严格单调上升当且仅当c≤1。

证明：(1)由于

根据公式

厶(z)=r(n+z+1)r(n+2一z)／[r(z)r(1一x)xc]，

蜘刊刊卅≤n--1南， (2．38)
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对数求导得：

筹刊蜘+川)叫佗+2刊刊卅们叫h
一一(志他喜击)
三R(z)．

显然，R从(o，1／2]至U(一c，1一c]上严格单调下降。据此即得结论(1)。

(2)由于

肌(z)=z2r(n+1一z)r(n+1+z)／【r(z)r(1一z)(1一z)c】，

求导并利用(2．38)徒JL：

与掣=∞)兰c-2+兰”刊№+1刊刊卅帅叫】
一2+孤叫㈦砉南)．

易看出，G。从(o，1／2]至1J[2+c+菰1玎，oo)上严格单调下降。所以，对一切n∈N

及z∈(0，1／2)都有Gn(z)>o当且仅当c≥-2．

(3)显然，k@)可写成

^n(z)=r(扎+1一z)r(n+1+z)／【r(z)r(1一z)zc一1】

=(1—272)(22一z2)⋯(礼2一x2)／xc一2>0．

对数求导得：

鬻=嘶)三形(扎+1刊叫n+l-x)刊卅螂叫⋯-c
=卜c．-2∑南．

风从(o，1／2]至lJ[1-c+丽1，2一c)上严格单调下降，由此立即可得结论(3)。证毕。
定理2．29．对任意的r∈(0，1)，C∈R，设o<a<b≤1／2，并定义，(n)三

瓦口(r)／n。，g(a)三(1一口)厶(r)／n。，h(a)三厶(r)／(1一n)。．则有：

(1)若c≤0，贝JJf(b)一，(Q)关于r2的泰勒系数都是正的；若c≥1，贝JJ．f(b)一

，(口)关于r2的泰勒系数都是负的。

(2)若一2≤C≤0，贝lJg(b)一夕(口)关于r2的泰勒系数都是正的。



由此及引理2．28(3)便得结论(2)。证毕。

定理2．30．令c∈R，定义函数

F(口)-垒(!上!丝蛙
一 a。

则当c≤1时，函数F在(o，1／2】上严格单调上升；当c≥2时，函数F在(o，l／2】上严

格单调下降。

证明：求导得

_dF(a)：2r掣．
由定理2．29(1)得：当时c≤1，函数咒n(7’)／n。一1关于n严格单调上升；当c≥

2时，a H a1-c]Cn(r)在(o，1／2)上严格单调下降。所以，若o<a<b≤1／2，

Ft c≤1，则

／0T"冱d[掣卜小笋出冱【—_rr 2上m万m<小错拈／or面d[华卜
于是有

垦盟二!竺堑竺盟<
ac

磊(￡)一tf2]Cb(t)．
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若0<a<b≤1／2Jtc≥2，则佛d[掣卜J厂o’2t型aC-1出／o d￡【 o。 J”。
。。 ”。

>乒簧拈属[华卜
于是有

壁掣>一Eb(t)-=t彪]c—h(t)．ao 6c

证毕。

定理2．31．令c∈R，定义函数

G㈤兰掣a 棚。)-等．。
I l—ol‘二

则当一2≤c≤o时，函数G从(o，1／2]至lJ(O，2。∞(7’)一￡(7'))】上严格单调上升；

当c≥2时，函数日从(o，1／2]至,J[2。K(7')一￡(r)】，o。)上严格单调下降；当c≤2时，

函数日从(o，1／2]至lJ(Tcr2／2，2。阵(r)一￡(r)】】上严格单调上升。

证明：求导得

—dG—(a)：2二!!二竺!垒蛙—dH—(a)：2三刍盟
dr 。产 ac ’dr ～一(1一凸)c一1‘

由定理2．29(2)、(3)．--I得，当0<a<b<1／2时，若一2<c<0，则有

因此，

若C≥2，则有

艨[盟掣卜／07 2万t半出
<／r 2嘉半出=Zr磊d[墅学]拙

瓦。(￡)一Eo(t)，]cb(t)一磊(￡)o——二a～<——瓦一，。
泸

厂旦[等掣卜for2万t．丽so(t)Jo dt 1
出

【 (一口)c j～一 护(1一n)c”

>"t Sa(t)F拈／or爰[％≯卜
于是，

k(￡)一&(z)、K：b(t)一磊(￡)
(1一口)。

7

(1—6)c
。

若C≤2，同理可tie日的单调性。各极限可以从『24，推论7．31得到。证毕。
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第三章 函数m。(r)和pn(r)的性质及其应用

本章主要研究广义GrStzsch环函数p口(7')和广义Hiibner上界函数m口(7’)的

一些分析性质，获得函数‰(r)与ma(r)的一些函数不等式，并将其应用到广

义Ramanujan模方程解的界的估计上。

3．1 主要结果

下面的结果中，当Q=1／2时，定理3．1退化为【37，引理7】。

定理3．1．函数

^(7')三pn(r)+丽丌2logr
从(o，1)至fJ(0，R(a)／2)_J2严格单调下降且是向上凸的。并且，对任意的7-∈(0，1)，成

立不等式

丁log(1／r)+堕掣<硒lr2 log丽(1／r)+堕掣<从r)
<丽7r2 log丽(1／r)+掣<丁log(1／r)+掣．(3-1)＼4一JIC口(r)2。 2

＼

一
‘

2‘
～u。工7

定理3．2．函数

A(r)兰{R(n)／2一心(r)-I-log r】>／【k r)一丌／2]

A(o，1)到(o，(1-2a-t-2a2)／【n(1一Q)7r】)上严格单调下降。并且，对任意的r∈(0，1)，

成立不等式 、

R(a)／2一(1—2a+2a2)瞻(r)一7r／2】／[Q(1一n)7r】<p口(r)+logr<R(a)／2．(3．2)

定理3．3．函数

A(r)三【肛口r)+logr]／{幺r)一sin(a仉-)／[2(1一n)])

A(o，1)到(【(1一o)R(n)]／【(1一n)丌一sin(au)]，oo)上严格单调上升。特别地，对任意

的7'∈(0，1)，成立不等式

p口(r)-t-log r>{已(7_)一sin(aT0／[2(1一口)])【(1一o)R(n)]／【(1一a)Tr—sin(at)]．(3．3)

定理3．4．函数

A(r)兰{R(a)／2一阻。(r)+log r]}／[r／2一己(r)】
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从(o，1)到(【1—2a(1一o)】／【(1一口)7r】，(1一Q)R(o)／f(1一o)7r—sin(n7r)】)上严格单调上

升。并且，对任意的r∈(0，1)，成立不等式

掣一}∞)]F(1确-a)R(a)<删+109 r
<掣一}∞)]掣． (3．4)

定理3．5．函数

fs(r)兰研m口万(r)+疆lo而g
r

从(o，1)到((1一n)冗(o)／【(1一n)丌一sin(o丌)】，∞)上严格单调上升。特别地，对任意

的7．∈(0，1)，成立不等式

mn(r)+logr>【(1一凸)7r—sin(alr)][(r／2)一碰(r)】． (3．5)

定理3．6．函数

。，、掣一【m。r)+log r】
烈一三气苏豢尹

从(o，1)到(【(1一n)z-I-a2]／[(1一a)sin(aTr)]，(1—0n(0／[0一n)丌一8in(凸7r)】)上严格

单调上升。特别地，对任意的r∈(0，1)，成立不等式

TR(0一阵∽一硒sin(刊a；r)]J(1叫(1-丌a“)R(na()丽<叫卅log r

<掣一∽一揣]躐． _6，

3．2主要结果的证明

肌)=赢旃+南<掣+2r／C口(妒垤r
一4(1-a)||lC口(r)Eo(r)-rr唧Co(r)．1。g r>=萼{篙簪叫1刊型畔铲>=一百7r2丁rlog(1／r){上rr2lC。(r)2一z—ti-n)觜>2一百——ir 1——一一nJ——互≯习i矿j『=一百zr2丁rlog(1／r)南<1叫l_0)学)． (3．7)2一百—了r研1卜趴l_叫—下石万一，‘ p√7
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i刍[24，引理5．4(1)和引理5．2(4)】可知函数r H 7'7．ICn(r)从(o，1)到(o，7r／2)上严格单调下

降，函数r H 1—2(1一口)【已(r)一产．|lC口(r)】／【7．2咒口(7．)]从(o，1)至iJ(a2+(1一o)2，1)上

严格单调上升。根据单调性1’H6pitm法则可知函数rlog(1lr)lr尼在(o，1)上严格单

调上升。因此由(3．7)式可得一爿(r)为三个正的且在(o，1)上严格单调上升函数的

乘积：故函数^在(o，1)上严格单调下降且是向上凸的。显然，^(1一)=0．应

用1’H6spital法则可得：

，li。m。r1。『百71-2一r尼|||C口(r)2]=旦苎!学，
所以 胛*．1im{[以r)+logr]+华研r2logr，=掣．
(3．1)式的第二、第三及第四个不等式显然成立。由【24，引理5．4(1)]n-乃iil(3．1)中的第

一个不等式成立。证毕。

定理3．2的证明：令

￡1 r)三R(a)／2一【p口(7')+logr]，tz(r)三JIC。r)一7r／2，

￡。(r)兰7r2／【4JIC。(r)2】一7’忍，ta(r)三2(1一n)【幺p)一7-彪k(r)】．

贝4有t1(o+)=t2(o+)=t3(o+>=t4(O+)=0，且

A(O=糍，丽ti(r)=糍， (3．8)

经求导得

t73(r)一
t2(r)
—‰一一7r2—‰业掣三姗)． (3．9)
2a(1一口)k r)4a rr2K：。(r)4 r2

叭7 、 7

由【24，引理5．2(1)、引理5．4(1)】和厄。(7’)的单调性可知：函数t5在(o，1)上严格单调下

降。由(3．8)一(3．9)式和单调性l’H6pital法则可知：止在(o，1)上严格单调下降。且

有尼(1一)=0，厶(o+)=(1—2a+2a2)／【n(1一n)7r】．不等式(3．2)为显然。证毕。

定理3．3的证明：令

^1 r)三p。(7')+log r，h2(r)兰￡(r)一sin(aTr)／[2(1一口)】，

坼)三而7T2 —1，坼)三2(1一。)【k(r)一&(r)】，
贝0有h1(1一)=九2(1)=0，h3(o)=h4(O)=o，及

fa(r)=器，器=丽h3(r)． (3．10)
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求导得器=南南r『l-2c1刊哿r2tg 1．㈣㈣M(r) 8(1一Q)2∥．IC。(r)2&)l‘弋‘
“7

n(r) l‘
r⋯7

[24，引理5．2(4)，引理5．4(1)】及&(r)的单调性可知：％(r)／磁(7’)为两个正的

严格单调上升函数的乘积。所以函数磁(r)／M(7．)在(o，1)上严格单调上升。

由(3．10)一(3．11)式和单调性1’H6pital法则可知：函数^在(o，1)上严格单调上升。

极sh(o+)=【(1一口)R(Q)】／【(1一D)7r—sin(aT0]／手-Ifa(1一)=oo以及不等式(3．3)为显

然。证毕。
’

定理3．4的证明：令h3(r)、h4(r)如同定理3．3中定义。

hs(r)三R(a)／2一阻口(r)+log r]，h6(r)三7r／2一&(r)，

则有hs(0)=hs(0)=0，ha(0)=h4(0)=o，及

A(0=丽h6(r)，糍=丽ha(r)． (3．12)

求导得

器hi(r=南去rnK： 『1-2(卜。，哿r2tg r|．㈣㈣) 8(1一n)2 n(r)2巴(r)I‘气‘～ n) l‘
r⋯7

故根据定理3．3的证明和(3．12)一(3．13)式以及单调性1’HSpital法则可得函数^的单调

性。显然，^(1)=(1-a)R(a)／[(1一a)Tr-sin(aTr)]，由l，HSpital法则可得：A(o+)=

【1—2a(1一n)】／【(1一n)7r】．不等式(3．4)为显然。证毕。

定理3．5的证明：令

gl(r)三mn r)+log r，92(r)兰(7r／2)一磋(r)，

则91(r)=92(r)=0，且^(7．)=gl(7’)／夕2(r)．根据[24，定理4．1(9)】及[24，(1．1

求导得：

夕；(川一
必(r)

2
+

根据【24，引理5．2(3)】和(3．14)式，gi(r)／夕；(7')在(o，1)上严格单调上升。

1)】，经

叫]．
(3．14)

由单调

性1’H6pital法则得到函数^的单调性。显然，A(o+)=(1一n)R(o)／【(1一n)7r—

sin(aTr)]，由(3．14)得：A(1一)=oo．不等式(3．5)为显然。证毕。

定理3．6的证明：令

嘶户掣卟小)+log r]川忙跏)一鹩，
43
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则93(o)=94(0)=0，且^(r)=夕3(r)／驭(r)．根据【24，定理4．1(9)】及【24，(1．11)】，经求

导得：

夕：(川一
鲥(r)

2／Ca r)
7r(1一n)sin(a7r)／o

rt2lC：(r)

(r)一幺(r) [2(1-a)帮伸。叫]．貉．
(3．15)

其中，9i(r)／必(7')如同(3．14)中定义。故m(3．14)一(3．15)式及单调性1’H6pital法则得

到函数^的单调性。显然，f6(1)=(1一n)R(凸)／【(1一n)7r—sin(alr)]，m(3．15)式

和l，HSpital}去贝'J得：^(o+)=【(1一Q)2+a2]／[(1一a)sin(aTr)]．不等式(3．6)为显然。

证毕。

3．3 在广义RaInanujan模方程中的应用

定理3．7．对任意的n∈(0，1／21，r∈(0，1)，K∈(1，00)，有

妒1／K a，r)>rK exp{(1一K)[R(a)／2+(r／r’)2 log(1／r)]}．

证明：由【38，定理3．77】和定理3．1即得结果。证毕。

定理3．8．设a∈(0，1／2]，t=【1—2a(1一Q)]／【(1一o)7r】，对任意mr∈(0，1)，

K∈(1，∞)，有

附小∽>rK唧{(1_K“掣一t(三划r))])
证明：由【38，定理3．77(3)】和定理3．4即得结果。证毕。

注：定理3．8揭示了广义,．Ramanujan模方程的解妒1／K(a，7．)的界的估计对第二

类广义椭圆积分厶(r)的依赖性，因此在第二章中所获得的巴(7’)的上界均可用

来估计广义Ramanujan模方程的解妒l／K(a，r)的界，得到由不同的初等函数表示

的妒1／K(a，7’)的精确界。

定理3．9．设a∈(0，1／2]，对任意的7'∈(0，1)，K∈(1，oo)，有

箩l／K a，r)<7’K exp{(1一K)【(1一口)7r—sin(a7I-)][@／2)一髟(7’)】)．

证明：由【38，定理3．77]及定理3．5即得结果。证毕。

注： 定理3．9利用定理3．5建立的广义Hiibner_J5界函数m。(7’)与第二类广义

椭圆积分已(r)的关系，给出广义Hersch—pfluger偏差函数妒1iK(a，7’)的界的估计

对己(r)的依赖关系，因此在第二章中获得的幺(r)的上界均可用来估计偏差函

数垆IlK(a，r)的界，获得不同形式下的妒·倦(o，7_)的精确界。
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定理3．10．设盘∈(0，1／2]，b=【(1一岔)2+n2】／f(1一日)sin(口7r)】，C=【(1一

o)冗(n)】／【(1一口)丌一sin(Q7r)】，对任意的7'∈(0，1)，K∈(1，oo)，有

毗r，<rilk exp{(1叫K“掣“(跏，一鹩)])．
和

。

蛳小∽<rK exp{(1卅[掣一c(靳，一黟)”
证明：由[38，定理3．77(3)]及定理3．6即得结论。证毕。

注：定理3．10建立_-j-广义砌吼anujan模方程的解妒1／K(o，7．)与妒x(n，r)的界的

估计对第二类广义椭圆积分幺(r)的依赖关系，因此在第二章中所获得的&(7’)的上

下界均可用来估计广义m衄anujan模方程的解妒1／K(a，r)与妒K(n，r)的界，获得不

同形式下的精确界。
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第四章 广义Ramanujan模方程的若干性质

本章主要研究广义Ramanujan模方程的解妒K(o，7．)及由其定义的广SLAgard

77一偏差函数77K(a，芒)和广义线性偏差函数入(n，K)的一些分析性质。

4．1 主要结果

下面的结果中，当o=1／2时，定理4．1退化为【37，引理6】．定理4．2、4．4、4．6、

4．7、4．8和推论4．3、4．5分别退化为【60，定理3．1、1．1l、3．21、4．5、4．18和推论3．7、

3．17】。

定理4．1．对任意的r∈(0，1)，关于K的函数

8=s(K)=妒女(rK)，

从【1，。0)到【r，盯1(109(1／r)))上严格单调上升。

定理4．2．(1)令b=4／En(1／～压)2／【丌sin(口7r)]．函数f(K)三(K一1)2 log A(a，K)

从(1，∞)到(7r／sin@丌)，6)上严格单调下降且是向下凸的。

(2)令c=b／2，则函数9(K)三log{A(a，K)e印【c(一K+1／K)I}／(K一1)从(1，∞)

到(o，丌／sin(at)一c)上严格单调上升。

推论4．3．设K>1，则有

max{exp[(K一1)7r／sin(a7I-)]，唧【c(K+1／K)】)<A(凸，K)

<min{exp[b(K一1)】，exp[(g一1)(7r／sin(a7I")+c／K)])， (4．1)

其中，b、c如同定理4．2中定义，且有

Kli。m1地K)1胆一1k唧(6)，舰№K)1肛一1k eXp(7r／sin a7[))．

定理4．4．令b=4足a(1／、／互)2／防sin(口7r)】，c=b{3(b一1)2一[1一o(1一Q)]62}／12．

则函数

，(K)三(K一1)。3[A(。：K)-l-b(K一1)一互1 6(6—1)(K一1)2]
从(1，oo)到(c，。o)上严格单调上升。特别地，若K>1，则有

入(Q，K)>1+6(K一1)+丢6(6—1)(K一1)2+c(K一1)3 (4．2)
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若K∈(1，2)，则

1+b(K一1)+三6(6—1)(K一1)2+c(K一1)3<入(n，K)
<1+6(K一1)+昙6(6一1)(K一1)2+cl(K一1)3 (4．3)<1+6(K一)+言6(6一1)(K一1)2+ 一1)3 (4．3)

其中，c1=A(n，2)一1一b一(1／2)b(b一1)．

推论4．5．(1)设K_1,b=4k(1／钜)2／17r sin(art)]，则有

入(n，K)=1+b(K一1)+三6(6—1)(K一1)2+O((K一1)3)
(2)令6>0为任意实数，c1由定理4．4中定义，d=；6(6—1)，则对任意

的1<K≤Ko兰1+(v／—d2-—4c15一d)／(2c1)，有

入(o，K)<1+(b+6)(K一1)．

特别地，对1<K≤1+(v／—d2--—4c1(，一d)／(2c1)，有

A(a，K)<1+5(K一1)．

定理4．6．对任意的K>1，成立：

其中，

(4．4)

(4．5)

—exp[I面rK／丽sin(厂arr)]一互1+c·(K)exp{酬一防叫sin(n丌)】}<地K)

<而1唧hK／sin(n丌)]_互1+cz(K)eXp[一丌叫sin(。丌)】． (4．6)

c1(K)=

以耻去(1+4乏杀群暑一一21定理4．7．对任意固定的￡∈(0，oo)，NI数F(K)三犯(o，t)+1关于K在(o，∞)上

是对数向下凸函数，函数似(n，t)是对数向上凸函数。特别地，对任意的￡，K，L∈

(0，∞)和满勋+q=1的p，q∈(0，1)，有

r／K(a，￡)prlL(a，z)q<％耳+扛(凸，t)<【r／g(a，t)+1]phL(口，t)+1】q一1． (4．7)

定Ha．8．(1)对任意的￡∈(0，oo)，函数

I(K)三exp[n(a)／K]r／K a，t)／[t1／K(1-4-t)K一1／K】
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从[1，。o)到【exp陋(口)】，oo)上严格单调上升且是向下凸的。特别地，对任意的￡∈

(0，∞)及K>1，有

似(Q，t)≥唧【(1—1／K)R(a)]t1／Ⅳ(1+t)K-1／K， (4．8)

对任意的￡∈(0，∞)KK∈(1，2)，有

exp[(1—1／K)R(n)】<丽‰
<【a’一1)(K一1)+1][exp(1—1／K)R(a)]， (4．9)其中，n’=exp[一R(n)／2]揣．

(2)设≠∈(o，00)，令r=~／可厕，A=A(0=7．，Cxp(p。(r，))及B：B(r)：
r exp{2]Cn(r)程(r)／【丌sin(a7I-)】一弘口(r)}，则函数郴，=A-KBWK[器]1／2
从f1，co)至,J(1／4，B／卅上严格单调下降。特别地，对任意的￡∈(o，oo)和K∈(1，00)，
成立不等式

唧№(。)]A2KB-2／K<蔬特<∥n1)萨1／m． (4．10)

4．2主要结果的证明

定理4．1的证明：因为儿(s)=地(7’K)／K，求导可得：

4ss忍k(s)2 dK 2 sin(a7i')K2Ka(rK)。氟≯可厕～d8dK=商r褊2K)K2 ㈨1+logrK)．～=———————————二__二————一Z M』t．J。l上lnⅣ”“Lfl一 瓦。frⅣ12_忸V，”u5。，‘

故根据[24，Th5．5(3)J得到函数s(K)的单调性。

显然，s(1)=7．．应用l’H6pital法则可求得

nlim。。s(K)2恕簖1(弘n(s))2盯1(毒觋p口(rⅣ)／K)=酊1(1。g(1／r))．
证毕。

定理4·2的证明：令r=酊1(，r／[2Ksin(au)])．则根据(1．53)式及[38，定理4．7】，

A(n，K)=(r／r，)2．求导得：

蕊dr=丽2rrasin(a刀-(型K)2=南sin(a刀"扩m)2’(⋯a．1，1)dK 7r )＼ ／ 7r )“～du’ ，
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幽=幽生=丽4dK dr dK sin(aTr郴黜)2． (4．12)
7r 1弋1一厂飞。7

、 7

据(4．11)、(4．12)式，求导得

八耻坚坐半兽铲蝴=器． (4．13)

其中，^(K)=4(K一1)JIC：(7')2／[7rsin(ar)]一log入(n，K)，A(K)=(K一1)2，

爿(K)一2(1刊(南)2(K_1)磁∽3瞰一批鼢)】<。
及

勰一(1刊(南)2㈣3俐-r2㈣】_郴)．(4．14)
由(4．14)及fl(1)=o知：函数，在(1，∞)上严格单调下降。

因为函数^关于r在(o，1)上严格单调上升，所以爿(K)／以(K)关于K在(1，oo)上

严格单调上升。根据单调性1’H6pital法则，函数．厂7在(1，。o)上严格单调上升。

故．厂是向下凸的。

用l’H6pital法则可得：

。l，im，，(K)_41C。(1／、／2)2／防sin(aTr)]，lim f(K)=7r／sin(aTr)．^—÷1 一∞

(2)令gl(K)=log{A(a，K)cxp[c(-K+1／K)】)'92(K)=(K一1)，贝Ugl(1)=

92(1)=0．由(4．11)、(4．12)及K=k(7．)／尼：(7．)，经求导得

夕i(K)／夕：(K)=4Jc：(r)2／[r sin(at)】一41+1／K2)三ga(K) (4．15)

及

纵耻一器赫㈣3㈨-r2K'o(卅嚣，i93郴)-c一面16(1研-a)r'2tCo(r)3学三础)． (4．16)

由【24，引理5．2(1)]和[24，引理5．4(1)]口-ffJ知：函数94在(1，oo)上严格单调上升。

又7．∈(1／、，压，1)，由广义Lcgcndre关系可得：94(1l～压)=0．

kh(4．16)可知：函数卯在(1，∞)上严格单调上升。故I：h(4．15)可单调性l’HSpital法

则获得函数g的单调性。

由l’H6pital法则易得：

Kli。m1夕(K)2尺li。ra。ga(K)=o，0粤巴夕(K)2 Kli。m。。卯(K)=丌／sin(n7r)一c·‘
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让毕。

定理4．4的证明：令7-=坛1(丌／【2Ksin(n丌)】)．则(4．11)年11(4．12)成立。求导得

堕塑：一坐共聪(r)z【￡(r)一rz磋(r)】， (4．17)dK丌sin(aTel”7‘”7 ”“’ 、

心口，K)=筹篇麟卅砾卜2(1叫【跏)．r2硪椰， C4．18)

AⅢ(n，K)=等篆警舞』IC：(r){咒：(r)一2(1一Q)【咒(r)一r2．||C：(r)】)
一篇擗【1-4a(1叫一㈣4． C4．19)

由广义Lcgcndrc关系【26】可得

k(1／扼)嗡(1／以)一(1／2)k(1／钷)]=丽7r siFn(a酉丌)．
C4．20)

由(4．11)、(4．12)、(4．17)一(4．20)式得

A7Ca，1)=b，∥Ca，1)=b(b一1)，rCa，1)=6c． (4．21)现令夕(K)=A(n，K)⋯1 b(K 1)一；6(6—1)(K一1)2及^(K)=(Ⅸ一1)3．
则有：

g(1)=h(1)=gl(1)=h’(1)=9Ⅳ(1)=∥(1)=0，f(K)=g(K)／h(K)，

而且，

夕7(K) A’Ca，K)一b一6(6—1)(K一1)

瓦丽一———可万jF—一’船=业群：船一16(K 1 6兆n^Ⅳ(K) 一) ’^川(K)
、’ 7

由(4．17)一(4．19)式及A(凸，K)=(r／T，)2可得

川口㈣=搿聊 ．

(4．22)

(4．23)

其中，．’耻)=2(掣)2拙(1嘶㈣)2_12(1叫掣
·{JIC：(r)一(1一凸)【髟(r)一r2咒：(r)】)．

应用(4．20)可得

F(1)=[4+2a(1一a)N。(1／扼)2+24(1一o)2[g．C1／v互)一(1／2)JICa(1／vf2)]2～37r sin(Q7r)>0
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因为7．∈(1／钜，1)，由【24，引理5．2(1)，引理5．4(1)】可知函数赶：(7')／7’7，rlC"(r)单调

上升。同时，函数【配(，一)一1．2秘(r)]／一和聪(r)一(1～Q)【咒r)一r2|IC：(r)】在(o，1)上

是正的且严格单调下降，故可推得函数F(K)关于K在(1，∞)上严格单调上升。因

此，入肿(o，K)关于K在(1，∞)上严格单调上升。

应用1’HSpital法则及(4．21)-(4．23)式可得：，(1+)=c，因为K=瓦口(r)／gi(r)，

A(o，K)=(r／r，)2，及肛)-G㈤=垄坐坐鬻猿筹擎幽，
其中，d=lb(b一1)，且有归J||Ca(7．)_0 as r_1，可以得到

。l，ira f(K)=lira，a(r)=(30．K—●∞ r—÷l

最后，(4．2)显然成立。又因为

，(2)=A(凸，2)一1一b一(1／2)b(b一1)=c1

及，(七)关于K单调上升，故(4．3)可证成立。证毕。

推论4．5的证明：由(4．3)可知结论(1)成立。由于

A(n，K) < 1+b(K一1)+去6(6—1)(K一1)2+C．1(K一1)3≤1+(b+6)(K一1)

§b+去6(6一1)(K一1)+C1(K一1)2≤b+6

§d(K一1)+C1(K一1)2≤6

§d(K一1)+C1(K一1)2—6≤0

营1<K≤1+(、／7cf2—4c15一d)／(2C1)=凰，

由此得(4．4)．又由于c1>0．令6=5一b，便从(4．4)得到(4．5)．证毕。

定理4．6的证明：根据【38，推论2．15]$I：1160，定理2(1)]可知，对任意的r∈(0，1)，

魄(等卜以㈦《掣苗)． ∽24，

于是，令z=cxp【2p。(r)】≥2,A=百1唧【R(n)]，则对所有的7'∈(o，盯1(109(以))]，有：

、 1一(磊)8<氏l一(舞)4． 仕25，

再令r=p：1(Ⅳ7r／【2sin(07r))])，贝|J有o<’．<l／v／2<弘i1009(、／乞))，z=

e)【p【K丌／sin(a7r)]，及入(o，K)=(r'／r)2．
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由(4．24)式的第一个不等式m(4．25)式可得

№闱=≯1—1<丽若饕‰一1
=而1嘶刚巾硼+去h(1+4篙髯蒋)]^1

其中，Y=i／x=exp[-rK／sin(at)]，所以(4．6)中的第二个不等式成立。

下面，由(4．24)式中的第二个不等式可知

A(口，K) 一
1
1、

，m_L^、4
1

=一r2—1>F砑、．FJC,-'l"下I'll了碍一1
z(1+Ax_1)4 ，

一面了干刁i丁一上

=三8A五1 I三(1 I丽4-4-I I 4-8 ')，=⋯一一-2。 ＼‘。1+t2／’

其中，t=Az～．由此即得(4．6)之第一个不等式。证毕。

定理4．7的证明：根据【24，定理4．1(10)]有：

掣=丽4丽州叫酬l⋯c3{s)_器．—獗一2雨丽叩K【n，‘J凡d【sJ s)_盖赢萧赢寿‘
于是，

上—OrlK(—a,t)：兰垦盟1
77K(口，t) OK sin2(Q丌)p口(7．)

是关于K在(o，Oo)上严格下降的函数，所以函数叩K a，￡)是对数向上凸的。

令s=‘aK(a，r)，其中7．=、／可丽．则有：rlK(a，t)=(sis，)2，而

对数求导得

F(K)=似(口，t)+1=(s／s，)2+1=1／s72．

!塑：竺生：壁垒盟：丝竺盟
F(K)8彪dK K7r2

=—2s丽2L：：(s)2sin2(a丌)# 兰，(K)．
。(r1一八“，‘

于是，由【24，引理5．4(1)]可知，函数，关于K在(o，。o)上严格单调上升，故函数F为

对数向下凸的。不等式(4．7)显然成立。证毕。

定理4．8的证明：(1)令r=~／可丽，s=妒K a，r)．则函数，(K)可写为
肛)=<唧俐／(2硎；丢)2．
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对数求导得：

器=黜一裂+logr'4-一1Ksin(at K2
gr

2厂(K) 7r ) 2K2
”。

=郴)-焉+雨1 log{r／cxp[脚)／2])+log，．，
显然，

求导得

《(K)=一

刖=丽2^：off)JC'ff)恻∥)一型2
=ma(r)+ma(r7)+log(rr’)一R(a)／2，

尺li。ra∞F1(K)=虿夏孑百磊7r2丽+l。g r，=p口(r7)+l。g r，．

4(1一o)磁(s)形(s)一s2磋(s)2ss忍1C。(s)秘(s)
sin2(n丌)弘口(r)88忍 KTr sin(an)

2 log[r／cxp(R(a)／2)】
K3

三删(驴础H。g_exp(R_(a)／2)一罴器器s彪／Ca(s)3趔8r2 ．

1当[24，引理5．2(1)和弓1R5．4(1)】可知：函数而在【1，oo)上严格单调上升，且有

聊)=忙exp[R(a)／2]}{r 1一罴高嘶u(酬o(r)2川r'2／Co(妒学)，
Rli。m∞F2(K)=log—exp—[R了(a一)／2]．

由【24，引理5．2(1)、引理5．4(1)和定理5．5(6)】可知：函数F2(1)／109【cXp(R(凸)／2)／7．】关

于r从(o，1)至lJ(0，1)上严格单调上升，故函数易(K)>0，从而函数日在[1，∞)上严格

单调上升。

因为对于任意的r∈(0，1)，有Fl(1)>o；对任意Sj／(≥1Kr∈(0，1)，

有R(Ⅳ)>0，故，7(K)／2=I(K)FI(K)为两个正的且在[1，。o)上严格单调上

升函数的乘积。由此便得函数，的单调性和凹凸性。且有：，(1)=exp[R(a)]．

由【61，定理4．18的证明]可得

li，mK∞，(K)2 K1骢了2 oo·_∞。、
7

_∞S，

不等式(4．8)为显然。对任意的￡∈(0，oo)及K∈(1，2)，由于

伸，=唧刖倒篝赫等
故不等式(4．9)显然成立。



(2)函数夕(K)可写成

求导得：

和

—K—29—'—(K-)：91
g(K)

洲

獗1鳅耻榔卜罴蒜踹s2㈣3华仙g(丢)．
1主j[24，引理5．2(1)和引理5．4(1)】知：函数92在【1，o。)上严格单调上升。因此，对

所有的K≥1，有

夕2(K)<，lim 92(K)=卢口(7'7)+log(r7／A)=0．

故函数夕l在【1，00)3：严格单调下降。从而，XtK>1，有

引小“1，=黑并仙g(磊)一o．
因而，函数夕关于Ⅳ在【1，oo)上严格单调下降。显然，夕(1)=B／A． 1扫[31，定

理1．4(3)】得

2骢邪，=量Flm s(丢)K=一lira志=高．
不等式(4．10)为显然。证毕。

54 ，



【3】W．K．Bfihler．Gauss，a biographical study[J]．Springer-Verlag．Berlin，1981．

【4】F．Klein．Vorlcsungen fiber die hypergeometrische flmktionen[J]．B．G．Teubner，

Berlin，1933．

【5】H．A．Schnarz．fiber diejenigen Fiille，in welchen die Gauss’sche hyperge-

ometrische reihe einc algebraische function ihres vierten elements darstcllt[J]．

J．Reine Angew．Mzth．1873，75：292-335．

【6】R．Ask．Ramanujan and hypergeomctric and basic hypergeometric se-

nes[J]．Ramanujan international Symposium on analysis．Pune．India．Russian

Math．surveys．1990，45 1：37-86．
、

【7] B．C．Berndt． anujan’S Notebook I【M]．Springer-Verlag，Berlin-Heidelberg

New Yrork．1985．

【8]B．C．Berndt．RaJ]larlujan’s Notebook II[M]．Springer-Verlag，Berlin-Heidelberg

New York，1989．

[9】B．C．Berndt．Ranlailujan’s Notebook III[M]．Springer-Verlag，Berlin-Heidelberg

New York，1991．

【10]B．C．Berndt．Ramanujan’S Notebook rV[M]．Springer-Verlag，Berlin—Heidelberg

Ncw York，1993．

【11】

【12】

G．J．Martin．G．D．Osgood．The quasihyperbolic metric and associated estimates

Oil the hyperbolic metric[J]．J．Analyse Math．1986，47：37-53．

P．Deligne，G．D．Mostow．Commensurabilities among lattices in PU(1，n)【J】-

Ann．of Math．Stud．．Princeton Univ．Press．Princeton．NJ．1993．

55



浙江理：r=大学硕士学位论文

【13]P．B．Cohen，F．Hirzebruch．A survey of【DM]，Bull[J]．Amer．Math．Soc．

1995，32：88-105．

【14】A．Varchenko．Multidimensional hypergcomctric functions and their appearance

in conformal field theory,algebraic K—theory,algebraic geometry etc[J]．in Proc

Internat．Congr．Math．(Kyoto，Japan)．1990：281—300．

【15】B．C．Carlson．Spccia】function of applied mathematics[J]．Academic Press．New

York．1997．

【16】Ch．Houzel．Ellipticsche funktionen und Abelsche integrale，in Geschichte

Matematic 170-19001J]．ed．by J．Dieudonn VEB Deutscher Vcrlag Wiss．．

Berlin．1985：422—539．

[IT]K．Dhandrasekharan．Elliptic functions，Grundlehren Math．wiss[J】．Springer-

Vcrlag．Berlin．1985，281．

【18]U．Bottazzini．The higher calculus：A history of real and complex analysis from

Euler to Weierstrass[J]．Springer-Verlag．Berlin，1986．

【19]G．D．Anderson，M．K．Vamanamurthy,M．Vuorinen．Special functions of quasi-

conformal theory[J]．Exposition．Math．，1989，7：97-138．

【20】M．K．Vamanamurthy,M．Vuofinen．Functional inequalities，Jacobi products，

and quasiconformal maps[J]．Illinois J．Math．，1994，38：394-419．

【21】B．C．Carlson，J．L．Gustafson．Asymptotic approximation for symmetric elliptic

integrals[J]．SIAM J．Math．Anal．，1994，25：288-303．

【22]M．K．Vamanamurthy,M．Vuorincn．Inequalities for means[J]．J．Math．Anal．

·Appl，1994，183：155—166．

[23]s．一L．Qiu，j．-M．Shen．On two problems concerning mca璐[J]．J．hangzhou

Inst．Electr．Eng．，1997，3：1—7．

【24]G．D．Anderson，S．-L．Qiu，M．K．Vamanamurthy,M．Vuorinen．Generalized ellip-

tic integrals and modular equations[J]．Pacific J．Math．，2000，1：1—37．

56



浙江理：】：大学硕士学位论文

【25】s．一L．Qiu，M．Vuorinen．Landen inequalities for Hypergeometric function[J]．

Nagoya Math．J．，1999，154：31—56．

【26】S．一L．Qiu，M．Vuorincn．Hand—Book of Complex Analysis：Geometric function

theory【M】．Elsevier B．V．，2005：621—659．

【2 7]V．Heikkala，H．Lind@n，M．K．Vamanamurthy,M．Vuorinen．Generalized elliptic

integrals and the Legendre M-function[J]．Journal of Mathematical Analysis

and Applications，2008，338：223-243．

【28】G．D．Anderson，M．K．Vamanamurthy．An inequaliW for complete elliptic inte-

grals[J]．J．Math．Anal．Appl．，1994，182：257-259．

【29】Horst Alzer，Song-Liang Qiu．Monotonicity thcorems and inequalities for the

complete elliptic integrals[J]．Journal of Computational and Applied Mathe-

matics，2004，172：289-312．
，

[30]G．D．Anderson，M．K．Vamanamurthy,M．Vuorinen．Functional inequalities

for hypergeometric functions and complete elliptic integrals[J]．SIAM

J．Math．Anal．，1992，23：512—524．

【31】s．一L．Qiu，M．Vuorinen．Infinite products and the normMized quotients of hyper—

geometric functions[J]．SIAM J．Math．Analysis，1999，30：1057-1075．

【32]s．一L．Qiu，M．Vuofinen．Duplication inequalities for the ratios of hypergeometric

functions[J]．Forum Math，2000，12：109—133．

【33】

【34】

【35】

【36】

L．V．Ahlfors．Lectures on quasiconformal mappings[M]．American Mathematical

Society．Second Edition，2005．

J．Hersch，A．Pfluger．G6n6ralisation du lemma de Schwarz et du principe

de la mcsure harmonique pour lcs fonctions pseudo-analytique[J]．

C．R．Acad．Sci．Paris，1952，234：43-45．

Chuan-Fang Wang．On the precision of Mori’S thcorem in thc Q—mappings[J]．

Science Record，1960，4：329-33．

O．Hiibner．Remarks on a paper of Lawrynowicz on quasiconformal mappings[J]．

Bull．de L’Acad．Polon．des Sci．，1970，18：183-186．

57



浙江理工大学硕士学位论文

【37】s．一L．Qiu，M．K．Vamanamurthy,M．Vuorinen．Some inequalities for the Hcrsch-

Pflugcr distortion function[。孔J．of Inequal．Appl．，1 999，4：1 1 5-139．

【38]马晓艳．广义椭圆积分与模方程解的若干性质【D]．杭州：杭州电子科技大学硕

士学位论文，2004．

【39】Wang Gen-di，Zhang Xiao-hui，Chu Yu-ming，Qiu Song-liang．完全椭圆积分

和Hersch-Pfluger偏差函数【J]．数学物理学报，2008，28：731—734．

B0】O．Lehto，K．I．Virtanen，J．VSisSl5．Contributions to the distortion theory of

quasiconformal mappings[J]．Ann．Aead．Sci．Fenn．set．A 41959，273：1—14．

【41】S．Agard．Distortion theorems for quasieonformM mappings[J]．Ann．Acad．

Sci．Fenn．Ser．AI．，1968，413：1-12．

[42]G．J．Martin．The distortion theorem for quasiconformal mappings，Schottky’s

theorem and holomorphic motions[J]．Proc．Amer．Math．Soc．，1997，125：1095—

1103．

【43】S．一L．Qiu．Singular values，quasicon董ormal maps and the Schottky upper

bound[J]．Sci．in China Ser．h，1998，41：1241—1247．

【删S．一L．Qiu，M．Vuorinen．Submultiplicativc properties of the妒-distortion rune-

tion[J]．Studia Math．，1996，117：225—242．

【45】s．一L．Qiu．Gr6tzsch ring and lhmanujan’s modular equations[J]．Acta Math．

Sinica，2000，43：283—290．

【46】G．D．Anderson，M．K．Vamanamurthy，M．Vuorincn．Conformal invariants，in-

equalities，and quasi—eonformal maps[M]．New York：John Wiley Sons，1997．

【47】G．D．Anderson，M．K．Vamanamurthy，M．Vuofinen．Functional inequalities for

hypergeometric functions and complete elliptic integrals．SIAM J．Math．

Anal．，1992，23：512—524．

f48】J．Sandor．On certain inequMities for means I．J．Math．Anal．Appl．，1995，189：602—

606．

58



浙江理工大学硕士学位论文

[49]J．Sandor．On certain incqualities for means II．J．Math．Anal．Appl．，1996，199：629-

635．

【50】s．一L．Qiu，M．K．Vamanamurthy,M．Vuorinen．Some inequalities for the growth

of elliptic integrals．SIAM J．Math．Anal．，1998，29：1224-1237．

【51】B．C．Carlson，J．L．Gustafson．Asymptotic expansion of the first elliptic inte-

gral[J]．SIAM J．Math．Anal．1985，16：1072—1092．

【52】s．一L．Qiu．The proof of a conjecture()n the first elliptic integral[J】．J．Hangzhou

Inst．of Elect．Eng．1993，3：29-36．

【53】s．一L．Qiu，M．K．Vamanamurthy．Sharp estimate for complete elliptic integrals[J]．

SIAM J．Math．Anal．1996．27：823-834．

【54】Horst Alzer．Sharp inequalities for the complete elliptic integra of the first

kind[J1．Math．Proc．Camb．phil．Soc．1998，124：309-314．

【55】T．Muir．On the perimeter of an ellipse．Mess．Math，1883，12：149-151．

【56】M．Vuorinen．Hypergeometric functions in geometric funtion theory,in：SpeciM

Functions and Differential Equations．Proceedings of a Workshop held at The

Institute of Mathmatical Sciences．Madras，January 13-14，1997．Allied Publ．

New Delhi，1998：119-126．

【57】R．W．Barnard，K．Pearce，K．C．Richards．A monotonicity property involving

3岛and comparisions of the classical approximations of elliptic arC length．

SIAM J．Math．Anal．，2000，32：403-419．

【58】s．一L．Qiu，M．Vuorinen．Quasimultiplicative properties for the r／-distortion func-

tion．Complex Variables Theory Applic．，1996，30：77-96．

【59】赵叶华．广义椭圆积分的若干性质fD】．杭州：杭州电子科技大学硕士学位论

文，2004．

【60】裘松良．Gr6tzsch环与R舢【lanqaIl的模方程[J】．数学学报，2000，43：283-290．

【61】G．D．Anderson，S．一L．Qiu，M．Vuorinen．Modular equations and distortion rune-

tions[J]．Ramanujan J,2009，18：147-169．

59



浙江理工大学硕士学位论文

致 谢

不知不觉中两年又半载的研究生生活已如光般即将飞逝，在论文完成之际，

我的心情无法平静，回顾过去的近一千个日日夜夜，所收获的不仅仅是愈加丰厚

的知识，更重要的是在阅读、实践中所培养的思维方式、表达能力和广阔视野。

很庆幸这些年来我遇到了许多良师益友，无论在学习上、生活上还是工作上都给

予了我无私的帮助和热心的照顾，让我在诸多方面都有所成长。感恩之情难以用

语言量度，谨以最朴实的话语致以最崇高的敬意。

“饮其流者怀其源，学其成时念吾师"，本文的研究工作从选题到完成，无

不倾注了恩师裘松良教授和褚玉明教授诲人不倦的关怀、指导和教诲。两年多

来，裘老师和褚老师对我的学习和研究要求都非常严格，并给予了悉心的指导，

亦师亦父；在生活和思想上，两位恩师又给予了我的慈母般的细心关怀与循循善

诱的教诲，亦师亦母。裘老师和褚老师渊博的学识、严谨的治学态度、敏锐的科

学洞察力、实事求是的学术作风以及为人师表的风范给了我巨大的启迪、鼓舞和

鞭策，并将成为我人生道路上的楷模。在他们的言传身教中，我深深地感受到了

追求完美的重要性，学习和品尝到了独立思考，独立研究的乐趣，在此，谨向我

尊敬的导师裘松良教授和褚玉明教授致以诚挚的谢意和崇高的敬意!

感谢胡觉亮教授、黄土森教授、裴道武教授、樊太和教授、骆桦副教授等理

学院的各位老师，从他们身上我学习到了很多的知识。

感谢我的师姐马晓艳、任梁玉，师兄赵鹏、贺建辉、冯保平，他们给予的生

活和学习上的关心和帮助，让我这个远游他乡的学子感受到了亲人般的温暖!

感谢本科同学在华东师范大学读研的常章亮，在我毕业论文的资料搜集、写

作过程中给予了很多的帮助，使我深深感受到同学问友谊之长青，情谊之无价!

我还要感谢我的同班同学黄阿敏、李琳、李艳莉、沈红梅、王敏芝、张玮

虹、张艳萍和周培桂，她们从各个方面影响着我，让我时刻警醒自己要加倍努

力。感谢我的师弟师妹们，他们的不断进步，积极努力使我明白自己不能够松

懈，要始终保持前进的状态。

最后，我要特别感谢父母多年以来给予我的极大的支持和鼓励。古人云：

“焉得谖草，言树之背”。感谢父母，养育之恩，无以回报，二十载的求学路，

他们默默承受着生活的压力，鼓励我安心完成学业；感谢哥哥，感谢弟弟，他们

虽平凡，在我却是最珍贵的!他们的支持与鼓励，永远是支撑我前进的最大动

力。今后我将竭尽所能，用我的努力去诠释对你们的感激1

60



浙江理工大学硕士学位论文

攻读学位期间的研究成果
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国家自然科学基金项目(10771195)，2007．10-2009．12．
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[2】QIU Song-Liang，ZHOU Pei-gui，TU Guo-yan，LI Yan-li．Some propcrties of the
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【3】QIU Song-Liang，LI Yan-li，ZHOU Pei-gui，TU Guo-yan．Some propertics of the
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【4】QIU Song-lia,ng，TU Guo-yan，ZHOU Pei-gui，LI Yah—li．Generalizations of some
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