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“铷喃硼Clifford分析中高阶奇异积分和边值问题。

要

K．T．Vahlen[1j在本世纪初创建了Clifrord代数，它是一个可结合但不可交换的代数．

Cli助rd分析是上世纪七十年代新兴起的一个数学分支。研究的是从实向量空间映射到不可交

换的实Cli肋rd代数的函数理论，它在数学其它分支、场论、量子力学等方面有着重要的应用．

许多数学家对它给予很大关注． Robert P．Gilbert[21，F．Brack，R．Relanghe，F．Sommen[⋯，

闻国椿【4]，Lehuang Song[引，黄沙等16—12】将Clifford分析与单、多元复分析函数理论相对

照，做了很多工作．到上世纪末，Clifford分析有了长足的发展．

本文在Cli舫rd分析中考虑高阶奇异积分，函数的性质以及边值问题，全文共分八章．

第一到第三章讨论Clifford分析中高阶奇异积分．在实分析中积分理论是非常重要的，

它不但是现代数学的理论基础，而且是数学应用的主要工具之一．但是有些实际问题只用正常

积分是不够的，需要考虑奇异积分，甚至是高阶奇异积分．Hadamard[13j在实分析中是用积

分有限部分的思想，定义高阶奇异积分的．例如考虑高阶奇异积分Z6石墨宅惫，它的有限
部分如下定义
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其中
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主要思想是舍去不可积的部分，用其余部分定义高阶奇异积分．在文[14]中，路见可直截了当

地定义闭曲线L上的高阶奇异积分为Z誉挚￡=上畿戤即定义上(高)，，(驰
=Z(F毛)，’(t)出，这里(F毛)比(F去)7具有较低阶的奇性·路先生关于高阶奇异积
分的理论得到了数学理论界的广泛认同并在实际工作中得到了应用．这是按归纳法思想用正常

积分或弱奇异积分定义奇异积分，用低阶奇异积分来定义高阶奇异积分．对高阶奇异积分的研

究还有一些成果见文献[14][15][16]．

黄沙在文[17】中讨论了Clifford分析中3种高阶奇异积分，本文在文[17]的基础上，

借助于高阶奇异积分的Hadamard主值的思想以及归纳法的思想，在第--N第三章讨论了几

类拟Bochner—Martinelli型(以下简称为拟B—M型)高阶奇异积分的归纳定义、计算、性质

及Poincar6一Bertrand置换公式等．我们知道积分算子、积分方程在解边值问题及微分方程

中都有重要应用．所以这部分内容无论在数学理论上还是应用方面都有一定的意义．

第四章讨论了第二类积分方程的可解性和解的表示式积分方程问题是实际中非常重要的

一个问题，Clifford分析中积分方程的研究还是空白．M．Spivark在他的专著<<Calculus

OIl Manifold>>中，对n维实空间中流形上的函数，借助于单位分解的方法给出了广义积

分的定义(见文[18】)，这个定义是一维实广义积分定义的推广，它允许在流形上出现多个奇

点．我们是在Clifford分析中用类似的方法定义了广义积分． Robert P．Gilbert在文献12]

中引入了交换因子的概念，部分的解决了Cli肋rd分析中乘积不可交换的问题．借助于这一思

想我们设计了带交换因子的积分算子核，并研究第二类带交换因子核的积分方程的可解性和解

的级数表达式．

第五和第六两章考虑了两类函数的边值问题．在Clifrord分析中的正则函数相当于单元

复分析中所讲的全纯函数。它的定义首先是由文f221给出的．关于正则函数的Cauchy型奇异
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积分及PIemelj公式已有研究，文[20]就利用上面的结果讨论了正则函数的一种特殊的边值

问题．文f191定义了Clifford分析中的双正则函数和广义双正则函数，双正则函数和广义双

正则函数是比正则函数更广泛的函数类，它们的研究是近年来函数论领域内的一个热门分支，

受f211的启发，本文第五和第六两章考虑了这两类函数的带位移的边值问题．设计积分算子研

究它们的Cauchy型奇异积分的性质，将边值问题转化成积分方程问题，借助于积分方程理论

和Schauder不动点理论证明了边值问题解的存在性并给出了解的积分表达式．

在文123][24i的基础上，第七章在无界区域上讨论了Clifford分析中的双正则函数及其

Plemelj公式．

最后一章在复Cli肋rd代数空间A。(G)中讨论了复趣正则函敦的等价条件及性质．复

Clifford代数空间的基和实C1ifford代数空间相屙，不同的是系数用复数．实Clilf0Td分析

是研究从实向量空间j酽“到A；(冗)的函数的数学分支．复Cliffbrd分析是研究从多复向

量空间c叶1到A(c)的函数的数学分支．对复Clifford分析，F．Sommen，J．RyaⅡ等人

做了许多工作，证明了复正则函数在位于复Clifford代数中的—个Lie群作用下的不变性，

并且利用复调和函数去构造全纯函数．黄沙【25]【2q[27】得到了复正则函数的充分必要条件和复

正则函数与复调和函数的关系．近年来Clifrord分析中实超正则函数成为学者们研究的热门

课题这一。实超正则函数是Cli肋rd分析中被研究较多的一类函数，是一类Clifford分析中

微分方程的解． H型解是指向量值的超正则函数． W．Hengartner和H．Lentwiler研究

了R3中的超正则函数，使Clifford分析中的函数理论有了进一步的发展；H．Leutwiler在

文[28][29][30】中研究了H型解，使超正则函数有了更加具体的表现形式．本文第八章在复

Clifford分析中给出了复正则函数和复超正则函数的等价条件，这些条件与单元复分析中全纯

函数的C—R条件非常类似．另外还给出了H型解和复超正则函数的关系(见定理8．3和8．4)．

这些结论对进一步研究函数的性质有一定的意义．



High Order Singular
Problems

Integrals and Boundary Value

in Clifford Analysis

Abstract

K．T．Vahlen[L1 set up Clifford algebra at the begin of last century．It iS a kind

of algebraic structure which iS associative and incommutable．Clifrord analysis iS

a branch of mathematics arising in 1970s．It studies theory of function from real

vector space to real incommutable Clifford algebra．It plays an important role in

many fields such as other mathematical branches．theory of fields and quantum r

mechanics and SO on．Many mathematicians pay much attention to it．Robert

P．GilbertN，F．Brack，R．Relanghe，F．SommenN，WenGuochunN，LeHuang Song[引，
Huangshaf6-12j and SO on did many wDrks through comparing Clifford analysis with

single variable，multiple variables complex analysis function theory．The studies to
Clifford analysis were developed rapidly by the end of last century．
In this paper，we consider high order singular integrals，function properties and

boundary value problems in Clifford analysis．There are eight chapters in this paper．
We discuss high order singular integrals in Clifford analysis from the first chapter
to the third chapter．The integral theory is very important in real analysis，it is not

only the theory base of modern mathematics．but also one of the main tools in math

application．But some practical problems CaD’t be solved by the normal integral．
It is necessary to consider singular integrals and even high order singular integrals．

一

Hadamard[1 3J defined high order singular integrals by the think of the integral for
finite part in real analysis．For example，we consider the hi}gh order singular integralf6熊，It8finjte partis枷nedlikethis：
Here
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The main idea is to discard the unintegrable part and define the high order

singular integral by use of the other parts．In paper[14]，Lujianke defined directly

high order singular integrals on the closed curve L
like this：

上器以=正笔哪hatisI正(高)『，∽dt=正一(毫)，『(舳，Here，
comparing一(；_)with(；÷)’，the singularity of the former is lower．Professor
Lu's theory about矗igh order sin-vgular integrals was approved widely in the fidd of

mathematics．Moreover，it is used in practical work．By the think of induction，we

use normal integral or weakly-singular integrals to define singular integrals and use
the lower order singular integral to define high order singular integrals．Some results
about high order singular integrals were proved in the document[14¨15111 6】．
Huangsha has discussed three kinds of high order singular integrals iU Cli舫rd
analysis．Based on paper[17]，by the think of Hadamard principal value of high
0rder singular integrals and the think of induction，we discuss the inductive defini-

tion，computation formula，properties and Poincar6-Bertrand exchange formula for

high order singular integrals of quasi Bochner-Martinelli—type(in the following．it is
abbreviated quasi B，M typel from the first chapter to the third chapter．We know

integral operator and integral equation play all important role in solving boundary
value problems and differential equations．SO the content in this part is significant
in mathematical theory and application．
In the fourth chapter，we discuss the so|vabilitv of the second kind integral equa-
tion and the solution expression formula．The integral equation problem is another
important problem in practice．Studying integral equation in Clifford analysis is
blank space yet．Resorting to unit resolution．M．Spivark gave the definition of

improper integral de矗ned on the manifold in n dimensional real sDace in his works
<<Calculus on Manifold>>，it can be found in paper[IS]．This de五nition is the
generalization of real improper integrals in one dimensional space，it permits that
there are many singular points on the manifold，We defne improper integrals using
the similar method in Clifford analysis．Robert P．Gilbert introduced definition of
the commutative factor in paper[2]，then he solved partly the incommutable prob-
lem of multiplication in Clifford analysis．Resorting to this idea，we design integral
operator kerneJ with commutative factor and study the solvability ofthe second kind

integral equation and series expression formula of solution．
We discuss boundary value problems for the two kinds of functions in the fifth
chapter and the sixth chapter．The regular function in Cli肋rd analysis is similar
with the holomorphic function in single variable complex analysis。it8 definition was
given firstly in paper[22]．The Cauchy type singular integral and Plemelj formula
about regular function have been studied，In paper[201，the author discussed a spe-
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cial boundary value problem for regular function by use of
the above result8·‘上ne

deftnition of bi regulax and generalized bi regular functions in
Cli舫rd analysis were

given in paper[19]．Bi regular functions and generalized bi regular functlo璐ar8
more wider than regular functions．The study to them is a popular

branch in the

field of function theory in recent years．Enlightened by paper[21]，in this paper’ '

the boundary value problem with displacement for these two kinds of
functions 1s

discussed in the fifth chapter and the sixth chapter．We design integral operator to

study their Cauchy type singular integrals and transform boundary value problems

to integral equation problems．Then，resorting to theory of integral equation and

theory of Schauder fixed point，we prove the existence of solution to boundary value

problems and give integral expression formula of the solution．
Based on paper『231，}241，in the seventh chapter，we discuss the bi regular function

and its Plemelj formula on unbounded domain in Clifrord analysis．
In the last chapter．we discuss equivalence conditions and properties of complex
hypermonogenic functions in complex C1i肋rd algebra space Al(C)．The base of

complex Clifrord algebra space is s出-fle with real Clifrord algebra space．the diffen

ence is that the coemcient in complex Clifrord algebra space is complex number．Real _
Cli行0fd analysis is a mathematical branch which studies the function from real vec—
tor space／P+1 to√k(R)．Complex Clifrord analysis is a mathematical branch which
studies the function from complex vector space C蚪1 to Al(G)．F．Sommen，J．ayan
and so on did many works about complex Clifrord analysis．They proved unchang-
ing property of complex regular functions under a Lie group in complex Cli饪brd

algebra and constructed holomorphic functions by use of complex harmonic func～
tions Huangsha[251[26】[21 got sufficient and necessary conditions of complex regular
functions and relation between complex regular functions and complex harmonic

functions．Recently,the real hypermonogenic function in Clifrord analysis is one

of the popular topics．People gave many studies to the real hypermonogenic func—
tion in Clifrord analysis，and it is the solution to a kind of difierential equation in —
Cli舫rd analysis．H type solution is the vector-valued hypermonogenic function．
W．Hengaxtner and H．Lentwiler studied hypermonogenic functions in R3．So，the
theory of function in Clifrord analysis was rapidly improved．H．Leutwiler studied H

type solution in paper[2S][29][30]．So，hypermonogenic functions have more concrete
expression．In the eighth chapter，we give equivalence conditions between complex

regular functions and hypermonogenic functions in complex Clitford analysis．These
conditions are similar with C—R condition of holomorphic functions in single vari～
able complex analysis．In addition，we give the relations between H type solution
and complex hypermonogenic functions．It is proved in theorem8．3 and 8．4．These
results axe significant to study further function properties．

n1



第一章 Clifford分析中高阶奇异积分的定义

§1．1引言及预备知识

在单复变中，按Hadaraard[1a】主值的思想，王传荣先生在文f15】是用有限部分的思

想来定义高阶奇异积分的．在文【141中，路见可先生直接定义闭曲线L上的高阶奇异积分为

上器拈上袈姗定义上(未)『，(t)拈五(击∥(t)雌里(去)
比(_÷)’具有较低阶的奇性．路先生关于高阶奇异积分的理论得到了数学理论界的广泛认
同并在实际工作中得到了应用．这是按归纳法思想用正常积分或弱奇异积分定义奇异积分，用

低阶奇异积分来定义高阶奇异积分．在多元复分析中人们也讨论了高阶奇异积分的Had锄ard

主值。这方面的有文【16】．黄沙在文[171中i#tCT Clifford分析中3种高阶奇异积分。本章

在文f17】的基础上，借助于高阶奇异积分的Hadamard主值的思想以及归纳法的思想，在第

一章讨论了几类含一个奇点的拟Bochner-Martinelli型(以下简称为拟B-M型)高阶奇异

积分的归纳定义，

记以80，el，e2，-一，e。为基底的实向量空间为刀。+1，80为兄”1的单位元素，矗”+1

的元素为

z。2一z女‰，z。Xoeo一乙Xkek，

设A是实Clifford代数，其基底由

e母=eo，CA：A=(^l，⋯，^，)，l≤h1<k<⋯<h，≤n

给出，且定义基底元素的乘积适合如下规则

e3=1，e?=一1，i=1，⋯，n；eiej=-eje{，O≠丘i，J=1，2，⋯，n)．

将此乘积运算线性推广到A，显然4是不可交换的代数．

A中的元素牡可表示成t‘2写t上AeA，t‘^∈R·定义Itll2=E^lt‘A12，易证

l牡+移{曼l训+Ivl； l缸训≤2“一‘It‘ll勘l；ll训一I刨¨≤I"一甜1．
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设D为Rn+l中连通开集，我们研究C“(m 2 1)类函数集合
1

毋’=(fl／：D_A，，(z)=∑^(z)e^，凡∈C”(D))·
^

定义F铲’箅子

瓦：％瓦0+e，两0+⋯+e。瓦0；巩=e。瓦0咱面0⋯‘飞瓦0．
如果覆，=0，则称，为D内的左正则函数，简称正则函数．

在下文中，设Q为D的边界，茁，Ⅳ∈n，瓦，(z，g)，以，(z，Y)均为H61der连续函数

引理1．1it7]设钍=t上oeo，"(z)=萎"I(z)ei∈Cm(毋+1)，m≥1，z∈Rl件1，则

瓦(钍口)=(玩Ⅱ)"+珏(瓦v)， (1．1)

以(伽)=(如u)v+钍(以”)

u(瓦日+O=v)=一(玩缸)日一(以“)u+巩(让u)+玩(仳o)

弓l理1．2117}设z，Y∈。≠矿+1，z≠Y，则

瓦(牙一雪)=礼+1，以(z—Y)=n+i

瓦}z一Ⅳ14=otx一∥14—2(z一，)， 玩1z—y}4=olx—v}4—2(童一F)

玩[砑骂两卜[两罱一]=丙南

反[F五杀]．帚
晓[耳鬲南]：若禹

(1．2)

(1．3)

(1．4)

(1．5)

(1．6)

(1．7)



皇垦墼丝丝堡圭壁些垒窒一3§1．2含一个奇点的拟B-M型高阶奇异积分的归纳定义

黄沙先生在文[1 7】定义了Clifford分析中三类高a>0阶奇异积分如下

五坠Iz必-yl"+1+"=上等鞯=互F筹黯⋯Q，
f。(x，-v)I。(x,v)ao,=fn f(x⋯,V)(x--y)daz=五F篙学商∥Q，
五啬将=二鲫堕2alz鸳缨型觑ⅢQ．Jn lz一可rl+o Jn 一Ⅳrl+8

⋯
在此基础上，我们本章按Hadamaxd主值的思想来定义形如

上[嵩饕一尚鲁k慨
r@一口)2，(g，y)da。 r@一y)2f(x,y)d—ax
厶 J。一ⅣIn+3+a

’ 凡 {$一FI“十3+o

的含一个奇点的拟B—M型高阶奇异积分。它们将是研究实分析中高阶奇异积分及积分方程的

很有用的工具．类似于文【17]，我们是在一个微分公式中去掉高阶奇异部分，用其余部分定义

函数关于某种核的积分．所以首先讨论有关的微分公式．

弓l理1．3【17】设z，Y∈。R叶1，z≠Y，则

瓦(景)=南一≮拶， ∽s，

如(赫)=矗赤一≮掣．㈦。，
证明由于z，Y∈R叶1，可设茁=2：OeO十Tlel+⋯+正nen，掣=蜘e0+玑q+

⋯+‰e。，则

z一"=(zn—yo)en+bl一"11eI+．．．+(z。一弘。1e。，
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谁

弥刊：垫掣一竹．
'

由引理1．1，引理1．2，知

瓦(赫)=器竹刊瓦(1i南)
1一n (扎+1+n)扛一Ⅳ)2

2 F巧F丽一一百=矛矿
(1．8)式得证．类似可证(1．9)式．证毕．

sl理1．4[171设牡(z)=∑“^(z)e^，u(z)=芝"i(z)et∈C”(re+1)，m≥l，z∈
A t=u

冗n“，记0q=等，则

(1．10)

n

O。(vu)=(O。v)u+v(O。u)+2 ∑ 地eteju町． (1．11)
i,j=l，l≠j

)=壹地(。)e‘∈ m(R叶1)，m≥1v(x C 1，z∈)=∑地(。)e‘∈ m(R叶。)，m≥，z∈
l=U

(也一瓦)("+口)】u=("+口)[(绣一玩)让】+[(以一瓦)(口+口)】u

[以@+口)】u=-(v+口)以钍+如[("+口)u】

证明在引理1．4中取"为口，并且注意到当J兰1时，码白=一v．iej，则得

(1．12)

(1．13)

n

瓦(口让)=(瓦口)钍+。(瓦”)+2 ∑ vieiejuq， (1．14)
i,j=l，‘≠J

(1．15)

％勺e对
卸。∑叫，

2一曲色”+吣瓦=∞一良

Ae、JZA珏
∑A
=、JZU没可51

睫则

目

，

+n尉

即Ⅱ勺e"

匀。∑枷．J

2一曲瞰一"+U力以=吣一”以
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(1．10)式加上(1．14)式得

瓦[(口+口)珏]=[玩∞+口)】tl+(”+口)瓦u， (1．16)

(1．11)式加上(1．15)式得

巩[(口+v)u]=【以(口+o)】u+@+口)良t‘， (1．17)

(1．17)式减(1．16)式得(1．12)式．由(1．17)式知【以扣+口)】钍=一("+面)玩u+以【@+")钍]

(1．13)式得证．证毕．

设o>0，在引理1．5的(1·12)式中令"=F苫两x一-vyI稀，“=，【。，圳，则

[(以锄(两南+两南)卜们
=点I￡幂‰+毒杀‰I[(岛一瓦)m，!，)]一
一a【Iz一Ⅳl“+1+。。 I尘一Ⅳf“+1+。J L、。。

。。7。、山’9 7J

+卜玩，(两南+翮蓦南)卜劫
由引理1．1，引理1．2可得

[(以棚‘葡熹+两条)卜掣)
2【以‘同南)倒砑南)
吲砑南)_瓦‘砑南)卜可)



6 壹垂菱兰』丝丝塑叁墅堕堡墅堕堕堕堑塑堡墅墅坠u==================一一：『乏络巾刊良(一I(一o)Iz—y J“+1+“‘、⋯、

+瓦砸Oz(x矛-y)+(z—y)色‘瓦而毛陌)
一高篱耘邓刊瓦‘葡南)
一丁二：黯一(z一”)瓦(i=二石i1南)]，(z，F)
n"4-1 几A-l+。(z一Ⅳ)(牙一雪)

l(一o)lz—gIn+1+。’ OL Iz一ⅣI“+3+。

札+1 n．-I-1+Q(叠一口)(正一Ⅳ)

一再现i两一—i一百i一
葡赫一气竽器卜Ⅳ，(一o)lz一引“+1+o 口 Jz一Ⅳ{“+3+o J。”’。7

J．竺±!±竺 !兰二立1
4

血 iz一Ⅳ1”+3+。

n+1 ．佗+1--i-oz fz一曼，f2+i二硒=和+—i一声巧声鬲
!±! 一!±!±竺 !三二望!：

(一a)1z一可l“+1+“ 。 Iz一Ⅳ)“+3+。



圭垦堂丝墼矍些塞———————二7

一葡占赫一岩竽桀卜们一再嘶=矛而一—i—F而3刊¨q驯

：半f眚饕一告器卜n一
＆ 11z一剪l“+3十o 1z一!，1”+3+8J⋯⋯

代入上式即得

半[熹Ix y煞l一眚v熬l卜们口 【一¨3+a 『z—n+3+。J“⋯

=三}亡象‰十瓦x而-y而I[(玩一瓦)m，y)]一Q【lz一可{“+1+。。lz一可l“+1+。J卜。。 。2川、“’9，J

嘏棚[(葡鬻+葡斋)，(叫
其中荭端具有两a+l阶霄住，阳石孺弟一嘎具孺Q阶曰任，石骗幂一_l贝其伺Q十I町

奇性。所以按Hadamard主值的思想，并借助于归纳法思想，我们给出以下的归纳的定义．

定义1．1

￡f绺一器k劫觑如№一∥P3佃 Iz一可卜3怕J“1”～。

：再‰丘％裂[(以一瓦)m，do．，n+1+Q Jn lz一!，l“+1+o 【P㈩川r’ ’

此处d>0，Y∈n．

类似地在引理1．5的(1．12)式中令甜=面杀，钍=，(z，y)，经过类似计算，可
fa。(”+。)]钍=[景一￡里二i；掣]，(z，Ⅳ)
书删讪=普罟薄掣训砒



『1一n—o

11。一v卜1+o ‰鐾蒜掣k川l嚣一!，In+3+a J“。⋯7

：业譬掣训训)+巩f—

lz一ⅣP1扣 ”“⋯“⋯【
r 星二翌
。Iz一暑，I“+1+n

其中左端具有o+1阶奇性，右端第一项具有高OL

以我们给出以下的归纳的定义．

定义1．2

f／n百(．面=-f习1)2丽f(x,Y)魄／n lz一ⅣIn+3+o⋯

+赫)m劫]’Jz—yPl+一“1”J
阶奇性。第二项具有高a+1阶奇性。所

=制上普绺地+i矗上坠警％磐趔出z
(1．19)

此处a>0，Y∈Q．再利用(1．18)，(1．19)式类似给出以下定义．

上帮觑
=荆J，fln+l+o
此处OL>0，Y∈n

箸牌蚶磊而上眭警崭磐必a％
(1．20)



第二章 含一个奇点的拟B-M型高阶奇异积分的计算

以上定义的积分是用已有定义的正常积分或弱奇异积分给出奇异积分的定义，所以这些定

义不能用于正常积分．为了进一步研究这种积分的性质以利于在实践中应用。就需要给出将以

上积分化成正常积分或弱奇异积分的公式．本章第一节给出了拟BM型高阶奇异积分的递推

公式和计算公式，第二节给出了拟&M型高阶奇异积分的微分公式．

§2．1含一个奇点的拟B-M型高阶奇异积分的

递推公式和计算公式

若函数，p，鲈)，(z，Y)∈D～l×万2，经过算子瓦，以运算p(p≤m)次都是HSlder

连续的。并以0<∥<1为H61der指数，则称，属于日?(∥)类函效．类似定义叼∞)类
函数．若，∈日?(卢i)，同时，∈田(岛)，则称，属于日”’p(pl，岛)类函数．

引理2．1[171设礼>0，＆>2m>0，，和，Y)∈噬m+2(卢)，掣∈Q，1≤f≤
m，f∈N则 上鬻觑=p上鬻蚬

上{掣d仃。=p五i；辫d％正普糌峨=告上器觑，
(2．1)

(2．2)

(2．3)

此处算子△。=以鼠=瓦以，p=延岽蓦器罱帮，记号r!!表示从r开始递减(每次
减2)赢到最小整数为止所得到数的乘积．

定理2-1设札>0，口>2m>0，／(x，毫，)∈霹m+2(p)，y∈Q，0<z S m，z∈N

9
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． 壹垂叁』丝些塑堕墅型塑丝堕墅堕一：==============—===———————————一

则

上学2字"五篇牿蚶"上尚糌‰
上锱掣妣=字u上篇牿蚶u上尚牿篙
以苦岳一尚岳Ⅲ刚，妣=u上笔器掣妣朋q
此处V=—n+Ll+a，p如引理2．1所述·

证明利用定义1．2，引理2．1，有点帮慨
掣1 J厂n辈+斋1击互坠等等磐剑觑，▲n++o lz一Ⅳl“+l+o’n+ +口，n 【z一暑，『“+1+8

⋯

=二紫上器d％+iF}五上生i掣如。
+d靠上％拳掣妣

=裂1 兰上器yln+a觑+d1‰上鬻妣一
n++口a Jn Iz一 一2l—l～。。n++a如lz一暑，I“+n一2‘一1叫。。

+d矗上器出。



圭鬯塾垫垫堡圭篁些篁窒 ⋯：：一11：之半志1 f'拦糌妣vl—
o (n+ +o)Jn Iz一 ”+o一翟一1

4

+鼎‰上鬻觑
：掣u上器蚶u上帮帆其中u=忐，(2．4)式得证．类似地，利用定义1-3，引理2-1，可得(2·5)式·由

(2．4)，(2．5)式可得

上[嵩禹一高尚卜胁
r(牙一口)2，(z，y)da。 ，(。一Ⅳ)2f(x，y)d％
一，n lz一管}n+n+3 Jn Iz一掣{“+。+3

：等u五丽A≯lf(x,y)dcr=yln+a+u上笔鬻磐一
口 “Jn 1茁一 一2l一1‘“Jn 1。一y1“+。一盈一1

="点笔拶觑，
(2．6)式得证．证毕．

明z．2【Ⅷ刚训)∈砖批慨y E12,扣矸采赢赫，
0兰r<2，则下列高阶奇异积分存在并且可以用以下公式计算

上等豁磐幽上等等磐， (2，)Jn f。一鲈1“+2知+2一’
。u
Jn l。一yf“一’

’ 、⋯7

f／⋯(z,V)(x-v)do,砒五笔岛些， (2s)



-2 叁星堡!鱼!丝型坌堑±塞堕童墨堡坌墅望篁堡!!一
，塑塑垫： 垒! f丝7“，(z，g))垫_US．1=
／n Iz一Ⅳi“+2‘+2一’ 2k+1一r Jn lz一Ⅳ}⋯

定理2．2设／(x，Y)∈Ⅳ乎‘+21(p)，Y∈Q，0≤r<2，A2=

则下列高阶奇异积分存在并且可以用以下公式计算

互譬糌=击2k鲁A以带，n lz一Ⅳf“+2七+4一r +l—r√n lz—yI“一7五譬紫=嘉鲁A。五鬻／n Iz一ⅣI“+2☆+4—7 2七+1一r
4

Jn Iz一封f”一7

(牙一雪)2 (z一掣)2
z一Ⅳi“+2‘+4～7 {z一!，l“+2‘十4—7

(2．9) 一

(礼一2一r)!!
。(—n‘。—‘+‘———2。——k———+—————2————-————r———)—!——!—(——2——k+———-⋯。—。。1+——-—————r—)

“五攀，
(2．10)

“五

1m，Ⅳ)dax：A。，
J,／fl

证明在(2．4)式中令Ot=2k+1一r，l=k，则

”=蛙筹鬻等
!!±竺二型二型

(几+1+＆)!!(a一2)(。一4)⋯(口一21)

(n+2k+1一r一2％一3)

雀雹y(x，y)da．
z一可卜一7

(2．11)

学薯罄型帆{z—gI”’
“

(2．12)

(n干2％+2一r)!!(2k+1一r一2)(2％+1一r一4)⋯(2≈+1一r一2k)

(札一2一r)
(礼+2k--t-2一r)!!(2％一1一r)(2七一3一r)

(n一2一r)!! 、

2万砭再i了丽酉j=砸2抛
这样

，(牙一雪)2／(x，y)da． 1一n、，△：+1／(z，y)da=．、，△：霹，(z，可)d口。厶]i=开甬甄：i_2甄了—ij抛厶—i_二了F十地厶—下=司F
(2．10)式得证．类似可证(2．11)式．由(2．10)，(2．11)式可得



[蔫
生二逆
z一剪l“+2‘+4一’

=一茄A。，／nn A：+lzlf一(xⅣ,I。y一)，dcrx+Az上垒查掣
+寿击A。上鬻咄上带
吨上笔笋蛾，

(2．12)式得证．证毕．

例2．i设f(x，Y)：R3_÷4，并且f(x，Y)∈H5，5(卢l，岛)，考虑高阶奇异积分

解在定理2．2的(2．11)式中令n=2，a=1则有

上堕掣魄=T-I丽1上笔等觑+嘉上令醉妣
§2·2含一个奇点的拟B-M型高阶奇异积分的各种微分公式

引理2．3【1q设f(x，!，)∈日(”+弧+2，”)(防，岛)，0<屈<1，i=1，2．0 S r<2，Al

同引理2．2所述，贝Ⅱ

够上等耘磐幽L[(av+ax)⋯mA!O．xf(x,y)]dax，
霹|、 ．f—．．(．x．——,——y——)——(．．x．．．—--—．．．y．——)——d——a——x
fz—F J“+2k+2一r 幽上趾等笋

(2．13)

(2．14)



14
一 歪星坠』丝堕丝壁墅堕鱼型堡型塑堕一田正器=嘉b五盟等筹磐些．(215)
定理2．3设／(x，Y)∈H(”+2‘+2，“’(卢l，尼)，0<觑<1，i=1，2．0≤r<2，Al

同引理2．2所述，A2同定理2．2所述，则

霹s、

A。五盟警筹型觑“厶盟警筹幽帆
(2．17)

够上[蔫一者篙
=A。正趾等箬掣d％Jn lZ一Ⅳr一

证明由定义1．2，引理2．3，得

霹＼、

(2．18)



皇曼些奎堂堡圭壁些坌塞 一15=元-+(n。+^2+k。-一r，)a，m，fn西{鬻
+熹够上蛀警％缈
=元-+(n2+。2+k。-一r，)o，r“，[。瓦≤鬻+丽1
+忑寿面够二譬粼如。
糕够上苦襻‰+杰
+志可上警掣a％
措叫f。I[(Oy q-(gx)rnA：；+Flf(x,y)]dax
讹五她等筹磐垫

讹上蛐等筹磐憋

=莴南Az上盟等笨磐些

讹互她等m齐k[兜掣XY 避，Jn Iz—r1

(2．16)式得证．类似地由定义1．3，引理2．3，可得(2．17)式

留厶譬搿粤d％

留上警掣觑
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酬2·1褫『攀一尚妊卜渺。
：田五鬻虻露上鬻慨
一

1一札 ^．仙鱼±垦立垒!：!丝!趔垫5(n+2k+2-r)(2k+1-r)～厶——下Ⅳrr
+再互南jA。⋯⋯Ix-“y”l"-。"必
一再2再k 2导南A。五业警筹幽d％(n+ +一r)(2惫+1一r)¨1√n {z一可I”一7

‘。‘

志A。正趾芒筹掣觑
=A。二盟等髫掣觑，
(2．18)式得证．证毕

由文【17]知

引理2．4设f(x，Y)∈H(“+2‘+2'm’∽l，岛)，0<岛<1，i=1，2．0≤r<2，A1

同引理2．2所述，则

留互譬笨磐幽上
留上等鞯幽上

[(玩+玩)”△!瓯，(z，可)】如j———Fi万7一
[(磊+瓦)“A：Ozf(x，Ⅳ)】蛾———Fi万7一

序。， ，(z，y)daz — A- r[(岛+文)”△。k+1，@，!，)】ob。％厶F=砑再丽一甄了丙厶—_——F=开i_—一

(2．19)

(2．20)



定理2．4设f(x，Ⅳ)∈口(m+2H2，”)(卢l，风)，0<成<l，i=1，2·0≤r<2，Al，如

同定理2．3所述，则

印上[

霹＼、堕二塑!』壁!12垫iz一管I“+2‘+4一’

：1一n)、。f，％-筹-符m掣k+l出。 (2-22)(2k+1-r)-
2 地厶—百j丌磊_”。 铲⋯’

讹互≮篙掣抚

印上器
=薪南Az上警等掣如。 偿。s，

生二塑
z一掣I“+2七+3—7 ]池

=志A-上盟警器掣妣
证明由定义1．2，引理2．4，得

(2．24)



18 壹垂叁』丝堕丝壁墅堕墅堕型堕坠=============—=====————————————一

霹{、 !至二贮』i苎!!!空垒4z一可{“+2七+4一’

斋筹鲁留二苦辨‰

+再杀分上+i习再ii吲‘厶
—+，———(——x——．—--—．．．—y．，)——]—O———x—，f———(．．x—，—,—y———)——d，—口——x
$一掣l”+2膏+2一’

矧2k 1 r胃Vym上苦坐yln+2k‰+。+志2k 2霄厶告搿掣如。n+ + 一 Jn lz一 一r’n+ + 一r。，Jn Iz—y J“+2‘+2叫‘
“

+而寿面室上告券掣魄

=丧n 2筹k 1粤秒Y上+ + 一r Jn 咎y业ln+2k‰++熹2k 2露五警掣蛾Jz一 2一’’n+ + 一r。9 Jn Iz一Ⅳf“+2≈+2一’
4

+志留上警掣如。
～(n+2k—r) A- ，[(磊+瓦)”△：+1，(z，Ⅳ)Jd％
n+2k+2一r 2k+1一r Jn lz—YJn-r

+再矗2 A-互‘n+2惫+一r。。Jn
【f鱼±垒!：垒：丝』f苎!虫至垒

Iz一Ⅳ}n—r

+志At上啦等笨笋避
未南A。五幽等笨磐邀

讹Z啦等笋Jn lZ一"r1



皇里些丝堡圭矍些堕塞 一19(2．22)式得证．类似地由定义1_3，引理2．4，可得(2·23)式·

由(2．22)式，(2．23)式可得

留上【≠霜k一葶鬲k]／do．

=留上葶韶‰d％一留上≠秽‰妣

=丽2丽k等南两1 A·上警筹掣妣一(n+ +1一r)(2七+一r)¨1』n Iz一可I”一1一’
⋯4

+志At上％等掣妣
一丽2丽k 1笺r)赢(2k两1^·上等筹掣d％(佗+ + 一 + 一r)¨1 Jn |z一毫，卜一1一’

“。

一志A-上％紫磐妣
“Jn趾警掣帆lz一掣|”一

(2．24)式得证．证毕

引理2．5设，(而Y)∈日∽+驰十2，”)(岛，屁)，0<角<1，i=1，2．0≤r<2，Al，A2

同定理2．3所述。则

留四二簪滞幽厶f[(0y+05=)m～(0y-+-计0=)PA一，xkoxf(x,y)Jda,，(2_25)
留嘭上等餐磐矾互啦塑警筹炒，(2_z6)



20 壹垂叁』塑丝型壁墅堕墅堕墅堕坠=====================——————————一一一弩噶五辫氅=志上蝴啤举：，，
定理2．5设f(x，掣)∈H(m+2。+2，m’(卢l，卢2)，0<屈<1，i=1，2-0 S r<2，A1同

引理2．2所述，则

：是A。￡盟型警景掣d％(2zs)2面了爵y加厶———]再习石_一一”。 P‘～7

讹厶盟塑譬籍嵝鲥妣

=未南九上盟塑譬筹业剑觑 (2。。)

挑五盟塑篙掣慨
留锑五[ 墨热Jf(舢)魄z一小+2‘+¨1驯～。

堕L±重立塑丰垦竺全基堡二塑』(兰!盟d口。
fz一ⅣJ“-r

4

证明由定义1．2，引理2．5，得

(2．30)



留嘭上％攀
=羔2筹k尝2 r跳y y J厂nn+ + 一

。 d盯z

+志印嘭上畦芒景鉴掣帆
一(n+2k—r)、，[(岛+玩)“(如+以)’△plf(x，Ⅳ)】d％1豇订=F^2厶—————百=而i———～

蛾五照型卑等掣盟些Jn 1z一"I一’

讹上盟型等等掣
：丽告!了A。／!盟塑巡掣皂型；二地型如。一蕊而^2厶———下i万f～‰
讹五熊型警岩掣觑Jn IZ一"l一7

(2．28)式得证

类似地由定义1．3，引理2．5，可证(2．29)式．

由(2．28)式， (2．29)式可得



如露钟上雾觑
而再高南两A-二盟塑篝掣觑
讹上盟业譬筹螋绁妣

一未南A。五趾半蓦簿掣绁帆一蕊干『二可^2厶———下=而F～⋯。
A。五盟塑咎产出。

：A。，坠-型-出rn专写p竽k 2_-巡2J 型妣n YlZ—r一

(2．30)式得证．证毕．

由文117J知

引理2．6设f(x，Y)∈H(m+2k+2,m)(f11，岛)，0<屈<l，i=1，2，tl，t2∈Q．0≤

r<2，Al同引理2．2所述，则

舒缆厶等滞幽五螋髻笋，(2。，)
田强上等滞幽／a”一⋯Ix-一tt[7=-"业，(2sz)
钎既厶器=嘉b五避髻繁毕．(2。。)
定理2．6设，(z，Y)∈H(m+2k+2，m)(岛，岛)，0<鼠<l，i=1，2，“，￡2∈Q．0<r<
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2，A2同定理2．2所述，则

研璐五生Ix-盟ill绺如。
(2．34)

：筹粤上毪-m南k+11 t掣蚶“Jn耸篙tl掣慨2七+ 一r』n fz一】l“一7
“ 。

lz— l“一’
‘

钎跣五譬制觑
(2 35)

：筹粤～I～z-“t,”t"-7"1 趔d％“．I，n甏掣tl帆2七+ 一r
4 ‘

Jo— i”一’
～

解跣上[耩一器卜枷％
A。五避笔掣d％，n fz—CIr一

证明由定理2．2，引理1．1，引理1．2，知

钾跣互 doz

=研跣(寿鲁Az五带“二带)
=筹粤研Z笔学“钎上笔警

(2．36)
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：筹鲁o-,T一五陛邕掣簪芈型妣

+A。石嚣一1厶o!曼兰蔓望i；：!!；?{；掣d盯。
：筹粤∥上峰等掣蚶磁。上峰等掣如。

：筹鲁上％篙掣妣讹／：2笔等掣妣，

由(2．34)式，(2．35)式可得

罄茏上[器一描卜洲％
=留璐五若幂氅m川觑一钾暖正≠幂‰m剐慨

=糕五鱼气}掣a％+沁厶f重号爹掣a％2鬲而厶—面=研孑一叩一抛厶—百=可i一∞。
+筹2k粤1五笔X等t掣蛾吐五笔挚t 觑’

+ 一r Jn J—lf”一r
。。

‘Jn Iz—ll“一r
⋯。

=A。五型-m带k铲2- 慨

(2．36)式得证．证毕．



第三章 含两个奇点的拟B-M型高阶奇异积分

在实际工作中有时一个问题可能会涉及多个奇点，另外在研究积分算子、积分方程时也经

常会需要考虑含两个奇点的积分同题，所以本章讨论含有两个奇点的拟B_M型高阶奇异积分

的归纳定义，计算公式，微分公式等．

§3．1含两个奇点的拟B-M型高阶奇异积分的归纳定义

及计算公式

如前所述，我们仍设Q为D的边界，z≠t，z，f∈Q．利用D的可分性，设区域

D。n D‘=口，百z u西t=D，D。，D‘的边界分别为Q2，Q。，且适合z∈Q。，t∈Q‘．又

设Qz，Q。的定向均与Q的定向协调．且Q，Q。，Q。的定向分别是D，D。，D。诱导定向．再

设口z n D￡=∑，且对任何Ⅳ∈∑均有IⅣ一。I=Ig一乩记以z，t为奇点的积分核分别为

Ⅳ2(z，Ⅳ)，K。(z，y)．借助于普通积分的可加性思想，我们给出含二个奇点的奇异积分定义-

定义3．1设妒(z，y)∈日(”劫(7l，他)，o<m<l，i=l，2．我们定义在Q上含有两

个奇点的奇异积分为

二F爿稚‰一岫

=五。F群帮‰而慨+上。F群鼯‰慨
此处d，卢>0，z，￡∈n．m，p由两个核奇性的阶数来定．

以下定理给出了含两个奇点的拟B—M型高阶奇异积分的递推公式

定理31酬砌)∈H(哪‰协萨器∈中+2(协等黔∈
瑶m2+2(74)，o<仉<1，i=l，2，3，4．Q>2ml>o，p>2m2>o，1<fi≤

ml，l<f2≤m2，fL，f2∈Ⅳ，而且



舻锱
则

证毕

!翌±竺二!!!二12
(n+o一1)!!

如fF耐掣

Q(n+a一211—1)

．．一(卢～212—2)!!(n+p一212—1)比2—]万匆翥毒i乖一

可卜+l+芦

五。赤A／I+嚣I 9(x,y)电 (。。，)

+鬲而‰
证明由定义3．1，引理2．1，得

五F耐等‰而

=二。需蚶厶幕岘
o(n+o一2fl一1)

， p2

十葡再万jii面

熟∈舻+2(协。<
舻蛀筹滁罢瑞型

胁蔫蔓叫厶

舰甓芝“
胁藩芝叫厶

，巳石而M雨M∽一引∈妒二；一Ⅳ，仃嘲呸

Ⅵ

<¨、0

p

，

％

m∥。
∈

o

鲈

<@0妒&没乏

文

=论；推L<7



如定理3．1所述，则

妒(z，Y)

Y—t}”+1+alz一剪j“+1+n

o(n-4-o一21l一1) iAy／l万+l鼎两丽x,ya-21 dq)．z一∥卜 1—1～“。

(3．2)

证明在定理3，1的证明中令o=卢，这时ml=m2，ll=12，易得推论3．1．证毕

下面的定理3．2给出了含两个奇点的拟B—M型高阶奇异积分的计算公式

定酗2设F糌∈野1+2(协F耘∈田聃2(诎。<
m<1，i=3，4．0≤rj<2，J=1，2．而且

则

．

(几一2一r1)!!A3
2—(—n——+———2——k—l——-———r—t—)——!!—(—2——k——l—+———1——-———V——l—)

、 (n一2一r2)!!
^4 2—(n+2k2--r2)!—!(2k2+1--r2)

￡￡而丽等墼—丽而峨Y tl"2k X yln+2k如f一+I+2-n J一 2+21～”

(3．3)

“厶瓮幕罂咖仙厶；笪z12甚礞IY-t[n+2婺kl+2-rl do"，．
证明在定理3．i中令＆=2kl+1一rl，卢=2k2+1—72，fl=h，12=％2，由引理

2．2，得

上FY t丽l"蒜睾‰丽2k慨，n J 一 十2‘l+2—71 Jz—yJ“+2+2一’2”。9

：互。离崛+上。煮峨
“厶≮零肇蚶扎厶≮喙婺魄

打棼¨L一



由文献[71知定理3．2中等式右端的积分在普通意义下收敛，所以上述高阶奇异积分存在，且 ～．

定理3．2给出了其计算公式． 证毕．

妒(z，Y)

一r1’lz—yln+2‘l+2一’1

五F开蒜等知
∈弼¨2(7)，0<，y<1，0≤

(3．4)“∽紫岘+厶訾d％)．
证明在定理3．2的证明中令kl=k2，fI=12，这时A3=儿，易得推论3．2．证毕．

§3．2含两个奇点的拟B—M型高阶奇异积分的微分公式

定理3．3 设F稿‰ 叫H¨．v(2k2+2椰”‰协F黠∈聍1+2”(％)
0<m<1，i=1，2，3．0≤q<2，J=1，2．A3，九如定理3．2所述，则

am上F开蒜帑‰一峨：A。上。堡兰气芋学dq+九五。望兰{拳dq
卵五1

妒(z，Y)

Y—tln+2‘l+2一’1 fz一Ⅳl“+2k2+2-r2

“厶型弊蚶
(3．5)

A。厶坠等学蛳
(3．6)

证明 由定义3．1，(2．9)式，(2．15)式，得



塞垦塾丝丝堡主篁些垒塞 一一29掣厶F开菩害知帆
：卵厶蔫帆+第厶煮电
“厶坠雩学帆
批掣厶；’kk2+雾l 9(z,y)慨
“厶掣磬day-r A4／o。掣乎帆
(3．5)式得证．类似地由定义3．1，(2．9)式，(2，15)式得(3．5)式． 证毕

定理。a设西=赫∈H。(2k2+2+m，州(7·，仇)，面=器∈
砰‘1+2+“’(％)，0<m<1，i=1，2，3．0≤rj<2，J=l，2．A3，儿如定理3．2所
述，则

帮上F移蒜鬻南电
“厶警挚da，+A4。竿簪岘

(3．7)



霹厶
妒(z，掣)

歹一t卜+2^l+2—71 lz—ul“+2‘2+2一r2“厶学蚶扎厶堂学‰
证明 由定义3．1，引理1．1，(2．9)，(2．21)式，得

印上F开若睾斋
：印五。患蚶妒厶煮慨
“厶坠等臻霉鳖岘“第五；气Ak2+l垮{g(z竽,V)电

“二。枞‘；；1宰Ix-'ul"*墼2k2+2-72 do川。厶竿雾
(3．7)式得证．类似地，由定义3．1，引理1．1，(1．19)，(2．21)式得(3．8)式． 证毕

定理3．5设
妒(z，曼，)

Ⅳ一tI”+2h+2 ∈碣y椰川(7-，协F糌∈
弼2‘1+2+”’(№)，0<m<1，i=1，2，3．0≤q<2，J=1，2．A3，儿如定理3．2所
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Ot t／．‘两—精魄乒币丽若群而丽而魄

“厶竖警襻照蛾 慨。，

札厶塑喾震鳖蛾

霹鳄五

“厶塑竽群坚魄

dd”

!鱼±垦!!鱼：垦攀：：：囹塑量瓴
Iz一封{n。。

9

证明 由定义3．1，引理1．1，(2．9)，(2．27)式，得

霹硪3、 两y产捌罂砰2k岘一tP221+2。1fz一ⅣP 2+2-r2～9

：帮唧厶嚣咖+印劈厶蓐蒋慨
“厶坠竖塑lu-堕t1．．．垫． 岘

批印舅厶。三mk2+声1≯峨

(3．10)
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“J：2。翌暨竺lu-趟t?-"塾dau+A4 fn。竺Otm,'妒A裂．k2+l筹一电
(3．9)式得证．类似地由定义3．1，引理1．1，(2．9)，(2 27)式得(3·to)式· 证毕

定理3 6设

0<m<1，i=

妒(z，Y)

IⅣ一tl"+2‘l+21
1，2，3，0S rj<2

∈磷z协m川(‰协F绺
，J=1，2．A3，A4，如定理3．2所述，则

钎既上F而d‰‰酽而帆

幽二。：塑堡I鲨--鐾- 慨

讹五。 竖笔謦慨Y n--r2《一￡1
。

证明 由定义3．1，引理1．1，(2．15)式，(2．33)式，得

钎暖五F而矗‰‰产而慨

：田缆五。。矗黎如，+钎既五。。舌黎
=A。孵厶。。

(如+a：)p△；1+1而巧黟‰———面=研鬲—一

∈磁2叶2”’(怕)

”心盟糟簿妣
“厶乜塑气篙黪dcr川。五。。塑喾势如，
证毕
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Poincard—Bertrand置换公式

在一般情况下，积分次序的交换问题要求条件并不高，但是由于Clifford数乘法没有交

换律，从而函数的乘法也没有交换律，所以积分次序的交换问题也需要认真讨论．黄沙教授在

文献f101中给出了在Cauchy主值意义下的积分的Poincar6-Bertrand置换公式，这为解积

分方程和讨论积分箅子的性质打下了较好的基础．对于高阶奇异积分讨论Poincaxd-Bertrand

置换公式．一样是非常重要的．

引理3．1说明在一定的条件下，封闭曲面上的弱奇异积分是可以交换次序的．

引理3．1 设妒(z，Y)∈日(2，2’(卢1，屈)，0<岛<l，i=1，2，r>0，h>0，且

n>r+h，z，t∈Q，则

上阮再糌dau]daz=二[≠杀五磐将卜㈣圳
证明 由Hadamard定理可知当礼>r+h时，有1如萨可差精dayI≤

i；=珂莳G确可，这表明(3．12)式左端具有弱奇性，所以(3．12)式是普通积分，由Stokes定

理，n fda。g=fo[(fO)g+f(Og)]da。得

厶比F揣岛dau]da．
=正[c厶丽‰舭”卜
=厶[c厶F揣耘O，)dy]Ox如
=厶厶‘F糟‰辘州。
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又

上[南五管辫]帆
=厶亡击c厶葶粘驰，岘

=厶‘百三F厶舌尘器玩)出国由

=厶厶‘F群咎庐Ox)O”dxdy，由题设函数西=1豢糌在区域。内有连续的二阶偏导数，所以良，磊可交
换顺序，而d盯。，dq是体积微元，可任意交换次序，所以上面两式右端相等，这样，

上旺F船 慨]瓴=上[南上等将卜
证毕．

定理3．7设妒(z，y)∈日(4，4’(夙，岛)，0<反<1，r，h>屈，i=1，2，咒>1

0 S r<2，n>h+r，z，t∈n，则

正品厶磐游岘

+五旺。F杀币瓦(芒粘)岘]晚

+础；高器c器)da。]da。，

(3．13)



五≠南五照ix-鬻岘厶矿习磊磊厶一一ⅣP⋯”

=础者端如”】慨
+五比。雨=南如c吾些≥告，如。]咖z
+五瓯。若岿和c黠灿，卜

证明在题设条件下，利用引理1．1，引理1．2，和引理3．1可得

互南五磐辫魄
= ＼、

=五矿硼≥矛

隗磊龆a％h
比掣+血些掣dax]da；,Iz一ⅣP2～ ．

=础再番‰电卜
=础 再祟黔day]da．r)ly tl。-r(礼一 一 }z一暂{“一“

+击二南隗笋秽da。1 da，

(3．14)



：厶比F番第鲁矛如，卜+上n-T础
：上／．I／I
几一r Jn lJn 禹券da，]daztl ylⅣ一”7lz一”“

再利用定义3．1，引理1．1，引理1．2，和上式可得

上阮若掣警耘d叫蚬

=厶陋+上；，啬掣罄篙]觑

苫Y转峨]觑一tP。1z一可{”“4J

=础。币(y-t) 电]瓴+上睇；尚粹卜
五阮。而习击矿瓦c芒器№{觑屹lc；毒与磐％骘禹I妣

=础F嘉睾鲁斋卜础菩r鼎)ly噪tl。-粉r叫帆(n一 一 Iz一掣I”+2一h“”1“。。

+上暖。F=南磊(可二朱i)妒(步，，)d唧]如。
+五瞻F亲帮罄碉

一础； F希％‰]觑(n—r)}剪一￡卜一71。一暑，1n—hj“。。
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1 f I f。而厶I厶 鱼翌生!塑堕

Y一￡卜一’lz—F卜一6卜+上n-r眦 者tl,弊,-f卜Ⅳ一 Jz一掣I“一“J
‘

一击础者髀l妣+击上瞻器辉挚{虹
+五瞻F南毛(乒#，∞，油v卜
一础。再器辫]毗
一眦；再裂络】觑
1 f I f
2磊厶l厶

一上阮。

髂群卜一上比。再器将卜
再-二特瓦再F二j；Pa盯，]dd。

一五阢。矿☆岛(萨≥)∞埘峨卜
一五比，葶带糌]蛾
一互[五；面=南岛(万二备忑)妒(z，Ⅳ)dGy]dax
一点阮。书喾辫]觑
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所以

厶[品厶髻兰高磐]dq一正[互。 F赤币瓦(菩籍)da，]daz
一五瞻F南巩(萨暑№V)da，]do-z
一五隗。葶带糌]慨
厶[者南厶磐耠]慨

=上[正面=％三粹a。0 a口。+五[二。面=拓瓦c亡氅专告，d盯l如z
+正比。F≮孑瓯(南)∞川魄]妣
+舷喾带辫卜
=上[五百二噜三尝糌a唧]曲。+五[上。西=靠瓦c声垡苦每，d盯l如。
+五瞻F南磊(器№]虹

=五比若掣警耘d叫出。+上比。F杀而玩c葶浩№，卜
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+础。

+础。

眦

(n—r)}∞一掣I“一^

m—r)lx一Ⅳ卜一1_“

(Y—t)v(z，Y)

等t1)峨卜Ⅳ一”⋯’J
“

盟--tln-rY tl№卜’’J 。

iddd％+
JY一印+扣’Ix一Ⅳ卜

+眦。 (以+岛)
(n—r)Iz一笋l”一^

上l(。F杀万岔(

c菩黔)da,]da。、I静一印”
。

(3．13)式得证．类似地可证(3．14)式． 证毕

磐基)da，]day r 。

z— n一^ z

定理3．8设妒(z，Y)∈H(4,4)(卢1，岛)，0<展<1，r，h>岛，i=1，2，n>

0，0 s r<2，n>h+r，A5=葡了=n可-两h，A6=『i桶，贝4
Y—tl”+2一’

：厂I，一
Jn l如lY

咄二比

妒(z，y)da∞，F而i“％

五胬兰两day]da．tl"+2 h
一 ”Iz一暂卜一“

瓦妒(z，y)(牙一雪)+岛妒(z，Ⅳ)(z—Y)
z一掣l“+2一h J曼，一tl”一7

。1，
dqI d吼
J

—s五I(。鱼蠼笺登考三第辫司d％一五瞻。可=币鬈；兰刁F秒j觑
诫五阪 A。妒(z，Y)

。一yl"-^Jy—tin-r d％卜+k上暖 ≮黑yln掣-hly tl 峨k】z一 一”’ ～”I～。
(3．15)



证明在题设条件下，利用引理1．1，引理1 2，和引理3·l可得

厶F耪／o普券峨

丽1五者Y每阮磊等d叫2(1一r)，n l一￡}“+2—7 Vn。”lz—gl“一^ 4J

+可习1／o≯寿b芒器dcr=]da，

丽1五者每睇掣觑+／o鼍紫如z卜
+志厶萨南
l 厂
币=可』n

1

。2(1一r)

l

。2(t—r、

l

。2(1一r)

雷一t

Y—tI“+2一’

掣觑+五鼍兰饕掣出I
阮掣觑k

五者每陋鼍群如。卜
二若南陋笋罂如。卜

上若南比q鉴饕掣da=]day

丽1上F杀一阶c笋稿)da。]day2(1 tl X—r)Jn(n—r){Ⅳ一n一7【Jn。”、l一可1“一h

+高五者南暖挈器da=J da。
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+南五F杀币阶c掣辩叫慨
+而1上若南旺掣秽如。卜
=南五 ／n．A∥(。x．,y)舡蛾

+南二五芒希紧端觑岘
+高上F拓二岛笋秽慨慨
+玎士可上万=拓互舍氅崭磐西z如”+玎两厶石=万F币厶耳带曲z西”
+志五上地喾铲虹峨
+南五F杀币[上瓦(F茄霈靶而№。卜
盯赤习上乒暑比掣秽ad峨玎fi及而厶万=讦鬲【厶面蒂“％J峨
+南上南比逊警拶虹h
—J_ 五乒杀上管拱蛐，
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+2(1-r1)(n-r)正亡暑二+ ，n可可二Jn型掣％尝业d％岘lz—vl“+2一^
。 9

十矿靠习厶≠暑比等罂出z】峨十玎fi项而厶百币【厶F节∞。J∞。
+丽栖上≠杀上Ou妒(x,y)(x-y)(n-h)d％卜
l——一

1
5

2(1一r)(n—r)五南in警拱如幽
+玎f耦五万二备忑丘垦丛彳孑兰拶d％a国

+丽音两上≠击陋警掣如{峨+可二而石=可厶面=可而l厶下l写Fi“％j“q

+矿靠习五匝若髀dau]da。
+矿赤习上嘉暑k等器蛾卜+玎fi弧而厶百=讦i【厶F带4如J 4q

+南五南旺警筹如。卜
+而赤习五睇若辫如J慨
+赤可上≠击阮等罂打习峨+耵习矿可厶而％群帆J峨
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=A。．e[√2 ni二ji；粹aq]a盯。+As—e[—e ni：：；鹊a盯，]a盯z
诫五

=Ae互

鱼鱼竺堕盟
Ⅳ一tln-rIx—yl“ iday]da．“上阮

鲁筹峨l daz+A6／。Ytln-r lJ，nI一 }z一引”矿1J 【

再利用定义3．1，引理1．1，引理1．2和上式可得

五比F秽等da；,]dax
=五瞻。F秽器一day]daz+础。

——垒!竺鱼!幽
lY—tl“-rIx一”卜

f垦鱼±鱼鱼!!生!盟
IY—t1．-rix—yP一“

竺壁!!!
Y—t Jn+2一’Ix—

i岘]

峨]

万写岘

d盯。

daz

：正k。衾三器如●如。+二阮。麦￡嚣岘]d％
+二瞻F剥拓d叫出。
1 l
葡_二可厶

6bz

+南础喾。)Iz_y n+2-h慨卜
+南舷爷謦慨]妣

帆謦篙厶



+南础雩u-J Ix_V{-+2-h如”卜
+正瞻F秽拓岫卜
=高五k篙豁岘卜
+南础雾dq卜
+南础幕峨卜
+南础鬻dq]觑
=南五噱。吉糌+厶警鬻拶day]dax
诫础警峨卜k础鱼fV‘帮：-tT=_’d唧]虹
+旷靠习上比。再糌叫出。
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+A。可南五阢。警笔菩帮峨]觑
+眦； jY t尘J。+2-鞋,而峨卜一 }茁一Ⅳ卜矿。1J～

“础存糌司魄蛾础者掣辫卜
+k五瞻。F笔笨譬糌如{曲。+k五I(。譬d羽d％
+k厶[五。掣dq]出。+正比； 而簿警而da。]da．Y —t1”+2一’lz—y}“一h

=Ae正比。再粹day]da。诫二瞻。 毒Y t器l咖，卜一”’lz一∥f”“”J
‘

勘s础者糌脊静羽蚶k础昔襻糌l觑
+k五[二。警y＼Ix-yln+：z-a Jd唧]虹+As五[上。警d唧]觑
十五瞻F秽酾a扛 ^e上c(。瓦_二j；：辫a{a。。
“Z瞻吉磐叫慨诫础者格带扛



46 垂薹菱! 些!竺丝坌堑圭塞堕童墨堡坌塾望堡堡曼里一

诫二阮 }皇蚤姿器岘]觑+A。五[二。警dq]d％
+k五[五。磐峨]d％+上∽。F二刁差‰电】d％
砒正瞻F糌慨卜诫上比
也五陋再转峨卜

老器da，]daxtl。-rⅣ一 lz一Ⅳ卜“

=Ae五陋洽辫岘卜蛾二瞻警牌脊鲁d叫出。
+k上阮。面尝篙笔器电]d％+k上k。襻d唧]d％
+k五[正。警峨]帆+五[上。F二砑差‰岘]d％
咄五瞻再粹峨卜咄二瞻再糌如，k
As正阮+存糌岫]妣
“正比洽辫峨卜
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蛾五阪毒解脊器出，卜

+A。五比。F鲁夤尝器如I d％+As五k。警帆]d如
+k五[厶。警d％]如。+上[厶。面=司差‰峨]d％
^e上陡。者叁采样西司a％一As五暖。

五南c五葶貉da。)dav

毒Y t磐r。-r yl a仃扛～ fz一”“”I
“

=正比而篙告矛叫饥咄正比。者掣梧静羽蚬

氐五帆 捌端名曲，卜h础型r，-i--r dq卜
一As上[上。臀y',ix_yla+2-h；如●慨一五[上。 五Y篙+2-r告驴打，卜一￡卜 Iz—yr矿1J⋯

勘e五瞻。等希黔]慨蛾五瞻矗筹酾l蚬
+k上阮鹄群da，]da。



证毕

：础网瑞dq卜“础高龄魄卜
一A。五[上。F鲁芬笔粹如l如。一a。互[五。警dq]魄
一As五[厶。箨咖，]d％一正比。
诫[1[
Jn l Jn

—孝栏萨dayI daz可一fIn+2—7lz一掣{“一^
。

者特出，卜“正瞻声糌如，]妣
+Ae二[二笔墨岛掣d如]如。
=眦 两葶鞋而蛾卜芎一引n十2_r旧一Ⅳ卜矿1J～。

咄上∽。逊警器等错幽dtr；]daz

战础蛸譬警麴蛾]觑

诫眦燮簧糕掣电]慨



第四章 第二类积分方程的可解性

积分方程问题是实际中非常重要的另一问题， Clifford分析中积分方程的研究还是一个

空白．本章讨论了Clifford分析中第二类积分方程的可解性和解的表示式． M．Spivark在

他的专著『181中，对n维实空间中流形上函数，借助于单位分解的方法给出了广义积分的定

义，这个定义是一维实广义积分定义的推广，它允许在流形上出现多个奇点．我们是在Cliffbrd

空间中用类似的方法定义了广义积分． Robert P．Gilbert在文献[2]中引入了交换因子的

概念，部分的解决了Cli肋rd空间中乘积不可交换的问题．借助于这一思想我们设计了带交换

因子的积分算子核，并研究第二类带交换因子核的积分方程的可解性和解的级数表达式．

§4．1问题的引人

在文献[18]中M．Spivark如下定义广义积分．

令D c jp+1是有界流形，目是D的开覆盖，若对每一个z E D，有U E目，使

z∈U，则口称为D的可允许的开覆盖．此时一定存在函数族西，其中每一个函数{p在D

上定义，属于G。且满足以下条件

1．对任一X∈D，我们有0≤lp(z)≤1．

2．对任一z∈D，存在一个开集y c Rr。+1包括点z，并且只有有限个妒∈正在V上不

等于O．

3．对每一个z∈D，我们有∑妒(z)=1．

4．对每一个妒∈西，存在开集U属于目，使得妒在U内的某闭集外等于0

如果西c C。。满足l一3，我们称虫是D的一个单位分解．如果西还满足4，则称西

从属于目的单位分解．

设圣是一个D上从属于目的单位分解．，是一个从D到R的函数，并且对D的任

一点，存在其一个邻域使f在其上有界，集合如：f在x点不连续)的测度为o，并且每个

fn妒lfl存在·若善f,妒lfl收敛，则称f为D上的广义可积函数-

49
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我们在Clifford分析中考虑函数族cD(枷，其中函数定义在D上，取值在Clifford空

间．

定义4．1 ／(x)∈Co(A)，如果在D上存在一个可容许的开覆盖0和一个从属于0

的单位分解中(c Cm)，使得每一个厶妒I，l存在，且∑!如lpl，I收敛【101，我们定义，为

M．Spivak意义下的广义可积函数． CD(A)中所有的广义可积函数可记作如(以)．

下面的广义可积函数都是M．Spivak意义下的广义可积函数．

引理4．1 D∈冗”如上，／(x)=∑厶(x)ea∈ID(一4)仁=}每一个厶(z)都是D

上的广义可积函数．

引理4．2 D∈冠“，ID(4)如上，则ID(A)对于加法和与Cifford数乘法封闭．

证明 令，，g∈场(4)，即在D上存在一个可容许的开覆盖pl和一个从属于口1的单

位分解西l，使得，在D上每一点的开集中有界，并且每一个，D妒f，I存在， ∑如妒f，l

收敛．同时存在D上另一个可容许的开覆盖目2和一个从属于如的单位分解西2，使得9在

D中每一点的开集上有界，则每一如妒引存在且∑，口妒引收敛．在D上做一个可容许

的开覆盖0=01 U02={uIu="a1 U让2，Ui∈巩，i=l，2}和一个从属于目的D上的单

位分解西={妒l妒=蛆击也，妒i∈西i，i=1，2)，则

丢肼m}≤丢¨卅肼口1]

≤，乏。比妒-I／I+厶妒·I，1+，暑：比妒。J／I+厶蚓gIJ，
右边的每一个积分都收敛，所以左端积分也收敛．即，+9是广义可积的．同理a9(a是

Cli肋rd数)也是广义可积的． 证毕．

定义4．2令，(z，Y)=∑厶扛，y)eA，(z，Y)∈DxD，这里每一厶(。，Y)：DxD--4,

R1是一个实函数．如果fa(。，Y)是每一变量的平方积分，即}，12看作。或Y的函数(其

余变量看作常数)是广义可积，且如，D f／(x，u)J2以du<oo，则我们定义，0，Y)为一个广

义平方可积函数，所有广义平方可积函数记作如xD(一4)．
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弓l理4．3 令，(z，掣)，9(z，夥)∈ID。D(_0且西2∈ID(4j，则

1．关于u(z，Y均看作常数)，(z，")g(u，Y)∈b(4)．

2厶f(x，牡)’9(“，y)du∈ID×D(4)．

3．如f(x，¨)西2(u)du∈而(4)．

定义4．3令g(x，Y)=∑耳^(z，y)eA∈ID。D(A)为一函数，定义相应的具有交换

因子的核

Ko(z，Y)=∑KA(x，y)eAhA，

这里^A=h。^=h。。。，。=he，。’一he，。，A={n，⋯，n)，每一he。是变换

^“(勺)2{勺-ej。亍主J tJ=l，。一，n，I z手J

我们称^A是左交换因子．

定义4．4定义方程

妒(z)一A／D舻(圳)妒(札)du=m) (4·1)

为具有交换因子核的第二类型的积分方程．这里妒p)是未知函数，Ko(z，Y)如定义4．3所述，

f是已知函数，f2∈ID(A)，A∈4是一个Clifford常数．本章考虑寻找方程(4．1)的解．

§4．2问题的解

使用逐次逼近的方法寻找方程(4．1)的解．令

{：：：，三?笛+A厶K。。z，“，妒m-1(u)du，m：1，2⋯， ca七，
I妒。(z)=，(z)+A，D o(z，“)妒 ，m=，⋯，

。’

易知若能证明{妒。(z))D上一致收敛于一个函数。则这个函数就是方程(4．1)的解．

为了考虑{妒。@))的性质，我们给出以下定义．
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定义4．5 K扫，Y)∈ID。D(4)如上，我们定义

K2(X,Ⅳ)2／D K(。，t)K。(细)出，

Km(x，3，)2／DK(z，t)Km—l(t，Ⅳ)d￡，m≥3，
作为K(z，g)的m次叠加核，m≥2．

定理4．1 如果Ko($，Ⅳ)，K(x，Ⅳ)，A，r(z)如上所述，那么

{Ⅸ。(z，u)，(z)=，(z)Ⅳ(。，钍)， (4．3)
I Ko(z，钍)A=A耳(z，u)．

。。

(根据交换因子的定义，此定理很容易证明)．

分析函数序列{妒。(z)}

妒l(z)=，(z)+A-r Ko(z，t)qao(t)dt，

妒2(z)=，(z)+A J'Ko(z，t)妒1(t)dt
D

r 1

=f(x)+A，Ko(z，t)l，(t)+)、，Ko(t，u)，(t‘)dt‘I d￡
D l D J

=，(z)+A，Ko(z，")，(札)
广D 1

坩)2班酢，牡。(柚)m)叫dt,D DI I

=，(z)4-A．，Ko(。，u)，(乱)+(A)2，。f幻(z，u)，(u)du，
D D

妒3扛)=·-⋯·，

妒。(z)=，(。)+A_，Ko(z，札)，(u)d札
。

口
f4 4、

+∑．(A)“，‰(z，u)，(让)d钍，n=l，2⋯．
、7

T一‘ “

定理4．2 令，(z)∈Io(A)，，f，(u)f2dv。=H2，fg(z，钍)J S^f(u)，对每一

z∈D，"∈D均成立． M(u)是广义平方可积函数。，JM(钍)12dv。=L2，这里d"。指
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D上的体积元素，则

／‰(训)m)dut≤肌“卵，m=1，2
D

证明 当m=1时

l，Ⅳ。(z，u)，(“)d“|
1D 1

我们考虑K(z，u)=Ko扛，_u)且有

≤』IKl(刚)m)№s J1。f tM(¨)f I／(u)№

≤^咖刮：帆mm胪讥『=胆￡
设m一1时结论成立，我们证明m时结论也成立

l』‰(刚)m)du}

=l，f g(x，￡)甄。一1)(t，u)dtf(u)du
lDD

：}，K(z，t)Lr K(m-I)(t，钍)，(u)du]dt
lD D

5^k lⅣ(z，驯。d吨]5 k g l甄。一。小，u)，(u)d训。如I
5

(4．5)

≤^[jf IM(。)12d”J 6[fD J；(m-1)H2L2('n-1)dvt]。s日L”印．
证毕．

定理4．3在定理4．2的条件下，对于满足fAI<击的Clifford数A，方程(4．1)有
唯一解，且解为函数序列(4．4)的极限．

证明 由定理4．2，容易看出函数序列在D上一致收敛，其极限函数就是方程(4．1)的

解．
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以下我们证明唯一性．若存在A∈A满足lAf<盘，有妒l@)，妒2@)是方程(4·1)

的解，即

妒l(z)一A／ o(z， =，(z)，oK u)qvl(u)du

妒2(z)一A／ o(z，Ⅳ)妒2(̈)du=，(z)，o
K

两式相减得妒l(茁)一妒2(z)一入J．D Ko(z，缸)【妒1(u)一妒2(珏)]dt￡=0，令u(z)=妒l(z)一

妒2(z)，我们有u(z)=A如Ko(z，“)w(u)du，因此

忡)J2≤j141A[2 fD]K。(刚)№。厶№)阳。
在D上，不等式两边对X积分得

则有

故

／o mu(z)12d”。。斤≤L2IAl2／o lu(u)12d”。

(1-J㈣An厶阶)№z≤o

／D Ju(钍)12dvz=o，妒l 2％
证毕．

定理4．4 在定理4．2的条件下用等式(4．4)中的{妒。)替换方程(4．1)的准确解，则

模的误差不超过

⋯n+1Ln+tH圻n+3
1一⋯L圻

‘

由以上推导知本定理易证．



第五章 双正则函数的非线性带位移边值问题

边值问题是在实际中应用较广的一类问题，本文以下几章讨论Clifford分析中的边值问

题．

对照多复变函数理论Bracks F．和Pincket W．定义了Clifford分析中的双正则函

数并讨论了双正则函数的Cauchy积分公式【⋯，Le huang Son讨论了Clifford分析中的

Hartogs定理和Cousin问题【51．徐振远、闻国椿、黄沙等研究了C1ifford分析中的一系列

边值问题[20m】，[6】，[1，㈤【“Ⅲ“．在以上工作的基础上，第四章给出几个奇异积分算子，讨论其

性质，进而研究了双正则函数的一个带位移的非线性边值问题解的存在性和积分表达式．推广

了文献[4]，[6]，[7】的工作．

§5．1问题的引人

设D=Dl×D2是Euclidean空间Rm+1 X R‘+1，1 S m S礼+1，1 S七S n+1

中的一个连通开集，D1 c R“+1，D2 c R‘+1．我们研究C7类函数集合

砖’={，I 2。；Y曩AC：譬i：’jR三0扛Y’}R％k：。)．1『^(。，)∈’(D)，z∈”+1， ∈
+1

J

对于，∈砖’，(r≥1)，定义广义cauchy一瞰emann算子为瓦，=黑署8‘eA戆，，瓦=
壶写e帕罄·

I如，=0

【，巩=0

的解为双正则函数[⋯．

设Di的边界Q，均为光滑，定向紧致的Liapunov曲面，(i=1，2)171，讨论Ql X Q2
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其中0<∥<1，G为正常数． 日(Qt X n2，p)构成一Banach空间，范数为

l J^％=c(A，Ql×Q2)+Ⅳ(A，Ql X Q2，国，其中第一璎为连续揆，第二璎必HSlder摸，

势旦鹰

{l，+g{{$≤{If{I#+l{g{{口，{Ifgtlo≤JIIlfl{a{Igll口， (5．I)

其中^为正常数．

设D，一鼠，i=1，2，Df=R”+1＼万l，Di=Rk+l＼鼢2．当鬈从D}趋予t}时

记作z---0￡产，当Y从罐趋予t2时记作Y—一}￡量，尝(嚣，Y)—啼(t手土，学+)￡文嚣数
m(￡，Y)的极限{基佟辔‘士扛，功。

滴氆冠+求在努}×D事，D}×Di，蚤i×D事，Di x Di内双正粥连续刊边界的

戮数圣(。，Y)∈踏’，使箕满楚蚤(o。，OO)=辔净，oo)=圣(∞，Y)=0及带位移的边界条件

A(tl，f2)西+十(。(t1)，t2)+B(。l，t2)西+一(a(芒i)，亡2))+e(tu￡2)西一+(亡l，‘2)+
f5．2)

D(≠l，t2)西一一(tl，t2)=g(h，t2)f(tl，t2，m++，西+～，m一+，垂—一)，

其中a(f1)：Ql—_}Qi为～个Haseman位移(觅文漱f2lj)，褥A，B，s，D《Ⅳ∞l×

(22，参)．我甥懿以上瓣疆戈瀚耱嚣‘．

§5．2 Cauchy型奇异积分及Plemelj公式

教妒∈H(fll×Q2，国，考虑Cauchy蝥奇羿积分

Q L。鼠(≠l，u)da"妒(锃，")d％恳‰”)
0 nI×n2

、 ‘ ’ (5,3)

其中霹t(屯屯)=赫，勘m，∞=鼎称为积分拨，筒理嚣蕊1
um+l，∽女+1分别是空间j"“，兄o+1中的单位趣球的表面积．
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定义5．1设(￡1，￡2)∈Q L X n2，妒∈日(Q1×Q2，_臼)．作超球01：I。一ttI<正02：

ly—t2I<5，则o((￡l，￡2)，6)=Ot×D2为(t L，t2)的一个d邻域，记Ql×Q2位于

O((tl，t2)，5)内部的部分为知，记

西d(tl,t2)=a／rnl×n。也Et(扎钍)帆州，”)帆易(t2，U)-
若凸a吼(f1，屯)存在·则称奇异积分(5·3)在主值意义下收敛，其极限就记作圣(tl,t2)·其
中El，E2如上定义，以下也类似．

为了研究上述奇异积分的性质，@itl再引入以下的Cauchy型积分．

定义5．2设{p∈日(nl X gt2，p)，z∈冗(m+l’＼Ql，Y∈R(‘+1’＼n2，称积分

圣【训)=。／nl×n。El(z，∞dⅢ(”，口)d吼E2(舻) (5·4)

为Cauchy型积分．

引理5．1(由文献[3]知)设{p∈日(Ql X Q2，卢)，z∈R(m+t’＼Q1，Ⅳ∈R(‘+1’＼Q2，

则(5．4)式中的函数壬(z，Y)为双正则函数，且西(∞，Y)=西(z，o。)=垂(∞，o。)=0．

引进空间日(Ql X n2，卢)积分算子(参看文[7j)

只妒=磊2／n Ed九u)d乳妒(uIf2)，

B妒2焘_／m妒(。-，u)如”如(。。，")，
B妒=40(tl，t2)，P／=只(Q(t1)，t2)，i=1，2，3，

其中a(t1)：Ql j n1为Haseman位移．

引理5．2(见文献f71)设妒(tl，t2)∈日(Ql X n2，∥)，则对于(t1，t2)∈Ql x Q2，有

m++

圣+一

西一十

西一一

tl，

tl，

tl，

tl，

={p+P1妒+B妒+只妒】@l，t2) I

臻妒qo：三：二竺竺Pa粉料 旺s，
={【一+Pl妒一尼妒+妒】0l，t2)l

’

=专【妒一Pl妒一马妒+P3妒】(tl，t2) J妫哟哟妫



即

推论5．1设n(t1)，妒和只，i=l，2，3如上所设，则有

∥(a(Ⅲ2)2秒+Pl妒+P2妒+驯(圳愚’}． (5．6)
西+一(o(t1)，t2)={[～妒一P1妒+—岛妒+只妒](Q(t1)，t2)J

、 。

西十+(Q(t1)，t2)={[妒l+爿妒+最fp+glp】(t1，t2)

圣+一(Q(t1)，t2)={【一妒l一爿妒+爿妒+只妒](t1，t2)

其中Ipl(tl，如)=妒(口(￡1)，如)

其中

§5．3问题R+的解的存在性

首先把问题转化成积分方程问题，假设问题R’的解用Cauchy型积分(5．4)表示

定理5．1问题R’等价于求解积分方程

F妒=妒 lp(t1，t2)∈日(Q1×n2，卢)

(5,7)

(5．8)

F?2(A—日’吁1+qlP)+(A+B)(g妒+只妒) (5．9)
+(一C 4-D+1))妒+(C+D)(一马妒+尼p)+(C一切．R妒一4口，，

、 ’

其中妒l，Pi，碍，i=1，2，3，如上所述．

证明将方程(5．5)和(5．7)代入边界条件(5．2)得

A(妒l+爿妒+爿妒+只妒)+B(一妒1一爿妒+爿9+蟛妒)

+G(一妒+R妒一B妒+P3妒)+D({p—Pl妒一岛妒+P3妒)=49f，

整理化简即为积分方程(5．8)．证毕．

引理5．3(见文献[7】)设Ip(tl，￡2)∈日(Q1×Q2，卢)，则存在与妒无关的常数以使得

IJ妒士只妒怕曼也fI圳口，f1只妒怕s也f|妒‰i=1，2，||恳妒士岛妒怕S如JI圳口．(5．10)

，

／。’’、
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定理5．2设同胚映射Q(t1)：Q1_÷Ql满足Lipschitz条件

I(a(t11)，t21)一(a(t12)，t22)l≤HI(t11，t21)一(t12，t22)l， (5．11)

并且妒∈．H(Ql×Q2，卢)，妒l(tl，t2)=妒(o(t1)，t2)，则有

jl妒11l口S(1+H4)1l妒1I口，

这里H>1为常数．

证明设fp∈H(Ol×n2，卢)，则对任意的(ttl，t21)，(t12，t22)∈n1×n2有

I(p(tlt，t2x)l≤№‰

妒(￡1l，t21)一妒(t12，t22){≤lI妒llBl(t11，t21)一(t12，￡22)14

所以有

I妒·(tt，，t2t)I=I妒(o(tt-)，￡z-)l=I妒((t：。)，t2-)I≤II妒||卢，

其中t：，为Ql上的某一点，并且有

l妒，(t¨，t21)一奶(t12，t22){=I妒(0f(tu)，t21)一妒((a(t12)，t22)I

茎 II妒Il声I(＆(t11)，t21)一(Q(￡12)，t22)l芦S I『妒l J芦H声t(tll，t21)一(t12，t22)}芦
综上有

№l‰≤(1+H5)№恬

证毕．

由引理5．3和定理5．2不难得到以下推论．

推论5．2设cP(tl，t2)∈日(Q1×Q2，卢)，a(t1)，妒1如上所设，则存在与妒无关的常

数以使得

f!三：士只妒fb．≤五fl妒1l口， 口≤无1I妒}l口‘=1，2，
(5．12)

g妒fn3t妒．_『Il口≤JT3 JIII妒_f111月．115'妒114-
‘



将以上结果用于圣的各边值表示式有以下推论，

推论5．3设推论5．2的条件满足，则有正常数^使得

桫士(¨z)怕s圳洮桫+(tl,t。)Na S圳洮
f5131

||西土士(o(t1)，t2)l『口≤^l J妒II口，||西千土(a(t1)，t2)||卢≤^lI{pll卢．

定理5．3设Dl及其边界Q‘，i=1，2如上所述，a(t1)：Q1—斗Ql为Hasema位

移，从而是同胚映射，且满足Lipschitz条件(5．Ii)．而f(tl，t2，西(“，西(孙，虫(引，西(4))满足

对t的HSlder条件和对圣噱i=1，2，3，4的Lipschitz条件。即

If(t。，，t。。，西{¨，西{射，虫{剐，西i4’)一f(t，。，t。2，西￡’，西字)，西扩’，中≯’)I ，⋯、
s Jst(tIi，幻1)一(tlz,场)f母+五?垂i¨一西51’}+⋯+以}垂(4)一西笋’j，

(a_14)

其中^，i=5，8，7，8，9为正常数．又设f(o，0，0，0，0)=0，A，B，C，D，9都属于日∽l X

Q2，卢)并且有fIA+B怕<h，fIB士D怕<h，IID—C+l怕<h，0<h<1，fIgll口=

d>0，若还有0<5<M(4lJ--。h(^(1。++2以J25+M2J)3))，则问题R’可解，其解的表达式如(5．4)式．其

中M，J12，J13为常数．

证明记连续函数空间G(Ql×Q2)的闭子集合-rim={妒f妒∈日(Ql×Q2，声)，Il妒‰≤
凹’．

首先证明算子F映HM到自身．由F的定义及定理的条件，对任意的Ip∈HM有

}IF妒lI口s J,IIA—B||口Il妒l+爿IJ口+S,rlA+B{|口I』爿妒+爿妒f|口

+^ff—e+D+lff口ff妒f治十JIIIc+DII口If—B妒+Blpfb

+zdlc—Dlb}I P1妒怕十1149州口

s山^川妒I+爿妒Jb+J』爿妒+爿妒fI口+』f妒fb+If岛妒一-巴妒H口+ff只妒fb】

+4Jl蚓圳删口，

由引理5．3和推论5．2有

F妒f|口S^^(1+2也+2如]¨妒If卢+4J1 l[gll口IMII占



再由(5．14)式，定理5．2和推论5·2有

c(／，Q1×Q2)2(蛐I)∈nlD．a．x×n，Iff

=⋯赋m I坤l，卯++，西卜，圣一，西一)一f(0,0,0,0,0,0)
≤J5 L(tl，t2)一(o，o)14+^I西++I+··‘+^I西一一I

S t，lo+^lll妒lI口，
由此式和(5．14)式可得存在常数以2，^3使得

所以存在常数t，¨，J15使得

H(f，n1×Q2，卢)≤J12+^3l|妒1|p

{LZII口曼J14+^5II妒怕，

lIF·olla≤Jlh[1+2如+2以川妒f|口+4^『旧II口}l，1|口]

S JLh[1+2也+2J3]M+4JIS[Jn+J12M]<M，

所以F是映射日吖到自身的映射．

以下证F在丑^f上连续，对任意的函数列{妒。)∈日M，设{‰}于Ql×Q2上一致

收敛于妒∈HM，即对任意的E>0存在Ⅳ，当礼>N时有1llp。一妒怕<s．由引理5．3

和推论5．2可得

以及

妒。一妒士只(妒。一妒)ll声≤如fl妒。一妒lI卢<无￡，i=1，2，3，

只(妒。一妒)lf口≤也JI妒。一妒I J卢<也￡，i=1，2，3， (5．15)

岛(妒。一tp)±B(妒。一妒)llz≤如If妒。一妒If口<以E，

(妒。1一妒1)士只(妒。l一妒1)fl口≤以fI妒。一妒ll芦<以E，i=1，2，3，

掣(妒。一妒)lJ口≤乃|J妒。一妒『l口<五E，i=1，2，3， (5．16)

爿(妒。一妒)士只(妒。一lp)f|口，≤如fJ’％一妒f|口<以￡，



其中妒。1(tl，t2)=妒。(d(t1)，t2)．由(5．15)，(5．16)式有

}I(tl，t2，西++(妒。)，圣+一(妒。)，西一十(妒n)，中一一(妒n))

一f(t1，t2，由++(驴)，西+一(妒)，西一+(妒)，西一一(妒))I

S^}m++(妒。)一西++(妒)}+乃I西+一(妒。)一圣+一(妒)|+

以f西一+(妒。)一中一+(妒)I+由}西一一(妒。)一圣一一(妒)l

=矗l圣++(妒。一妒)I+^l西+一(妒。一妒)l+以{圣一+(妒n一妒)l+^I垂一一(妒n一妒)I

S(如J4+J7J4+以J4+^五)}I妒。一妒怕=K6，
(5．17)

由(5．15)，(5．16)，(5．17)知存在常数G使得

F(妒。一妒)I<GE

即F为z嘞上的连续映射．依据Arzela-Ascoli定理知，日■是连续空间G(Q1×Q2)中的紧

集．因此连续映射F映射c(nl×Q2)中闭凸集日M到自身，并且F(日M)也是G(Ql×Q2)

中的紧集．再利用Schauder不动点原理知至少存在一个妒o∈日(Ql×Q2，卢)适合奇异积分

方程(5．8)，将妒。代入(5．4)式得圣(z，Y)为问题冗+的解，所以问题R4至少存在一解，

并且以(5．4)为解的积分表达式．其解圣显然满足圣(oo，oo)=西(z，o。)=垂(oo，Y)=0．

证毕．

H



第六章 广义双正则函数的非线性带位移边值问题

称方程组

的解为广义双正则函数[1q

§6．1问题的引人

(6．1)

设D，=Df，i=1，2，分别为足n+1，和R‘+1上的单位球，_Di=尼“+1＼面l，D彳=

R女+l＼-2，当z从D≠趋于tt时记作z—斗￡丰，当Ⅳ从D手趋于t2时记作Ⅳ—斗t孝，

当(z，Y)—斗(衅士，t手+)时，函数w(x，Ⅳ)的极限记作W+士(zl，t2)．其中(￡l，t2)∈

QI×n2，Qt=ODi，i=1，2为球的表面．

问题R△求在D产×I对，D}×Ii，Di×D}，Df×Di内广义双正则连续到

边界的函数W(x，Ⅳ)∈璐1，使其满足w’(o。，o。)=w(x，00)=w(∞，Ⅳ)=0及带位移
的边界条件

A01，t2)仉7++(Q(t1)，￡2)+B(tt，亡2)佴7+一(a(t1)，t2))+G(t1，t2)w7一+(tl，t2)+

D(tl，z2)w一一(tl，t2)=9(tl，t2)，(tl，z2，W++，W+一，W一+，W一一)

(6．2)

其中a(￡1)：Ql—斗Q1为一个Haseman位移(见文献[21】)，而A，B，G，D∈日(Q1×

Q2，卢)及，都是已知函数．我们称以上问题为问髓R△．

63
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§6．2广义双正则函数的Plemelj公式

给出形式算子

蜀F(z，”)=云三厶，E-(u，z)F(u，”)d盯u一去厶}如(tt，z)F(：，V)d吼
乃F(z，Ⅳ)=石-1厶}F(z，”)E2(”，Ⅳ)d吼一击厶}F(z，：)邑(”，Ⅳ)d吼，

其中E。和易如第五章第二节所述，而日(九t。)=晤嘉，日(圮≠2)=
÷一b再鬲扣研 由文献【2】有以下结论
引理6．1 设对于每个固定的Y∈R‘“，F(x，Y)∈LP’“+1(jp+1)，即lF(x，Y)I，

IFm+1@，Y)I=吲m+1F(：，Ⅳ)∈上，(D1)，并且其范数IFIp，。+l=IF,D+l Ip+IF‘”+”，D，lp

与Y无关，P>m+1，则对于每个固定的Y∈R。+1有

1．1丑Fl S i(m+l，p)IFIp，。+l， z∈R”+1．

2．对于任意的zi，X2∈R”+1有 一

ITlF(钆Ⅳ)一五F(％Ⅳ)I s M(m+1,p)IFI柙+lfzl一。2l。，乜=坚岩．
3．对于㈦≥2有I噩F1 S i(m+l，p)IF]p，。+1121‘2笋一⋯．

4．瓦(nF)=F}x∈R“+1．

其中M(m+1，P)为与m，P有关与z，Y无关的正常数．

引理6．2设对于每个固定z∈fp+1，F(写，Y)∈Lq,k+I(Rk+1)。即IF(z，y)L，

IF‘+1(z，Ⅳ)l=引‘+1F(x，；)∈Lq(D-)，设其范数IFIa，t+-=l F’I对I。+IF∞+”，D≥lq
与z无关，g>女+1，则对于每个固定z∈R”+1有

1．I乃Ff S i(k+1，q)]FI口，^+1，Y∈R。+1．
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2．对于任意Yl，Y2∈R‘+1有

咒F(z，Ⅳ，)一岛F(z，w)l≤M(k+1,q)lFkk+，I!，。一抛hⅣ=尘等
3对于}gf≥2，有IT2FI≤M(k+1，g)IFI口，t+lIyI‘字一‘

4．(T2F)玩=E Y∈Rk+1．

其中M(k+1，q)为与k，q有关与z，Y无关的正常数

推论6．1在以上两个引理的条件下，另设q=业m+l，则
1．对每个固定的Y∈R“+1有nF∈C。(R⋯+1)，并且五F(o。，Y)=0，其中o=

1一业P=1一丁k+i．
2．对每个固定的z∈R“+1有T2F∈C。(R‘+1)，并且，T2F(z，∞)=0，其中。同上．

证明由引理6．1，6．2，注意到p=22笋=1一警=1—5学=＆，并且注意到
学一m<1一m≤0及业q—k≤0即可．证毕-

定理6．1设F(x，Y)满足对于每个固定z∈R“+1，任意Yl，耽∈R‘+1，有

F(x，Y)∈C。(兄‘+1)，0<＆<1，并且，fF(x，Y1)一F(x，抛)I≤M1|YL—y210其中M1

与z无关，P>m+l，。=1一半，则对于每个固定。∈R“+1，有nF∈C。(R‘+1)．

从而

证明设pl适合；1+专=1，因为P>m+1，故l<P’<警，m<mp'<仇+l

T1F(x，Y1)一T1F(x，妇)

击k品阢¨-F(u㈦]慨
+击k辛斋吣¨叫知如。



s等／o，i一圹％-刊。慨

<

+等／o}I：刊一[Yt-y2H瓴

旦I，r l钍一zl
um+l VD，’

’

+羔[／o，【：刊
≤M21y1一92lo

证毕．

圳‰刊。，。}I，

叫-(re+Up'圳争(1Yt-Y2n圳，

定理6．2设F(x，Y)对于每个固定Y∈R‘+1，任意Xl，272∈R“+1，有F(x，Y)

∈C。(Rm十1)，0<a<1，并且， 1F(xl，Ⅳ)一F(xa，g)1≤MllXl—x21。，其中Ml与Y

无关，q>女+l，a=1一警，则对于每个固定Y∈R‘“，有T2F∈e。(R”+1)·
(此定理的证明与定理1的证明类似，略．)

定理6．3设D‘，i=1，2分别是jp“，R‘+1中的单位超球，F(x，Y)满足定理6．1，6．2

的条件，P>m+l，q>k+1，。=1一警=1一字，q=嘴警，则

TiF(x，Y)∈C。(R”+1，R‘+1)，i=1，2

证明由题设，当z∈R“+1有Fp，Y)∈Lq,k+l(R‘+1)，当Y∈R‘+1有F(x，Y)∈



ip,ra+l(冗m+1)，由以上的引理及定理，对任意的pl，Yt)，(勋，Y2)∈冗”+1×R‘+1有

证毕

TiF(zl，Y1)一TiF(x2，Y2)

S iTiF(xl，Ⅳ1)一正F(x2，y1)+TiF(x2，Y1)一TiF(z2，驰)

S M31xl—z2}o+M41yx一耽l。≤^如I(zl，Y1)一(。2，y2)l。，i=1，2

定理6-4设(6．1)式中日，如∈G。(D)，(其中D=D1×D2)，并且满足相容条件

Fl瓦=瓦马以及定理6．3中F所满足的条件，Fl瓦也满足定理3中F所满足的条件，
则在D}×I磅， D手×z耳中广义双正则函数w(。，Ⅳ)(方程(6．1)的解)，有如下积分表达
式

w(x，y)=正毋+马[易一m日)瓦】+西(z，可)， (6．3)

其中中知，Y)是所属区域中的双正则函数

证明当(z，Ⅳ)∈D}×D≥，D}×Ii时，由引理6．1，引理6．2知瓦(丑曩)

只，(疋只)瓦=毋，i=1，2．再由相容条件蜀瓦=玩易可得

并且

瓦{正Fl+马{如一(正日)瓦])=瓦五F【+瓦是忍一玩疋{(丑E)瓦]

=F1+而(瓦R)一瓦死[(丑(F1瓦)]=F1+疋(瓦F2)一马p。(丑(F1巩)

=只+正(瓦F2)一乃(Fl瓦)=日+疋(瓦毋)一正(瓦毋)：月

{噩Fl+而[易一(丑F1)瓦])瓦=m F1)瓦+最一(丑目)玩：F2



即T1Fl+马【F2一(噩F1)百d和w(z，!，)都是广义双正则函数，所以

{矸Fl+乃[昂一(丑R)巩])一W(x，Ⅳ)

是双正则函数，从而(6．3)式得证． 证毕

引进箅子T3(Ft巩)=而[(五月)百。】

定理6．5在定理6．4的条件下，又设Ft(z，OO)=F2(。。，y)=0，则有

1．玩[(乃(Fl巩)]=乃(n瓦)，m(日瓦)】瓦=正(FI瓦)．

2．砖(F1巩)∈Co(尼”1，Rk+1)．

3．T3(F,玩)(oo，Y)=T3 CF,玩)(z，。。)=正(F1巩)(oo，o。)=0．

证明从定理6．4的证明过程知道第一条成立，利用定理6．2可知第二条成立，由推论

6．1知第三条成立．证毕．

定理6．6在定理6．5的条件下，则有广义双正则函数的Plemelj公式

w++=互^+Y2F2一乃(n瓦)+；睁+Pl妒十B妒+P3妒】

W+一=丑Fl+乃马一瓦(F1玩)4-；[一cP一只妒+恳妒+P3纠

W一十=置Fl+乃足一乃(毋巩)+；[-{p+Pl妒一岛妒+B妒

W～=TtFt+死易一五(Fl瓦)+；眙一Pl妒一马妒+B妒

在Q1×Q2上对任意的(tl，t2)成立，且w(。。，9)=w(x，oo)=●矿(o。，。。)=0

(6．4)

证明类似于第五章，用Cauchy型积分表示(6．3)式中的垂(z，掣)，再注意第五章的引理

5．2、推论5．1知(6．3)式成立．苒由题设F1(茹，。o)=F2(o。，Y)=0可得矗Fl(z，o。)=

疋咒(o。，Y)=0，由定理6．4，6．5知w(z，oo)=彬(oo，Y)=w(oo，oo)=0．证毕．
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推论6．2若设a(t1)：Q1—斗Q1是一个Haseman位移，定理6．5的条件满足，则对任

意的(t L，t2)∈Q1×n2有

l矿++(＆(￡1)，t2)={兀Fl+T2F2一B(Fl玩))(o(t1)，￡2)

+{妇l+爿妒+呸妒+只纠，

Ⅳ+一(o(￡。)，tz)={丑F1+T2F2一死(Fl瓦))(a(≠-)，t2)

+；[一妒l一爿妒+g妒+层妒]，

(6．5)

其中妒l(tl，t2)=妒(o(t1)，f2)，而爿妒(tl，t2)=只妒(Q(t1)，幻)，i=1，2，3．弓，J=1，2，3

如第五章所述．

§6．3问题R△解的存在性

问题R△的边界条件(6．2)可转化成奇异积分方程

L妒=妒

其中L为空间H(Ql×Q2，p)上的奇异积分箅子

(6．6)

L妒=(A+B)(妒L+Pf妒+最妒+只妒)一2B(妒L+Pffp)

+(e+D)[一妒+P1妒一P2lp+尸3妒]+(2D+1))妒一2DPl妒一49／
(6．71

+4(A+且)m Fl+而如一乃(F1以)](o(￡·)，t2)

+4(e+D)m Fl+乃B一死(F1巩)](t1，幻)，

其中妒l，只，爿，i=1，2，3，如第五章所述



引理6．3设D‘，Q‘，i=1，2，如上所述。在Ql×％上边界条件(6．3)式中的，满足

m⋯如。，叫”，叫”，叫砷，州4’)一f(t。。彻t，叫“，州”，叫31，叫∞)

t21)一(t12,t22)i9+J21wf“一叫11i+．．-+J51州“一州41})

其中五，i=1，2，3，4，5是与町，J=1，2，m=1，2，3，4无关的正常数

(沁，坛)一(札，t船)14=(打再五再百而)8
又设f(o，0，0，0，0，0)=0，则存在常数J6，鼻使

证明

，lI口S五+JT』妒lf口

c(f，Ql×n2)2⋯。m瑚&x。。n。I，{

2(t。，bm)∈nax。。n。If(。1，‘2，W++，w+。，w～，w～一，(o，o，o，o，o，o)

≤J,l{t。，屯)一(0，o)18+如1西++1+·-·+J9I西一一1

≤。，8+南}l妒I|口，

(此处如，^为正常数，由(6．8)式及W的有界性易知)．同时

f(tH，￡2l，W++(tll，t21)，W+一(tll，t21)，W一+(tu，t21)，W一一(tH，t21)

一，(t12，t22，W++(t12，t22)，W+一(￡12，t22)，W一+(￡12，￡22)，W一一(t12，t22))

S(Jto+^I I J妒fl口)J(￡1l，￡21)一(t12，￡22)J4

综上所述有{I，H口≤五+乃l|妒№证毕

引理6．4设Di，i=1，2，Q(￡)如上所述。f满足引理6．3的条件，另外假设
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1．只，i=1，2，满足定理6．1，6．2关于F的条件，相容条件El巩=玩F2及F1@，oo)=

F2(∞，Y)=0．

2．乃FL，T2F2，T3(FLOu)，A，B，C，D∈H(n1×Q2，卢)，o<卢<1，o=1一学如推
论6．3所述．

3．另外设，y=J12J13iliA+Bll口+IIc+DIb+IIBlI口+112D一1 0口+2}lDlI口]<1(这里

的J12，Ji3都是正常数，而J12相当于第五章中的Jl，J13相当于第五章中的也，以，^

的最大值，因为A，口，G，D为边界条件的系数，所以这个条件可以满足)，取6>0使

d<弼导啬‰(M为某正常数)，㈦b<6并iln日+乃F2一正(Fl瓦)怕<d
(g，El，F2都为已知函数，适当选取可使其符合要求)，

则有

1．奇异算子L映G(Ql×Q2)的子空间T={妒J妒∈日(Ql×n2，p)，lI妒怕<M)到自

身．

2．算子L是丁上的连续映射．

证明

1．由箅子L的定义及关于模{I{恬的性质有

II三妒II口s^2IIA+B11月I|妒l+爿妒+爿妒4-只妒118+J12liB]b]12cpl+2爿妒Il口
+J12 JIC+DlblI一妒l+P15口一P2妒+P3{plb+J12112D+llbll妒lb+J12 r12n JI口JI尸1妒f|口

+4J12IJA+B+C+D怕|I丑，l+死岛一死(Fl巩)怕+4^2 J|，¨口怕№

由题设可得到

}lA+B+c+bib≤lIA+B{b+}Ic+DIb<了二广，
J12J13

0三妒lI卢≤J12J13}|妒0卢[¨A+B}I卢+lie+DII卢+]IBII口+112D+1fb+2llD]l卢]

+4Jr2万舞J+4山2[如+97_ll妒lb]6≤M7+6[去+4^2(五+J7_ll妒lb))

S M7+M(1—7)=M
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即算子L映T到自身．

2．任取妒。∈T，'rt=1，2，·一，{妒。)于Ql X Q2上一致收敛于妒，任给￡>0，当n充

分大时f{‰一妒№可充分小，由文[3]知当佗充分大时，对任意的(tl，t2)E nI×Q2

有， I尸l妒。一Pl妒I<E，lP2(p。一P2妒I<￡，类似的研究可得lP3妒。一P3妒l<E，

I爿妒。一p,vl<s，i=1，2，3，总上可知lL妒。一L妒l<WE，(w为某正常数)，即￡

为T上的连续映射，证毕．

定理6．7在以上引理的条件下，存在妒o∈T使L妒o=妒o，且问题R6有解

Ⅳ(z，Y)=五日+正f毋～(正日)瓦j+西(z，们， (6．8)

其中

吣，Ⅳ)=i击／。舯。酬掣)慨洲u川咖。易(哪)
El，Z12同文献同第五章．

证明由引理6．4知L为T上连续到自身的映射，由Schauder不动点原理知道存

在妒o∈T使五妒o=妒o，将此妒。代入上式得中(z，Ⅳ)，再将垂(z，Y)代入(6．8)式得到

w(x，y)，则w(z，Y)为问题R△的解，证毕．



第七章 Clifford分析中无界域上双正则函数的Plemelj

公式

近年来对Clifford分析中边值问题的研究多数局限于有界区域．在有界域上对正则函数，

双正则函数，广义正则函数研究了其Plemelj公式和一系列边值问题，但是，对于在无界域

的情形，却一直找不到较好的方法解决．而在实际应用中，许多问题都是在无界的情况下提出

的，因此讨论无界域上的Plemelj公式和边值问题有很重要的意义．E．Franks和J．f谤anl23J

发现了一种解决无界域上Cauchy型积分的方法，即把原来的Cauchy核用一种新的核K代

替，虽然在代换后得到了许多有价值的结果，但是，这种代换只能讨论位于半空间内的无界区

域． 1997年，Klaus Giirlebeek，Uwe Kiihler，John Ryan[24】在文[23]的基础上，对上

述的核K进行了修正，而且证明了引入修正的Cauchy核后，原来在有界域上及引入核K后

的一些重要结果仍然是成立的，而且，讨论不再局限于半空间内，能够讨论任何补集中含有非

空开集的无界域，在这种修正核的意义下，他们得到了一系列结果，包括无界域上的Cauchy

积分公式，正则函数的Plemelj公式等．本文就是在引入修正核的基础上，给出了无界域上双

正则函数Cauchy主值的存在性及具体表示式，得到了双正则函数在无界域上的Plemelj公

式，推广了黄沙【rJ和Klaus Giirlebeck等学者的工作．

§7．1无界域上的Cauchy核和Cauchy积分公式

设D c尼件1是具有光滑Liapunov边界n的无界区域，且D的余集包含一个非空

开集，我们选定一个位于一D的余集中的点U．下面，我们就来引入D的修正的Cauchy核．

定义7．1 设D为上述无界区域，U为历的余集中的点， f∈f2，。醐，u。+l为
印+1中单位球面的面积，称

“∞，=百1(高一晶)
为n维无界域Q的Cauchy核

(7．1)
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可以证明，对这种修正的Cauchy核f。(f，z)有以下的定理·

引理7．1存在正常数^(n)>0，使得
n

j 2。({，z)}墨J1(n)}z一仳1∑1∈一zI-jl{一u1卜m+”， (7．2)
j=1

其中，^(礼)是只与维数n有关的常数．

证明 由Hile引理【2】

证毕

j。(毒，z)1 冬

n一1

J。(n)∑}∈一z}”～1一。}f一乱I‘

—J嚣石陬=矿一1俨u——1『二习砸=—矸广P一“
=，t(n)∑I∈一X[-l-kff—ul‘一“lz一让

”

=J1(n)fx一¨1∑lf—z)一’I‘一训’一竹+1’
j=l

文【24]中给出了下面无界域上的Cauchy积分公式．

引理7．2(Cauchy积分公式)【24]D如上所述， ，0)是D上的有界正则函数，且连

续到边界。则对z∈D有

m)=五f。(f，z)商(∈)胀)如(∈)， (7．3)

这里，宄(f)是沿Q的外法线方向的单位向量， d盯(‘)是n上的Lebesgue测度．

§7．2无界域上Cauchy型积分的Cauchy主值

设D=Dl×D2是Eucilidean空间jp+1×R¨1中的无界连通开集，Di“=

l，2)的余集中含有一个非空开集，设Di(i=1，2)的边界Q{0=1，2)均为光滑。定向

_一
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的Liapunov曲面， nl X n2称为D1×D2的特征边界，同时引入H61der连续函数空

间H(Q1×％，s)，0<s<1，即若函数妒(f，叼)∈日(Q1×Q2，s)，指函数妒分别对变量

∈∈Qt，叩∈Q2是s阶HSlder连续的．下面就来讨论无界域上双正则函数及其Cauchy主

值．

定理7．1设Qi(i=1，2)如上所述，u，u分别属于兄“+1＼_1，R‘+1＼-2，X百Ql，Y舌f22

妒(∈，叩)是定义在Ql×Q2上的有界的HSlder连续函数，则

西(训)2五。×n2 fm(㈥疗(∈)如(∈)妒(洲出(叩)元(叩)k(舢) (7·4)

为双正则函数，且圣(u，Y)=西(z，V)=西(u，")=0．这里u。+l和u≈+1分别为R”“和

R‘+1中单位球面的表面积． 宄(∈)和宄(，7)分别为Ql和Q2上的外法线方向的单位向量．

fm(∈，z)和k(q，Y)分别为定义7．1中所述的in维和k维无界空间的修正的Cauchy核．

证明首先，我们证明西(z，Y)是有意义的．任给(z，y)毛12l×Q2，由引理7．1知，有

忡，鲈)f茎五。×n2Ⅲ洲删打(洲洲如(77)元(帆^(删)I

茎上湖：Ifm(㈥I曲(汕(㈥蚓叩)ll≈(舢)

≤／fhx02Jl(m)^(2 IX--'aIIⅣ一”吲f—zm一让p+1’
· m

^

∑Iq一ⅣI一’I卵一vl’一(‘+1’d口(∈)d口(q)

由题设可知存在常数M，N，使对任意的f∈Ql，卵∈％有

所以

f—zI>M一1i∈一ul，J叩一Yf>N一1Iq一"



圣(z，!，)I≤五。。n。Jt(m)J-(七)1x-ullⅣ一”fj∑=l M’垮一“1一‘“+1

t

∑舻l叩一vl-(k+1)da(f)da(71)
j=l

m k

记∑M’=丽，∑Ⅳj=丙，则
，=1 j=l

西(z，Ⅳ)l≤‘，-(m)J-(％)丽丙lz—u№一"{互。。n。f∈一llI-(m+1){，7一"r‘‘川出(∈)如(町)
由文(24】知上面的积分是存在的，因此， 西0，Y)存在．以下，我们证明西0，Y)为双正则

函数．

由文[24]知瓦k(f，z)=k(q，9)巩=0，而积分号下的被积函数除k(∈，z)和lk(n，Y)

外均与z，Y无关．记被积函数为F(∈，叩，z，掣)，显然有

石。F(∈，q，z，Y)=F(∈，即，。，y)玩=0

因此，n．。n。瓦F(∈，，7，z，暑，)曲(f)d口(叩)=如。。n。F(∈，q，z，Ⅳ)玩d口(∈)d仃(叩)=0是关于

z，Y一致收敛的．所以

瓦中(z，Ⅳ)=五。。n。瓦F(∈，叩，。，Ⅳ)如(∈)打(，7)=o，

西(筇，Ⅳ)巩=二。。n：F(∈，q，z，Ⅳ)玩d。(f)拈(叩)=o，
由双正则函数的定义可知，垂(z，Y)为双正则函数．

而由k(f，u)=k(q，")=0知圣(让，Y)=西(z，")=圣(钍，。)=0．证毕

下面引入无界域上双正则函数的Cauchy主值的定义．

设(tl，t2)∈Ql×Q2，记超球0l：}z—t11<5，D2：1Y—t21<6，称0((tl，t2)，5)=

ol×02为(tl，t2)的6邻域，记Ql x Q2位于O((t1，t2)，6)内的部分为k．



圭里墼丝查堂堡圭竺些笙塞 一：一77定义7．2称积分

圣(f1,t2)=上。×n2 f。(舶)有(‘)出(洲㈨如(q)宄(机^(77，t。) (7·5)

为无界特征流形Ql×Q2的奇异积分．

令-O(t∥。)沪厶l×I砒沁fm(㈨)元(洳(洲㈥d口(即)元(帆≈(q，f。)

定义7．3若6li。ra。西(tl，t2)d2 s(tl，t2)存在，则称，(tI，￡2)为奇异积分(7_5)的c8“。hy

主值．仍记作，=西(tl，￡2)．

由文献[24]，有以下定理．

引理7．3设a∈4为常数，则对任意的屯∈Q￡，i=1，2有

五。k(即t)诃(∈)打(f)。=上。n如(q)商(枷女(仉纠=it。． (7．6)

为简便起见，我们引入下列奇异积分箅子

P1妒2 2上．fm(㈨)宄(∈)如(∈)妒(伯)，

P2妒=2上。妒(也q)如(q)元(帆^(叩，￡。)

Bfp=4垂(ti，t2)

定理7．2设妒(f，吁)∈日(Ql X Q2，s)，而且是nl X Q2上的有界函数，则奇异积分

(7．5)的Cauchy主值是存在的，而且

邓小2)=一i1∞“2)+x(t1，q+；(Pl妒+P2诚 (7．7)

这里，x(tl，≠2)=／flixfl。fm(∈，t-)元(f)d盯(∈)砂嬉，q)da(叩)何(吁)“(q，tz)，

妒嬉，r／)=妒偿，刁)一妒偿，t2)一妒(≠l，，7)+妒(≠l，t2)
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证明 记西(tl，t2)=Il+如+厶+厶，

，l=／ f。(∈，tx)宄幢)d仃(∈)妒(tl，t2)d盯(即)元(目)k(叩，t2)，
Jlll×¨2

如=／ l。(∈，tt)元(∈)d口({)【妒(∈，t2)一妒(tl，t2)]d盯(叩)_『；(目)k(’7，t2)，

厶=／ f。(∈，t1)艽(∈)d盯(∈)(妒(t1，叩)一妒(tl，￡2)]d盯(卵)商(目)“(叩，t2)，

厶=上。概fm(¨)nff)do(∈)妒ff，叩)d盯(叩)元(枞女(目沌)
首先讨论，l，由引理7．3知

正，fm(∈^)元(f)打(∈)=：

五。如(叩)元(，7)k(叩，t。)=互1

所以，，1的cauchy主值存在，且^=；妒(九t2)
对厶，由引理7．3和(7．8)式得

二。×n2fm(¨)元(∈)打(龇(％)一妒(tt，t。)】如(叩)疗(机≈(叼忠)

=5上。fm(铋)再(f)如(∞(铀)一妒(扎tz)]

(7．8)

(7．9)

适当选取以tl∈Ql为心，足够大的r为半径的超球u(t1)，我们不妨选取这样的超球u(￡t)，

使得当f∈O(Dl＼u(t1))时，I∈一tll>Jfll∈一钍l，无为常数．由题设tt，乱为固定点知

这是能够做到的，则(7．9)可以写作



圭垦塾垫奎堂堡主篁些堕塞 ：一79；／： f。@，t1)有心)d盯(∈)[妒(∈，t2)一妒(tl，￡2)]
‘』8(D1nUll

+}厶＼㈨fm(㈨宄(洳(∞(㈥一妒(“tz)]

=Bl+B2．

对Bh由于其积分区域为一有界区域．把它写作日。=5如啷，百1(品张)州钏涨，t2)刊tlIt2)])
一‰啷，石1(吉斋砥川钏瓣。h(c1，妫])．

因为妒∈日(Ql×Q2，s)，所以1妒(∈，t2)一妒(t1，扎)1 S^俺一tll。．和文献【7】一样

对第一个积分进行讨论，知它是存在的．而第二个积分为一正常积分，所以也是存在的．

对岛，有

吲=I{上(DI＼U1)fm(帆)元(∈)出(∞(％)一妒(tt,t2)]l

≤％DI＼U1)嘣钠)愀)M洮(如)一{p(啪)l

s；k＼U1)2以(m)^轰卜ttm一钍P¨’]tl-u雠)

≤z1厶D1＼u。)2^(m)山^南h一“f如(g)
=L，-(m)^J5Z(。1＼巩)fi—二南面可Itt-ufd盯(∈)

这里，^为妒在Ql×Q2上的最大值，如=∑霹．
j=l



由文献[24]知，这个积分是可积的，因而，B2是存在的-

由此，12-4 i(Pl妒一妒)·
1

同理，也可证明，／3是有意义的，为i(P2妒一lp)-
下证，J4的Cauchy主值也是存在的．

适当选取一以t L，t2为心的超球u(￡1)，￡，(t2)，其中u(t1)象前面一样选取， u(t2)是

使得当r／∈O(D2＼巩)时，满足fq—t2I>玎1|町一vl，^为常数的超球。记

(O(Dl n叽))×(O(D2 n％))=Qll×Q2

(O(Dt＼仉))×(。(D2＼【，2))=Q12×Q22

(oq(DlnUt))×(c3(D2＼％))=Qll×Q22

(c3(D1＼仉))×(O(Dun％))=Q12×Q2i

则区域nl×Q2=Q11×Q2l+n12×Q22+n¨×n22+Q12×Q2l

因此，厶(Ql×Q2)=厶(Ql L×Q21)+厶(Q12×Q22)+，4(Q12×Q21)+厶(Qn×Q22)

由于QlI x Q2l为一有界区域，由文[7]知I妒(f，叩)I≤乃培一tl㈩叩一t2恳和文[7]
中的定理2一样的讨论知它的Cauchy主值是存在的．即

厶(Q--×Qz-)=上。％fm(“)元(∈)打(f)坻r1)d盯(q)亓(q)k(叩沌)

对厶m12×Q22)有



兰／ 1Im(∈，t-)元(∈)d仃(f)妒(∈，印)d盯(叩)元(叼)fk(叼，t2)
Jnl2xn22

≤／ lIm(∈，t1)tda(∈)Ieft，q)』d盯(叩)Jf^(q，t2)
JnI 2×n22

≤互。n。。J,(m)Ji(k)l卜“I E。护¨I’lf一乱I卜∽+1’
^ m

．sup l砂(∈，77)lit2一"i∑k I叩一￡2I一’l目一"iJ-c女十1)d盯(f)d仃(q)
(f，目)∈(nl×02) J=1

妯(啪㈤薹霸妾露厶舢√㈨_卅⋯⋯卜川，
·Itl—ulft2一uId口膳)d仃(叩)

s．，t(m)Jt(k)JsJ6五．。。n：：I∈一让I一‘”件l’fq—uI一佧+l’
·Itl一“}lt2一"Id盯(∈)da(叩)，

"l k

这里，以=∑店，五=∑矗为正常数．上面的积分是存在的，所以有
』=1 j=l

厶(Qt。×Q22)l 2／nl舢。。。re(C,t-)删如(f)憾q)如(目)酬‰tz)

由区域的构造可知，对厶(Q12×Q21)和厶(Qll×Q22)，我们只讨论其中的一个即可

因为l砂偿，叩)f≤由J∈一tll5所以

郾2--×nz)I≤正。n。：Jfm(¨)元(∈)打(f)坻")如(叼)元(机(叩，t：)f

5 Z。n22』fm(“)I咖(∈)帐，叩)『如(叩)№，￡。)
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s o‰警鼎洛㈤胁㈣蚴》

+k鼢警掣№qM刚柏)

≤五。，南如(≤)五。。五@)lt2--v|磊b一珏I-(≈+Oda(蹿)
+上。志船({)上。。五(^)ft2-v1Jot77一口_聃q如(城

由文【24】和义【7】知上面的积分是存在的，所以

厶(Q，t×Q22)=rillxn22
zm恁，。1)蠢(06b《专)妒《车，罄孓括(雄)疗《犟)珐(雄，22)

练上所述，厶的Cauchy主傻是存在的．而且其积分主值为x(tt，如)．

综上，奇异积分(7．5)的Cauchy主馑是释在的，为

一拟屯￡2)+x㈧t2)+4i、pl妒+岛妫·
证肇．

§7．3无界区域上双正剐函数的Plemelj公式

宠臻7．3 Ql，Q2秀瓣上述静无界区域Dt，D2酶途界，{。(}，萄，{m({，t1)，拓(霄，幻，

箍洳，如)蠡上，妒(∈，确∈H(f2t×Q2，s)，0，毫，){黧l×Q2，豆妒(‘，啦筵Ql×Q2上的有

莽函数，鲥

‰”热，聍，F)2 x(。l南)，‰‘2)∈Q1×n2，
这里，

x‰曲2厶m tin(C,z)粥出㈣媳谚如(彩荆确，幻， mo)
妒f￡箨)=妒(专，露)一妒(￡岛；一妒(≠l，蹿)+￡p(tt，岛)。



=／ f。(∈，。)宄(∈)d口(∈)砂({，叩)d盯(叩)元(叩)f女(叩，Y)
Jnl xn2

一／ f。健，t-)元幢)d口@)妒憾，q)d口(?7)矗(卵)k(77，t2)
Jnl×n2

=五，。n。[k(∈，z)一k(f，￡t)]宄(∈)如(f)妒(∈，叩)d盯(叩)元(，7)如(叼，t。)

+五l×n：[fm(㈦一fm(锄)腓)如(f)媳卵)曲(叩)元(讹(舢)一‰t。)

+五，×n2fm(∈，t-)元(∈)如(∈)蝇叩)曲(叩)元(”)嘶，g)一f*(叼，t。)]

=L1+L2+L3．

为简便起见，我们只讨论Ll即可，至于三2，L3，其讨论的过程和三l类似

工·=五。×n2ffm(㈥一：m(铋)腓)如(洲洲d盯(叩)元(机^(77，tz)．

象定理7．2一样选取超球u(￡1)，u(t2)，并象定理7．2一样将区域Q1×Q2分成4部

分，则显然有

Ll(Ql×Q2) = 己l(Qll X Q21)+￡l(Q12 X Q22)

(7．11)

+Ll(Qll X Q22)+Ll(Qll X Q21)．

帕(‰峨1)】注蒯枨瑚刈印t)=矗(品一古知)，
由定理7．2和文献[23]的定理3知，当(z，Y)-4-(tL，t2)时，三L(nu×Q21)_÷0．

对于Ll(Q12 X Q22)，有
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⋯Qtz×Q。z)I=‰一fm(㈥一诋蝴(洳(洲洲打(叩)元(删叩，如)f t

≤k％川啪㈤塾刊叫㈡∥一“叫一圳昧朋
．∑i,1—12l。lq一"|¨Ⅲ1lt2一"l如(∈)打(叩)．

和定理7．2一样的讨论得到

L。(Q。。×Q。。)1 s 1z—ttl^五。：。。：。话器雨!三鲁，(，．tz)
这里以=^^五J1(m)Jl(k)为正常数．

这个式子右边的积分是可积的，因此，x十任0l(tl，t2)∈Q1×Q2，当(z，Y)_÷(tl，t2)

时， Ll(n12×n22)一0．

下面讨论Ll(Qll×n22)，Ll(n12×n21)，我们只讨论其中的一个即可，另一个类似可

得．

Ll(n12×Q21)

=L12。n：l[1m(∈，z)一fm(f，t1)]元(∈)d盯(∈)妒(∈，目)d盯(q)宄(，7)k(，7，t2)

=k‰腓㈡_fm㈦∽删州)昧，帕(郴㈨≠南

一五。n2I【fm(∈，z)一fm(㈨)腓)d仃(洲㈣d叮(研)元(’7)品
=B1一B2，

所以， }￡1(Q12×Q21)l≤lBl{+lB21．

由文[7]知，J砂(∈，77)f≤^J叩一t215，所以，有



妻垦墼堡查堂堡圭篁些垒窒 一=一851B。}≤／n,2xn：,l 2。(∈，z)一f。(∈，t-)元(∈)d盯(∈)妒嬉，叩)d仃(研)元('7’f万{!：亏暑为了l

茎时一。fJsJ，(m)者鲁上。。
所以，当(X，Y)．÷(tl，t2)时，I口lI_0．

da(V)
町一t2I‘一8

邮。}曼“⋯-IJsJl(m)芒将㈦班su吣p。黔训上：。器删，
当(z，Y)_÷(tl，t2)时，1821寸0．因此，L1(qtl2×n21)_+0．

同理可知，当(z，Ⅳ)_÷(￡l，t2)时， 三l(Qll×Q22)_÷o-于是，(叫)_+lim(“'t。并(z，Ⅳ)=
x(tl，￡2)．证毕．

记D产=D。，(i=1，2)，Di=R“+1＼西1，I石=R‘+1＼一2．设(z，Y)从

D产x上磅趋于(tI，t2)∈QI×Q2，记作(z，量，)-÷(t产，譬)．当(z，Y)-÷(≠}，学)时，

Cauchy型积分(7．4)的极限值对应的记作西士+(￡l，t2)，我们就得到了无界域上双正则函数

的Plemelj公式．

定理7,4设Dl，D2均为上述的区域，算子Pl，P2，P3分别为前面所述，(7．4)式中的

妒(∈，即)∈H(Ftl×Q2，s)，且妒(f，77)是Ql×n2上的有界函数，则对(tl，t2)∈Q1×Q2，

有

￡。)=；№(tht2)+Pl妒+P2妒+P3纠

西+一(tt，tz)=；[-妒(t“2)一R妒+岛妒+B纠

西一+(t1)亡2)=：(一{P(也t2)+Pl妒一B妒+P3妒]

中一(t，，亡2)=；陋(九￡2)一Pl妒一马妒+B纠

证明 改写Cauchy型积分(7．4)为

(7．13)



证毕

西(刚)=)((删)+厶舢。fm(㈥粥d口(洲啪)打(拥(机(舢)

+／ f。僖，z)矗(∈)d盯(∈)[妒(∈，t2)一妒(tl，t2)]cb(叩)元(叩)k(叩，Y)
，ftlxn2

+／lm(∈，z)元(∈)d盯(∈)[妒(t1，目)一妒(tl，t2)]d盯(q)疗(叩)氏(叩，Y)
Jnl×n2

由定理7．2，定理7．3知

矿士(ti,t2)=)(千+(九t。)=x(圮t。)=扣一P1妒一P2妒+P3妒
再由文献[24]中的定理3．3，定理3．4以及前面Cauchy积分公式可得结论成立．

推论7．1条件如上，则

西++(￡l，t2)一圣+一(tl，t2)一西一+(t L，t2)+西一一(tx，≠2)=妒@1，t2)

西++@1，t2)一西+一(tl，t2)+西一+(tl，t2)一圣—一(tl，t2)=P1妒

屯++(￡l，如)+圣十一@l，t2)一垂一十0l，f2)一西—一0l，t2)=P2妒

西++(tl，t2)+垂+一(t1，t2)+垂一+(tl，t2)+西一一@l，t2)=忍妒

证明 显然，由定理4的四个式子经过运算可得． 证毕

(7．14)



第八章 复Clifford分析中的超正则函数

为区别起见本章用A。(R)表示实Clifford代数空间，相当于以上各章中的A，用A。(c)

表示复Clifford代数空间，复Cliffford代数空间的基和实Clifford代数空间的相同，不同的

是系数用复数．实Clifford分析是研究从实向量空间R叶1到A。(R)的函数的数学分支．

复Clifford分析是研究从多复向量空间c”1到A。(C)的函数的数学分支．对复Clifford

分析F．Sommen，J．Ryan等人做了许多工作，证明了复正则函数在位于复Clifford代数中

的一个Lie群作用下的不变性，并且利用复调和函数去构造全纯函数．黄沙【25】【26]【27]得到

了复正则函数的充分必要条件和复正则函数与复调和函数的关系．

近年来Cli肋rd分析中实超正则函数成为学者们研究的热门课题之一，W．Hengartner

和H．Lentwiler研究了符’中的超正则函数，使Clifrord分析中的函数理论有了进一步的发

展，H．Leutwiler在文[28]【291中研究了H型解，使超正则函数有了更加具体的表现形式．

本章借助于文献[30]受文献【26]的启发，得到了复cli舫rd分析中正则函数的等价条

件，定义了复Clifrord分析中的超正则函数，并研究了其若干性质，研究了复Clifrord分析

中的超正则函数与实cli肋rd分析中的函数的联系，并推广了文[30】和文[26】的结果．

§8．1预备知识

复cIifford代数A(c)的基与实Clifford代数A(兄)的一样，只是其系数用复数

即由以下形式的元素组成z=∑O。ACA， a^∈C．
A

复Clifford分析研究函数，：D c C”1—斗A(c)，，(z)=∑厶(z)eA，
A

fA(Z)：D c∥+1一C(n+l元复值函数)，自变量z=zo+Z1el+．．．+Znff,。．

复Dirac算子类似定义如下：设，：D—斗4。(Cr)，则定义

87
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-Of(z) =j釜=o e，幽Ozj=砉勺署掣eA

Of(z)=e。业Ozo一妻勺等

其中掣=；掣一互百o．fA(z)
为方便计算。以下给出A。(R)(—4n(c))中的一种对合运算和一种分解．

定义一种对合运算 7：^(兄)_÷A(R)如下t若。5丢z^e^，则z7=E^zA(一1)㈣e^
其中lAI表示集合A中元素的个数．一种分解：设z∈—k(硒，z=∑XAeA，分解x为

A

z=b+ce。，b，c∈A；一1(脚，定义两种映射

或

显然有

P'Q：—4。(兄)—÷。‰一l(冗)：Px=b，Qz=C．

Px=∑XAe^，
n芒4

∞=∑XAeA＼{。)
nEA

e；=eO=1，e-=(一1)1AleA

(zw)7=ZlW’，V z，W∈√k(兄)

在实Clifford分析中引入修正的Dirac算子(M，)(z)=(舀，)(z)+—n；-=『I Q，，(z)，其中

Q7f=(Q／)7．若一个函数f在D＼fxIx。=o)上满足Mf=0，则称f在D上为超正则

函数．

若，在D上为超正则函数，又是向量值的(就是其表达式中除ei，i=1，⋯，n的系数

外都为0)，则称，为H型解．

／1■r
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由正则函数到超正则函数并不是一种推广，谁也不包含谁，而是各自对应了有意义的方

程．

§8．2复,-F§I,I函数

定义8，1令D是C“+1中的一个区域，f：D—-÷A。(c)是D上的一个全纯函数

(，(z)每个分支都是全纯函数)，，(z)=EA fAz)eA，厶(z)=“A(z)+i”A(。)，且对于每个

Z∈D，有

。一f(加薹。ej掣=0一z)=掣=
』=0 。’

臁m)是。蝴硎瞰其中等=jI百Of(z)一；掣心述

(8．1)

定理8．1 函数f(z)是一个复值的Clifford函数，它的实部，虚部分别为实Clifford

函数札(z)，u0)，则f(z)=u(z)+iv(z)是复正则函数的充分必要条件为

!。钍(z)+，”(z)=o， (8 2)
巩u(z)一a。v(z)=0．

证明记勺=xj+i协，由

皇塑一1 0U(Z)一!里塑Ozj 2 8zj 2 8现：

Ov(z) 1 Ov(z) i Ov(z)～～一一8zi 2 Oz# 2 Oy#

有巩)=砉勺百Of(z)=垫掣
盟勺跏百勺。∑触业％勺￡触l|
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=；佳勺掣一ij壹=oe，百OH(z)+ij妻=o勺掣+j壹=O勺百Or(z))

=；佳勺掣+j壹=O勺掣)一
=；(瓦u(z)+百∥(z))一；(瓦u(z)一瓦”(。))，

则，(z)为复正则函数的充分必要条件为(8。2)式成立． 证毕．

由此我们得到了复正则函数的用其实部和虚部表示的充分必要条件，从而把复Clifford

函数与实Cli肋rd函数联系起来，实际上它是由复Dirac算子进一步推广得到的，类似于单

复变中的Cauchy—Riemann方程．

同实超正则函数一样，我们可以用复正则函数的Dirac算子去定义复超正则函数，可以

得到复超正则函数的充分必要条件．

§8．3复超正则函数

正如实向量石=zo+z181+··‘+工。e。不是正则函数一样。复向量z=匈+2lel+

⋯+。。en也不是复正则函数，而是复超左正则函数(以下简称复超正则函数)．以下我们引

入复的修正的Dirac算子M

由文献[28]知道

(M，)(z)=(酊)(卅n‰-lQ’m)
=(升)(z)+等矗Q’m)．

10nl

叭叫／业％勺。∑伽
一型嘞勺。∑触／，J●＼

∽

笪％

M

M

=

=㈣筹
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定义8．2 令D是Cn+1的一个开子集，如果在子集D＼(zlzn=o)上，函数

f(z)∈A。(G)满足

Mf(z1=0， (8．3)

则函数，(z)叫做D上的复超正则函数．

推论8．1令D是Cn+‘的一个开子集，，：D—斗A。一l(z)是复正则函数，则，(z)

是复超正则函数．

记算子

Mz

坞
；瓦+⋯n-IxnQ’
}百，+丽n-Ii‰∥

(8．4)

定理8．2令D是Cn+1中的一个开子集，f：D—斗4。(G)是复超正则函数，则

百af(z)，堡坚塑，曼娶生都是复超正则函数a≈’aq’a协⋯一～⋯一

证明因为f(z)是复超正则函数，故Mf(z)=0

所以

M掣：
dzj

—OMl-f一(z)：08z；

MOf．，(z)：—OMrf(z)：o
o≈j o∞j

MOf，、(z)．：—OM_-f一(z)：odZi Uzl

删掣，掣，掣一删愀．浩
定理8．3 函数，：D—寸A。(G)是复超正则函数的充分必要条件为
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这里地，蝇由(8．4)式给出

证明

Mf(。)=酊(卅丽n-1磊Q’他)

=O

=0

=；瓦u(。)+；巩”(z)一；巩u(。)一；瓦”(z)

+n附-l(x,,-iyn)(州z)+嘶(z))

=；玩钍(z)+；巩”(z)一；玩u(z)一；瓦”(。)+in-丁1 z。Q’札(z)

+旃删叱H替删北⋯诗卅Q小)

=；瓦钍(。)+—n医-F1znQ乞(z)+j1--吼”(z)十百n-丁1蜘Q～(z)

(8．5)

一i[；玩u(。)+in-下1‰Q7钍(。)一(；瓦”(z)+下n-丁1z。∥”(。))]
=(眠“(z)+屿”(力)一i(屿u(z)一地”(z))

所以，(z)为复超正则函数的充分必要条件为(8．5)式成立． 证毕．
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定义8．3如果Mf(z)=0，且，(z)=墨h(z)ej，则f(z)叫做复H型解

'=U

易知Z=∑zjej是一个复H型解
f=U

注：

(1)H型解全体是复超正则函数的非空真子集．

例，：D C C“—辛。k(c)，I(z)=2zlz2eie3+(矾2一z22)e2e3，则f(z)为复超正

则函数，但不是H型解．

(2) 复超正则函数乘复超正则函数不一定是复超正则函数；H型解乘H型懈不一定是

H塑解，甚至不一定是复超正则函数．

例^(。)=(2一n)zo+zne。，丘(z)=(2一n)zteL+zne。为两个H型解，其乘积

不是H型解，也不是复超正则函数．

自然要问什么时候复超正则函数乘复超正则函数仍是复超正则函数?H型解乘H型解

是H型解?以下定理部分地回答了这些问题．

定理8．4令D是C叶1中的一个开子集，，：D—斗—k(G)是复超正则函数，则

乘积F(z)=f(z)z是复超正则函数的充分必要条件为f(z)是一个复H型解．

为了证明定理8．4，我们首先给出几个预备引理．

引理8．1(1)z∈A，(R)是一个向量值的Clifford数，即z：苎zi岛，当且仅当
n

i=0

∑n ejzej=(1一n)一．
'=U

(2)z∈4n(c)是一个复向量值的Clifford数当且仅当妻eizej=(1一n)∥
，=U

n

证明若z=∑z{q，则
i=O
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j妻=Oe，z勺2 j∑=oe，(∑i=O础t)勺2 3夏夏q勺q勺2(1一“)矿=Ul=U

反之，设z=∑z^e^满足墨勺。ej=(1一几)z7，要证对任意的A=fii，i2，⋯，i^{IAl=
％≥2)有z^=0．由题设知

∑ej(∑XAeA)ej=(1一n)∑zA(一1)14leA
j=o A A

上式左端为￡ej(∑z xAeA)ej=∑xAejeAej=E XA(Z￡I)eA，其中’+’，L’交替出现，
j=0 A ，'A J，^

所以当1Ai≥2时，系数的绝对值一定小于(n一1)izAl；又知(1一n)Ez^(一1)㈥eA对

A={il，i2，-一，iklk≥2)有eA系数的绝对值等于∽一1)lxAl，由以上等式可得此时一定

有z^=0．(1)证毕． (2)由(1)易知．证毕．

引理8．2设z，Y∈A(冗)(或A。(c))，P，Q为投影算子，则

(Px)7=P(x’)，(Oz)’=-Q(x’)，

P(xy)=(Px)Py．4-Q(z)Q(g’)，q($v)=(Px)Qy d-Q(g)P(y’)

证明由投影算子PI Q的定义知

易知前两式成立．又因为

z=P。十(Q。)e。；Y=Py"l-(Q可)e。

xy=(Px"t-(Qx)e。)(尸Ⅳ+(Qy)e。)

=(Px)(ey)+(Px)(Qy)e。+(Qz)e。Py+(Qz)e。(Qy)e。

=(Px)(ey)+(Qx)(Qy’+[(Px)Qy+(Qx)(Py，)】e。



可知后两式也成立． 证毕

引理8．3设D c兄n“，，，g：D---÷—4n(兄)，关于每个Xi的导数都存在，则有

微分公式

酣。H阳s+j妻=O吖啬-

证毕

证明设f=∑XAeA，g=∑XBeB，则
A B

O(fg)=砉勺掣

定理8．4的证明

=∑j ej,4∑．B锈笋e—e目

=壹ej∑eAe口[象YB+zA罄]
j=o A B ⋯ 。一o

=函n勺荨镑e一若Ⅳ。e口+莩ej暑。一eA丢垃Oxj e曰

嫡跳七邑ejj鼍H

对于Z∈D C C“+1，有
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因此

这里

z=ZO+ZleI+’’’-F 0ne”

=(xo-4-iyo)+(zl+iyl)el+⋯+(z。+i聃。)en

=(XO+xiel+···+Xnen)十i(yo+F1e1+⋯+鲰en)

，(。)=∑力(z)eJ
J

2

J uj(2)8J+i等”(咖J

=(uz—vy)+i(vx+uy)

=U(z)+iV(z)

u(z)=让(z)z一"(z)Ⅳ，v(z)=v(z)x+u(z)u
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由引理8 2有

Q’(让z)=[(Pu)Qx+(Qu)P(x’)]7

=((Pu)x。+(Qu)P(x’)17

=P’(u)z。+Q’(u)P(z)

=P’(u)z。+Q’(钍)(z—Xne。)

=尸’(u)z。+Q’(札)z—Q’(u)z。e。

Q’(u∥)=P’(")∥。+Q’(")∥一Q’(")玑。e。

又由引理8．3有

魄(¨z)2；百z(uz)+嚣辛z。Q’(“。)

=({瓦牡)z+；砉e严，

+f导[z：P’(u)一z。2Q7(让)e。]+嚣辛z。Q7(u)。

=(；瓦u)z+两n予-I z。Q’(牡)z+{爰白札ei
3=u

+茬晕[《P‘(u)一z。2Q’(让)e。]



=[；瓦+辞zn钏u)z+j1函n e严，

+青黄kn2P’(珏)一x,t2Q’@)en】

=(ix¨)。+j塞ejuej+悟n矛-I[xn2P’(“)一z。2Q7(札)e。= ¨)。+i蛋 +仁矛 ’(“)一zn2Q7(札)en
3=U

。⋯

地(ug)=；瓦(uⅣ)十嚣辛zng(”Ⅳ)

同理，有

所以

=(；瓦u)Ⅳ+西n一-I zn[P，(")蜘+Q’(")Ⅳ一Q’(")‰en

=(i1--u。+簖znQ’)(")Ⅳ

+f导【znP’(口)Ⅳn—znQ’(”)Ⅳnen]

=(地")y+丽n-批l nP7(u)∥n—znQ协)‰en

^毛(”z)=(坞”)z+西n丁--i[YnP7(")zn一‰Q’(u)z。e。]

坞("Ⅳ)=(鸭钍)9+j1薹、勺u勺+篱幸[蟾P’(u)一Q’(让)e。鲧，=U ’”

％￡，+鸭V=Mz(ux—vy)+心(vx+uy)

=蜴(“z)一M。(vy)+坞("。)+坞(钍Ⅳ)

√．．
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=(尥u)z+壤勺u勺+阿n-1 r一·2psi、u)--Xn2脚)en]

一(地口)F—fnj：-FI扛。P’扣)Ⅳn—znQ’(u)Ⅳnen

+(Mvv)x+嚣辛[wP‘(”)zn—vnO,’(")znen】

+(坞甜)y+；砉勺u勺+郦n-1[蜘2P’(u)一鲰2掣(珏)e一

=(％札+埘j。)z+(Mjt‘一M。v)y+∑^ejuej
'二U

+嚣辛‰j2P’(“)一Iznl2q协)en】_

因为，(z)是复超正则函数，根据定理8．3，由(8．4)式，有

=(n一1)【P’(“)一Q’(钍)e。]+E ejuej
，=U

=(n—1)【P(札，)+Q(钍’)en]+E ejuej
，=U

=m一1)u’+∑ejuej
j=0

同理有

坞u一％V=坞(“。一vy)一尥(vx+uy)



i00

=坞(ux)一坞(∞Ⅳ)一M,ivz)一地(u可)

=(扎一1)v’H-二8艄

于是由定理8．3，引理8．1知

F(z)是复超正则函数．

错J地u(。)+坞y(。)=o
I坞U(z)一％V(z)=0

(肛1)ut-i-磊勺牡勺2 o

(”一1)¨盖8艄2 o

{=号¨，"分别是实向量值．

{==}，(z)是一个复向量值，又已知，(z)是复超正则函数

{=辛，(2)是一个复日型解．

证毕．

——一
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