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整体最小二乘法直线拟合
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摘要：针对在直线拟合中，因变量选取不同拟合的结果有差异现象，提出采用整体最小二乘法进行直线拟合。

文章在分析直线方程特点的基础上，采用EIV模型描述直线方程，在解算中根据系数矩阵的特点应用QR分解

分为将方程两部分，采用了混合最d,--乘法求解。理论分析和实际计算结果表明，整体最小二乘法顾及了因变量

和自变量的误差。拟合精度高于普通最小二乘法，采用整体最小二乘拟合直线，整体上优于普通最小二乘法。

关键词：直线拟合；普通最小二乘法；整体最小二乘法；EIV模型

中图分类号：O 411．1 文献标识码：A

Methods of line—fitting based on total least．squares
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Abstract：Line fitting obtained by ordingary least square is often different ifthe independent Variable is defferent．

the reason that result in the defference is analysised in the Papel"．Then the method of line fitting by totalleast

squares is proposed．We describle the line equation with errors-in-variables model．and in the parameter solution

the coefficient matrix is divided into two parts by using the QR decomposition．And then the Related parameter
Can be achieved by the ordianary least squares and total least squares．A conclusion Can be got that ling fitting by

total least squares is more effective than that of ordianary least square on the whole．

Key words：line fitting；ordinary least squares；total least squares：errors--in--variable model

引 言

直线拟合问题在诸多试验和工程实际问题中

都会遇到，它可以描述为：对于给定的m个测量点

(而，咒)，(f=l，2⋯，扰)，寻找一条最佳的拟合直

线，使其尽可能通过或靠近这些点。拟合的实质是

求直线参数斜率和截距的最佳估计，拟合方法通常

采用普通最小二乘法求解拟合参数。该方法简单实

用，应用广泛。然而，值得注意的问题是自变量和

因变量的选择不同，所得拟合直线是不同的。理论

上讲，无论自变量如何选取，最佳的拟合结果只能

有一个。近年来，针对这一问题诸多学者进行了研

列卜31，但是并未给出明确的答案。本文深入分析了

因变量选取不同造成拟合结果差异的原因，进而用

EIV[41模型描述直线拟合方程，采用整体最dx-乘

’法【5·71计算拟合参数。理论分析和实际计算表明整体

最dx--乘曲线拟合可以获得最佳的拟合效果。

1最小二乘法拟合直线

直线方程可表示为

乃=吒+6(江1，2⋯m)(1)

式中，(薯，M)为测点坐标，口为直线的斜率，b为y

轴的截距，a、b为待估参数，口o、60为它们的近
似值。令

． a=a0+如

b=b0+劢
以Y作为因变量，以x为自变量，误差方程为‘81
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其中

A=

V=

群未删氘椭训(2)靴舯髓成：压 ㈣
误差方程矩阵表达式 Y所一z

月狱：I+V (3) 实际工程中也有采用横坐标x为因变量，纵坐

’ ，2

嘞而+60一Yl

口。屯+60一儿

dqxm+bQ—ym

一嘲。
按最dx--乘准则

y1V=rain

即 驯％-b-y,112-rain
其最dx--乘解为

磁=(AT彳)。1AT，
因变量残差

标y为自变量进行拟合，这时直线方程可表示为

t=毛以+也(f=1，2，⋯，m)(8)

求解方法与前类似。

以上是直线拟合的通常做法，这种方法的前提

是只考虑因变量的误差，误差方程中的系数阵彳被

认为是精确值。实际情况是由于测量误差的存在，

横坐标x、纵坐标Y都有误差，系数阵A同样存在

误差。表1为同一组数据选取不同因变量的计算结

果。从计算结果可以看出，两种方法拟合的参数和

观测值中误差均有明显的差别。观测量z、Y均是含

有误差的随机变量，而拟合时只考虑了因变量的误

(4) 差，即采用普通最小二乘法直线拟合只能顾及其中

一种变量的误差。自变量的选取、观测精度、直线

r¨ 的特点等都会影响拟合结果，两种方法拟合结果自

然就不一致。

V=A6x—t (6、)

表1 同一组数据不同变量最小二乘直线拟合比较

Tab．1 least squares line fitting comparsion of defferent variable about the same data

测点坐标，锄
x 5·9 5·4 4·4 4·6 3·5 3·7 2·8 2·8 2·4 l·5

2 壁：Q 壁：! !：! !：垒 三：i !：! !：兰 垒：! 鱼：兰 Z：!

数学模型 Y=ax+b x=k,y+k2，口=l／毛，b=一乞／毛

拟合准则 薹lI(盘；+6一咒)I}2=min

待估参数

单位权中误差／cm

耋0(毛乃+如-x,)112=rain二0(毛乃+如

．1．853 3

10．6772

O．316

整体最小二乘法直线拟合

如果考虑到直线方程(1)中自变量X的误差，

直线的条件方程可表示为

乃+y订=舀(薯+％)+6 (Z=1，2，⋯，朋) (9)

相应误差方程(3)中设计矩阵彳和观测向量J『都含

有误差，则误差方程可以按EIV模型描述【6】

(彳+E』)Sx=，+易 (10)

式中，E．、E，分别表示设计矩阵彳和观测向量Z

的误差。

注意到设计矩阵彳中，一列元素为固定值1，

这是一个混合最小二乘问剐71，因此，应按混合最

小二乘法求解。

令

A=[4 4】
式中

4=【1 l⋯1】T，4=【五x2⋯‰】T
下面按参数求解、残差计算及精度评定等几个

方面阐述其计算过程。

2．1整体最小二乘参数求解

构造增广矩阵C=【A l】，并对其作Q足三

五屯；‰．‰％；‰

l

4御勰
肌

山

m

o
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可将方程分为两个部分

R¨彩+R，6a=冠， (13)

足，6a=足， ． (14)

这里，R11、R12、尺22、Rl卜R2，均为标量。在求解参
数时，首先采用整体最小二乘法求解方程(14)获

得参数b'a，然后回代到方程(13)按普通最小二

乘法求解参数勃。

构造增广矩阵CR=【R2： 足，】，并对其进行奇异值

分解

CR=UENT

热u=『匕2．x12．x d2．xi J小『L包2xl翻2xl，l叫ov—I l‘一-一l
J

∑=diag(o"1，吒)， o"I>o'2

参数8a整体最小二乘解为用

鼢=(砭R：一面)。1砭心，(15)
回代到方程(13)求得参数晶

6b=g,q1(属广局2鼢) (16)

也可以按下式求解【7】

阱(砌一霹[蛳1们m，
未知数为

丸锝瞄]
应用整体最小二乘法求解未知参数，改正量包

括设计矩阵、观测向量及观测值改正数，由于直线

拟合方程是线性方程，各改正量之间有内在的一致

性。由方程(彳+E。)ax=，+昱，和宜线方程

Y=锻+b可知，设计矩阵改正量层。应是观测值X

的改正数，观测向量改正数E，是观测值Y的改正

数。v一1，“为整体最小二乘在x方向和Y方向的

改正数，1，．，为正交方向的改正数。如图l为普通最

小二乘、整体最小二乘几何特性差异，和普通最小

直线拟合单位权中误差。残差的计算可按下面的方

式计算【6】。

增广矩阵C名的改正量为

Er=a翔，N： (18、)
、一口 ‘ ‘ ‘

尺的改正量为

乓=瞄乏] ㈣，

由此可计算设计矩阵和观测向量的改正数

【E巨】《毛E也局]=QT瑶(20)
则X方向、Y方向的残差为

J以。瓯 (21)

l b=局

正交距离残差

％=√吃+嵋 (22)

从几何意义上来讲，整体最小二乘的求解准则

是要求正交距离的残差平方和最小，因此，观测值

精度的评定应按照正交距离的残差来计算。

气=谚匕=KT心+谚b(23)

‰= (24)

由于，整体最小二乘法顾及了x坐标和Y坐标

的误差，而且从x方向或者Y方向改正量以及正交

距离残差的改正数来看，都比普通最d"--乘残差改

正数小，单位权中误差要优于普通最小二乘法的计

算值。

不同方法直线拟合计算结果比较

以上简要阐述了普通最小二乘法、整体最d"-

乘法的直线拟合方法，为对其拟合结果进行比较分

析，以下以文献【9】给出的直线拟合数据为例，分别

采用普通最小二乘和整体最小二乘法进行计算，并

从模型、参数估值、单位权中误差等几个方面对各

自的拟合结果对比分析。为便于比较，每种方法都

选取Y=ax+b、x=毛Y+‰两种模型进行对比计
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算；对模型x=毛y+乞的计算结果均换算为模型 给出了两种方法的计算结果比较。

Y=烈+6，以比较各种方法的内在一致性。表2

y

／
膨占

一

0
x

)，，。

％陟
／
K一占

r

o
X

(a)LS(R考虑以y坐标的误差) (b)TLs同时考虑谛y坐标的误差

图1普通最小二乘和整体最小二乘几何特性比较

Fig．1 geometrical comparsion bctweb豇l ordinary least squares and total least squares

表2整体最小二乘与普通最,bZ乘直线拟合比较

Tab．2 comparsion between ordinary least squares and total least squares line fitting

从本例看出，对于普通最／b---乘法而言，自变

量选取不同参数拟合结果差别较大；原因在于拟合

时只考虑因变量误差，未考虑自变量的误差。在许

多实际的工程应用中，x、Y的选取是相对的，拟合

结果好坏的标准应该是依据与实际工程整体接近

程度，而不是仅仅考虑在一个方向最为接近。

整体最小二乘法综合考虑了系数阵和观测向

量存在的误差，顾及了自变量和因变量的误差，从

几何特性方面而言，整体最小二乘准则为
m II，_————=．¨2

rain∑Il(吼+b-y,)／x／1+a2 0，其实质为测点到
i=1¨ ¨

拟合直线的正交距离的平方和最小。

4结论

(1)从计算方法来讲，采用普通最dx-乘法

拟合直线，忽略了自变量的误差，方法简单，但是

变量的选取不同，拟合的结果不同，差异的大小与

测点的精度有关；拟合的结果只能保持在一个方向

的拟合效果最佳。

(2)采用整体最小二乘法拟合直线，同时顾

及了自变量和因变量的误差，无论选取哪种自变量

模型其结果都是完全一致的，和普通最小二乘相

比，采用整体最小二乘拟合直线能够获得最佳的拟

合效果。
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