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摘 要

在生态学的研究中，考察生物种群数量的发展已经成为一个重要的课题．而在种

群发展的系统中时滞的影响是常常存在的．一般而言，含有时滞的模型有两类，一类

是含有离散时滞的Logistic模型；另一类是含有无穷时滞的Volterra模型．我们在本

文中所要考察的正是这两类模型．(而和以前的研究者不同之处是我们更多关注了系统
的渐近周期性，即当方程的系数发生周期性变化时，其相应初一边值问题的解从渐近

形态上看是否收敛到某一个周期函数?／／

我们采用的是单调性方法，而最关键的是论证边值问题的周期解的存在唯一性．

对于任意给定的时滞，以前的研究者们只得到周期拟解，却得不到周期解．我们由拟

解出发，应用做差、积分、放缩估计的方法得到了关于周期解存在唯一的一些充分条

件。当然在处理过程中依照边界条件的不同而有所不同．

f而我们的研究又是基于Hess P于[391中给出的结果．我们所提的条件也是基于

对一△的第一特征值与系数a(t，X)进行比较得来的．相应的对于Neumann边界条

件，其条件的提出更直观一些，也就是说边值问题的周期解存在唯一的条件只和方程

的系数有关．从而只要方程的系数满足一定关系就可以保证系统的解产生有规律的周

期性振荡。但是对于Dirichlet和Robin边界条件，处理起来就不那么容易了．经过

深入的探讨，我们发现把事先得到的上、下周期函数和系数一同进行考察问题就解决

了．虽然条件的提出不够直观，但是从理论上已经得到了完善．不仅如此，我们给出

的数值模拟结果也很好的说明了这一点．另外一个方面，对于Logistic模型来说，时

滞对系统到底会产生什么样的影响呢?时滞的大小对于系统的振荡性影响会有什么不

同呢?我们就这些问题也做出了相应的探讨．夕移

本文安排如下：第一章是序论部分．介绍问题的生物学背景；概述Logistic模型

和Volterra模型的研究历程并提出我们的新研究课题；另外还给出了研究所需的基

础理论。第二章是关于Logistic模型的渐近周期性问题．主要是论述相应边值问题周

期解的存在唯一性以及时滞的影响估计．另外还给出了某些数值结果．第三章是关于

Volterra模型的渐近周期性问题．先讨论边值问题周期拟解的存在性再考察周期解的

存在性，另外还给出其相应渐近性的塑笪趔结果．第四章给出了总结和思考，提出
了一些可以进一步研究的新问题．
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Abstract

In the study of ecology，to consider the population development of species is a very

important subject And in these systems there always exists the affection of time—delay．

In common，the models with time—delay are of two types One is the Logistic model

with discrete delay，and another is the Volterra model with infinite delay．In this paper

our main aim is to study these two models．What differ from that of the researchers

in the past is the consideration of the asymptotic periodicity of the systems．That is，

in the case that the coefficients of the equation vary periodically，if the solution of the

initial—boundary value problem can close to a periodic function in the long run?

We adopt the monotone method in this paper，and the key step is tO argue the

existence and uniqueness of the periodic solutions of the boundary value problem．For

every given time—delay，the researchers in the past can only obtain the periodic quasi—

solutions，but they can’t obtain the real periodic solutions．We start from dealing with

the quasi—solutions，and get some sufficient conditions for the existence and uniqueness

of the periodic solution by a suitable method--to subtract，to integrate，to ZOOIn out

and zoom in for estimation．Certainly,the detail methods will be different for the

various boundary conditions．

Our basic ideas come from the results given by Hess．尸in[391．The conditions we

get are based on the comparing of a(t，z)and the first eigenvalue of一△．Accordingly，

the conditions for the Neumann boundary can be easily checked，this is，the conditions

for the existence and uniqueness of periodic solutions in the boundary value problem is

only related to the coefficients in the system．So if the coefficients satisfy some kind of

conditions，the system may surge periodically．But for the Dirichlet and Robin bound—

ary conditions，the problems are not easy to deal with．Fortunately，we can consider

these problems by putting the upper and lower periodic functions into consideration．

II
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Though the conditions can not be checked easily，it is sufficient
in the theory-At the

same time、our numerical simulations can also show the truth．Moreover，for the Lo—

gistic model．what effects do the time—delay put on the system?What effects do the

size of time—delay put on the vibration of the system?In this paper，we also make our

effort to solve them．

We arrange this paper as{ollows：

In Chapter 1，we introduce the biology background，talk about the history of the

study in Logistic and Volterra modds and give out the new subjects for further study．

Moreover，we also line out the useful fundamental theorems．

In Chapter 2，we will study the asymptotic periodicity of the Logistic model．And

the main aim is to reveal the existence and uniqueness of the periodic solutions to

boundary value problem Moreover，the affection of time—delay is also studied．In the

end，we give some numerical results as application．

In Chapter 3，we will study the asymptotic periodicity of the Volterra model．

And the main aim is to reveal the existence and uniqueness of quasi—solutions，further—

more，to reveal the existence and uniqueness of the periodic solutions to the boundary

value problems．Moreover，we also give some numerical results for the simulation of

asymptotic periodicity．

In Chapter 4，we give the summary and the thought，also set out some new

problems for further study．

Key words：Logistic Volterra Periodicity Asymptotic

Time delay Existence Uniqueness
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1．1生物学背景

1绪论

在生物科学的研究中生态学是一个重要的分支，它主要研究生物种群、群落和生

物圈以及生物体的生存与环境的关系．而这种在一定环境下的生态系统往往可以通过

一个数学的模型来描述．从实践中得出一个比较准确的数学模型，并能通过数学的计

算和理论分析，我们就可以更好的了解生态系统并能达到人类对某些生态系统进行控

制的目的．

鉴于生态系统的复杂性，首先产生的是单种群模型(参考【卜5】)．当然纯粹的单

一种群是没有的，某一个种群在自然界中都属于某一个层次，常常存在着它的高一层

次的捕食者，同一层次的竞争者和低一层次的食物供应者．但是我们可以把其它层次

种群的存在和自然环境因素都归结于模型的参数，概括为其“内禀增长率”、“容纳

量”等，这样使得问题简化，可以便于对基本原理的研究．特别地对于寿命比较长、世

代重叠的种群，而且当其数量很大时，其数量随时问的变化常常可以近似地看成一个

连续过程，从而可以引入微分方程模型来研究．对于这种连续时间的模型我们常常不

是研究种群总数量的变化规律，而是研究其密度的变化规律．而这又分为两种情况：

(1) 如果所研究的种群在空间中的密度分布大致均匀，这时的数学模型将是

一个常微分方程．
’

(2) 如果所研究的种群在空间中的密度分布是不均匀，而且种群可以由高密

度向低密度流动，这时的数学模型将是一个偏微分方程．

1．2研究状况

最早是英国科学家马尔萨斯(Malthus 1766-1834)提出的人口发展模型：

掣：。p(t) (1．1)出 ⋯⋯’ ＼⋯’

p(to)=Po， (1．2)

1
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其中常数a代表人口的净增长率，p(t)代表t时刻的人口密度．相应得此常微分方程

的解为p(t)=poe4(川”，它与1700—1961年的人口数目拟和的较好．但此模型有明显

的不足，即当t_÷oo时，p(t)_÷+o。．

1837年荷兰生物学家Verhulst指出Malthus模型的不足在于只考虑到繁衍增长

而未看到种内竞争，他考虑到了单种群成员间的冲突乃至残害现象，并提出了单种群

的Logistic模型：

alp{t___2：p(t)(口一印(t)) (1．3)dt，、。，、一 。，、。，， 、‘‘”』

p(to)=po． (1．4)

相应的此微分方程的解为 此，=商翁，
且有2骢p(≠)2；·据文献记载，美国、法国等都曾用此公式预报过人口，其结果比较
符合实际．此模型又可以写成如下形式：

蚴dt=nu(t)(1～塑K) (1 5)””、”，、‘ ， 、1 uJ

u(to)=710， (1．6)

其中。为内在增长率，札(t)(1一警)称为有效增长率．此方程有～个平衡点札(t)=／／，

此即为因环境资源的有限性及相应种内的斗争而限制了种群数量的发展，此平衡点即

为可容纳的最大种群密度．

Cushing．J．M及Kakutani．S＆Markus．L等人(参考【6][7])，研究了如下的时滞

Logistic方程：

百du(t)=。u(f)(1一掣)吲崎) (17)

乱(≠)=It0，t∈【一7-，o】， (1．8)

其中时滞7．为某正常数，此模型考虑到了时间滞后性的因素．而引起时滞的因素有很

多，例如：鸟类的孵化周期、哺育动物的妊娠期以及食物供给的迟缓补充等．

—————————————————————————————————————————————一
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以上都是常微分方程模型，但是在实际的生态环境中物种在空间上的密度分布往

往不均衡．在生物的动态行为中就空间上来说，一个物种(例如某种动物)，当种群密

度大的地方食物缺乏时，自然会有一些个体向种群密度小的地方迁移，而这种迁移也

影响着本物种的种群数量发展，这便导致了偏微分方程模型．假定一个物种在某个有

界区域Q上生存，则区域边界aQ上的种群分布情况也影响着该物种种群密度的发

展．当此区域足够大以至于个体的迁移不会跑出该区域时，这便产生了Neumann边

界条件： 舞=0，其中n代表外法线方向；当在边界上没有个体存在时，便产生了

Dirichlet边界条件： 让=0；或者能够确定出在边界上迁入和迁出个体的某种数量关

系时，便产生了所谓的Robin边界条件：豪+7(z)乱。^(f，z)，其中7和h都是确定

的函数．

基于以上考虑，在Logistic模型(1．3)(1．4)的基础上，Verhulst-Fisher提出了如

下的反应扩散模型：

—O—u矿(t,x)一DA“(￡，z)=u(t，z)fa-6¨(￡，z)】，(t，z)∈(o，oo)x n，(1．9)
B[叫(t，z)=0， (t，z)∈(0，o。)×扫Q， (1．10)

u(0，。)=uo(。)， z∈Q， (1．11)

其中D为扩散系数，△代表Laplace算子，边界条件口f叫为以上提到的三类中的某

一类，

后来的研究者们以Logistic模型为基础，遵循Verhulst—Fisher模型的研究方法，

产生了众多的新模型，而这一些都统称为Logistic模型．我们所关注的是既有扩散又

有时滞影响的一类．为便于研究取扩散系数为1，模型如下：

掣一au(抽)=u∽圳a-吣圹c呻1删，∽挑R+姆(112)
BWI(t，z)一0， (t，茹)∈R+X aQ， f1．13)

札(t，X)=≯(≠，z)， (t，z)∈【_r，0]×豆， (1．14)

其中的系数a，b，c为常数．对于这类模型近来的研究者们【8儿9]，考察了变系数情况下

的解的渐近形态．在]996年文f8】的作者考虑到了物种的出生率、死亡率、扩散率、相互

3
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作用率以及环境的容受量等都可能随季节发生周期性的变化，从而可假设系数8，6，c

为以T为周期的函数并以此考察了当时滞7-是T的整数倍时问题(1．12)一(1．14)的渐

近周期性．鉴于文[8】证明中的不足(实际上得不到渐近周期解)，1999年文f9]的作

者考察了系数只随空间的变化而变化的情形，并得出了定态解的渐近稳定性的结果．

对于周期系数的时滞Logistic模型(1．12)一(1．14)来说，对于任意给定的时滞7_，是否

存在唯一的渐近周期解?另外时滞对该系统会产生什么样的影响?这正是我们在后文

中要阐述的问题．

我们的研究也得益于时滞扩散方程组的出现．在方程组研究中用到的一些方法也

为我们解决这类问题提供了不少帮助．例如文献【10-21】等．

另外一类单种群数量发展模型便是著名的Volterra模型，

1931年于[22]中提出的．模型如下：

面d z(t)=z(t)【。一妇(t)一／00。K(r)z(t—r)打】，
z(t)=咖0)芝0，t∈Ro，

最初是由Volterra在

t∈R+， (1．15)

(1．16)

这儿a，b为正数，R+=(0，oo)，Ro=(一OO，o】，连续函数K为积分核．其中积分项

表示遗传等因素对物种的增长率的影响．Miller于1966年在[23】中对该问题进行了

研究并给出了如下结果：

定理A 设K∈c(n+)n L1(R+)，且b>伊IK(7_)ldT，那么对Ri上的任意正的连

续有界函数曲，柯西问题(1．15)(1．16)对t∈R+存在唯一的正解z(t)，而且此解满足：

。lim。(t)2再萨丽a· (1．17)

后来大量的研究者发展了这一模型．受扩散模型的影响，Redlinger在1985年于

[24]中研究了如下模型：

掣一酬抽)叫圳a-bu(如)一Z00砷)坤1圳丁]，
(t，$)∈R+xQ，(1．18)

4
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—Ou-(-t,z)：0，
dn

u0，。)=妒(t，z)，

(t，。)∈R+×aQ，

(t，z)∈R彳X Q

(1．19)

(1．20)

此处谚为一有界非负连续函数．Redlinger经过研究给出了如下结果；

定理B 对于每一个初值函数咖，初一边值问题(1．18)一(1．20)都有一个有界、非负正

则解u(t，z)．另外，如果毋(o，·)不恒为零，那么对(t，z)∈(0，o。)×Q，都有u(t，z)>0，

并且

⋯lim u∽加瓦蒜，蚝瓦 (1‘21)

另一方面，考虑到增长率受物种本身进化的影响，系数也会随时间发生变化，

Gopalsamy和He在1995年于[25]中对如下形式的Volterra方程做出了研究．

面d。(t)=圳)⋯)“。)／o。。Ⅳ(r)尘(t—r)吼t∈兄+， (1·22)

x(t)=≯(t)兰0，t∈Ri， (1 23)

其中o，b为定义在R+上的有界连续函数满足：0<al≤a(t)≤a2，0<bl S 6(￡)≤

b2，K：R+—_}R+是连续函数满足铲K(T)dT=1，而且O-=JFrⅣ(r)打<oo，妒

是琦上的连续非负有界函数．对问题(1．22)(1．23)他们得到了如下的结论．

定理c设x(t)是问题(1．22)(1．23)的解，那么z(t)>0．此外lim supx(t)≤M．若

还成立：对于任意印>0，都有

，。。K(r)e小，也肌小dr<∞
J0

则litm曾fx(t)≥m-

定理D假设JF T2K(r)打<∞且醒口M<bl，则问题(1．22)(1．23)的任意两个解都

满足：

墨恐(z-(t)一。。(t))=0·

5
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联合以上的研究结果，不难想到更为广泛的变系数的Volterra反应扩散模型：

Lu(t，z)=“(≠，z)f口(t，z)一b(t，z)“(#，z)一c(≠，z)上u(≠一舭)中(丁)】，
(t，z)∈R+×Q，(1．24)

B[“】(t，z)=0， (t，z)∈R+×an， (1．25)

让(t，z)=tj5(t，z)， (t，茁)∈琦×丽． (1．26)

其中算子L=o／at一△，系数a，b，c都是非负有界函数．而p(·)是有界变差函数

满足肛(o)=0，砂∈C(R一×_)有界非负且不恒为零，另外有西(o，·)∈C1(甄)．设

M(t)是p(．)在【0，t]上的有界变差，令M士(t)=(M(t)士u(t))／2(Vt∈R+)，并记：

埘2熙M士(t)<o。·
Shi Bao与Y Chen在2001年于[26】中研究了问题(1．24)一(1．26)．他们利用与

常微分方程相比较的方法对其解给出了如下先验估计结果．

定理E若bl>Clmo，a1一a2c2Mo+／(bl—cl临)>0，则

o≤lirainfmi—nu(t，z)S lim supmaxu(t，z)S卢
一t--}oo￡∈_ ’一t--)a_0 z∈n

’

其中正常数o，卢满足下列方程组：

62口=al～c2M：卢+OMoa，

6l卢=a2+c1^盯卢一c2M+a．

(1．27)

(1．28)

尽管对问题(1．24)一(1．26)的解有了一个先验的界，但是就其解的渐近形态来说我

们并不清楚．考虑到与Logistic模型(1．12)(1．14)同样的情况，此问题中的系数也可

能发生周期性的变化．所以探讨这种含有无穷时滞的Volterra方程的渐近周期性是完

全有必要的．对此我们将在后文中展开论述．

1．3基本原理

1．3．1基本约定与函数空间

6
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(参考127][2s])令

伽一；知㈤旦OxiOx，+酗磋巾删
Bou=a丽a“n+㈨u(x E埘

(1．29)

(1．30)

这里Q c Rn是有界光滑的开区域(例如边界an∈C2+。)，％，bi∈c(再)，一L是Q

上的一致椭圆算子．a，b是

(1)a=0，b=1；或(2)a=1，b(x)≥0．b(。)∈G(aQ)．n是aQ的外法向．

记

舢一。私他z)％02眠u‘J tl,-I-和，z)鲁， (131J1 )舢=一∑％(t，⋯，∑k(t，z)筹， (1．)
ld5i ⋯一 t= ⋯

三u=窑十觚 (132)

QT=(0，T】×Q，岛=(0，T]X aQ，

Q。。=(0，+。。)×n，i9。。=(o，+。。)×aQ．

其中％(t，z)，bi(t，z)∈a(爵)，一L是Q丁上的抛物算子．

B“=n嘉+6(驰)u(∽)∈曲． (1_33)

其中a，b：(1)o=0，b=1； 或(2)a=1，b(t，z)≥0．

以r引入几个Banach空l司(参考129～33])．记l=(11，⋯，fn)，JlJ=∑岛k，其

中以为非负整数．广义导数

跏=茅‰．
(1)HSlder空间

设0<o<I指数为口的H6lder系数

帅)=。s@up确丝害裂， e啦)却㈤嘲札)<毗 (134)

7
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C。(丽)中的范数为

设七为正整数

uj。=凰(u)+max Ju(x)
n

C‘+。(再)={u(z)lu∈C‘(丽)，日。(D‘u)<+oo，⋯=＆)， (1．35)

其相应的范数为：

lull+。=∑警ID‘u(x)l+∑Ho(D。“)．
I引l<^¨ ⋯=k

C‘，2七(爵)一{u(t，z)暇D扣∈G(爵)，2r+18f≤2k}， (1,36)

其相应的范数为

C2+。72，2‘+。(碥)={Ⅱ(t，x)ju∈C即‘(蕊)，I-I。／2，。(珥噬u)<oo，2r+lsI=2k)

其相应的范数为；

其中

训∥。0<2善豳曲max]即划+。，磊。。‰一即㈧， (137)

／叮o／2,o(“旧up{拦嘏
(2)可积空间

设u(x)为可测函数且P2 1，则P次可积空间为：

∥(Q)={仳(z)J二阶)19dz<oo)， (1．38)

其上的范数为：

㈣，=(二№)I’出)；．

8
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其上的范数为

W‘。(n)={u(正)lu∈Lp(Q)，D。t‘∈LP(gt)，llI≤＆)， (1．39)

u‰=∑(￡渺ul，出)；
Ⅲ≤女¨‘

1．3．2线性抛物方程的正则性

对于下列线性抛物方程的初边值问题

Lu+c(t，z)札=f(t，。)，(O，。)∈Qr)，

Bu=90，嚣)，(t，z)∈sr，

u(o，z)=妒(z)，z∈n． (1．40)

正则性定理(参考【32—34】)：设aij，bi，c∈C。／2，。(爵)，an∈G2怕．对于Robin边

界条件还要求b(t，x)l曲≥0，b(t，z)可延拓为C1佃／2,2+a(磊)中的函数．若对任意

，∈Ca／2,a(爵)，妒∈C2+。(豆)，g可以延拓为C1+。／2，2+。(爵)中的函数go，且满足相应

的相容性条件，则问题(1．40)存在唯一解札(t，。)∈C1+。／2卅。(百了1)．

1．3．3上、下解方法一初边值问题解的存在唯一性

比较引理(参考[32—35】)：设h(t，X)在QT上有界．牡(t，。)满足

Lu+h(t，。)u 2 0， (t，z)∈QT，

Bu≥0，(t，X)∈两

4(o，z)2 0， z∈Q．

(1．41)

(1．42)

(1．43)

u(￡，茁)与相应的抛物方程的初边值问题的古典鳃有相同的光滑性，当Bu中a=1时

又设aQ有内切球性质】则钍(t，z)≥0((t，z)∈Qr)．又若u(o，z)≠0扛∈Q)，则

u0，z)>0((t，z)∈Q丁)．

9
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对于下列初边值问题

五“=f(t，卫，u)，(0，。)∈Q丁)，

Bu=g(t，z)，(t，z)∈曲，

,40，z)=妒(z)，。∈丽． (1．44)

我们总假定上述“正则性定理”的条件满足．另外对某常数M>m，当(t，茁)，(s，口)∈碥，

让∈【m，M】时，要求f(t，茹，u)对让的偏导数满足^∈G(珏×【m，M】)，而且存在正
常数K使得：

{／(t，茁，缸)一，(s，耵，u){≤K[1t—s{}+l石一g{。I． (1．45)

定义(I--F解)：面(￡，。)，堑(￡，z)∈CI,2(爵)分别叫做问题(1 44)的上、下解若

三西2 f(t，z，豇)， (t，卫)∈QT，

Lu_≤f(t，z，丛)， (t，茁)∈QT，

B西≥9(￡，z)≥Bu_，(t，z)∈ST，

西(o，窖)2妒(z)2坠(o，。)， z∈Q． (1．46)

解的存在唯一性定理(参考[32][35--37])：设西(t，。)，型(t，z)分别是问题(1．44)的上、

下解，型(z，z)≤订(f，z)，m=mi“爵型<M=max爵玎，，在磊-×盼，MI上满足前述

条件，则问题(1．44)在爵上存在唯一解u(t，z)，并且满足丝(t，z)S u(t，z)s面(t，z)．

10
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： 一===#===2====≈===；==============一

2时滞Logistic模型的渐近周期性

2．1 问题概述

在这一章中我们主要研究如下的关于单种群数量发展的Logistic模型

Lu(t，z)=“(t，z)[o@，z)一b(t，z)u0，。)一c(t，z)让0一r，z)]，(t，z)∈R+×a(2．1)

B【u】(t，z)=0， (t，茁)∈．R+×8Q， (2．2)

u(t，z)=妒(t，z)， (t，z)∈【10】×豆， (2．3)

我们给出如下的基本假设：

(H1)Q是R“中的有界区域，并带有光滑边界aQ，算子L定义为：L=a／at一△，

这儿△表示Laplace算子．边界条件由下式给出：

B闷=u 或 B[“】_篇+1(z)u．
7(z)∈Cl+C,(an)而且在aQ上，y(z)芝0，O／On表示aQ上的外法向导数， R+=

(0，oo)．

(上如)系数o(t，z)，6(t，z)，c(t，z)关于t都是以丁为周期的而且在[0，T】X豆上是

H51der连续的。此外还要求o(t，z)>o；b(t，z)>o；c(t，z)≥0．分别记a1，bl，cl以

及a2，b2，C2为a，b，C在【0，卅X豆上的最小值和最大值，并要求C2>0．

(风)时滞r是正常数．≯∈G([一r，0]X丽)是有界非负函数并满足相容性条件：

B【≯(o，z)]=0．

引理2．1．1若存在一对光滑函数瓦，笪∈CⅥ(兄+x Q)nG([_r，。。)×_)(称为问

题(2．1)一(2．3)的上、下解)在卜r，00)X再上满足豇≥u并且下列的不等式成立

L豇(t，。)≥西(t，z)fo(t，z)一6(t，z)面(t，z)一c(t，z)堕(≠一7-，。)]，

Lu(t，z)≤笪0，z)【00，z)一6(t，z)些(t，z)一c(t，茹)西(t—r，z)]， (2．4)
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==一j=======；==2==========00===；===；===#==；===；=======；===；≈======一

(t，o)∈R+×Q，

B【_](t，z)≥0≥．B【翊(t，z)， (t，茹)∈R+×aQ， (2．5)

丽(≠，。)≥≯(￡，X)≥u(t，32)， (t，z)E卜一0]×豆， (2．6)

那么初边值问题(2．1)一(2，3)存在唯一解u∈C1，2(R+×Q)n G(卜7-，∞)×再)并且在

【一-丁，o。)×孬上面≥Ⅱ≥堑。

当面，型在R+X丽满足(2．4)(2．5)以及序关系面≥型我们也称西，堕为问题

(2．1)(2．2)的一对上下解． 引理2 j，j可以由前面的“解的存在唯一性定理”来保证

(也可以参考【37】【38】)．易见02／b-和。是(2．1)一(2．3)的一对上下解，那么由引理

2．j．』知问题(2．1)一(2．3)当妒≥0时存在唯一解乱∈C1，2(R+×n)Nc(【_r，oo)×丽)．

为了研究问题(2．1)一(2．3)的渐近周期性我们引入Hess[39]关于下述问题的一个

结果．

Zu(t，z)=u(t，。)[e0，z)一b(t，。)让0，z)】， (t，。)∈R+×Q，

B[u】=0， (t，z)∈R+×aQ， (2．7)

其中系数e(t，z)，b(t，X)关于t是T周期的，b(t，z)>o，其它的条件与问题(2．1)(2．2)

中的相同．

命题2．1．1(参考f39】第92页定理28．1)对于下面的特征值问题：

上妒0，z)一e(t，z)妒(t，。)=盯妒(t，$)， (t，z)E R+X Q，

B【Ⅱ】-0， (t，X)∈R+X aQ， (2．8)

(其中妒关于t是T一周期的)存在一个具有正特征向量的主特征值a(e)．

(1)若盯(e)≥o，那么对于每一个非负初值，问题(2．7)的平凡解0是全局渐近

稳定的．

(2)若a(e)<0，那么对于每一个非负非平凡初值，问题(2．7)在n X R上存在

唯一全局渐近稳定的正周期解口(t，。)(周期为T)．

12
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取e(t，z)=a(t，z)，着(2．8)的主特征值仃(o)<0，则由命题2，J．j知相应问题

(2．7)便可以取得一个正T一周期解Oo(t，z)设矿(t，z)=c(t，x)oo(t—r，z)，在(2．7)中

取e(f，z)=o(t，茁)一矿(￡，z)，若o(a一矿)<0，则问题(2．7)又可从取得一个正正周

期解o(t，z)．容易验证氏是问题(2．1)(2．2)的一个r一周期上解而0是一个弘周期

下解．所以通过单调迭代方法，并参考【12][13】中的结论，我们可以得到下面的结果．

定理2．1．1设(日-)一(凰)成立．

(1)若o(a)≥0，那么对于每一个非负初始函数≯(t，z)，问题(2．1)一(2．3)的平凡解0

是全局渐近稳定的．

(2)若o(a)<0以及o(a一日+)<0成立，那么问题(2．1)(2．2)就能取得一对上、下

T-周期拟解百，旦∈C1'2(R+×Q)，并且它们满足关系0≤旦≤否≤岛．另外，对于

每一个非负非平凡初始函数币(t，z)，问题(2．1)一(2．3)的解都满足如下关系：

n恐别u(‘，z)一鳃z)】≥0≥1im№sup[u(t,x)一讯。)1，Vz∈丽- (2．9)

注： (1)若百兰堡，那么T一周期拟解百(或旦)就是问题(2．1)(2．2)的周期解。

(2)如果将算子上=o／at—A中的Laplace算子△换成一致强椭圆算子，则定理

2．』．J仍然成立．

2．2关于边值问题周期解的存在唯一性

要揭示问题(2．1)(2．2)周期解的存在性，只要说明万三旦就可以了．在后文中我

们总假设条件o(a)<0及o(a一矿)<0成立．从定理2 J．』得知，石和旦这一对

上、下周期拟解满足下面的关系：

玩一△百=百(o一6_一d})， (t，∞)∈兄+×Q，

旦f一△壁=安(o—bO—cO，)， (t，z)∈R+×Q，

酬卅=口回=0， (t，z)∈R+×aQ， (2．10)

其中瓦三箬，幺兰鬟，瓦三g(t—f，z)，岛三旦(￡一一z)．

13
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在(2．10)中把前两个方程作差后可以得到下面的关系式：

(玩一幺)一△(百一缈=。(百一缈一b(矿一毋)一c(虿卧一西，) (2．11)

下面我们针对不同的边界条件寻求使得百三旦的成立的条件．

Part A Dirichlet边界条件

对于Dirichlet边界条件目=旦=0(在铡2上)，考虑到口一旦≥0，对方程式

(2．11)两边同乘以(百一旦)，并关于茁在Q上积分，则方程式的左边』和右边，』可

以写成如下的形式：

』2厶(百一鳓(玩一O_t)dz一／n(百一旦)△(百一驰
=；磊d／n(-p一旦)2如+上IV(万一旦)12如， (2．12)

，，2厶(万一旦)【n(百一壁)一6(百+壁)(百一旦)一c(砚r～壁旦r+旦易一甄)]出
2厶[。一6(百+旦)一c鲜】(百一旦)2如+五。旦(万一旦)(爵一0-r)dx· (2．13)

由Poincard不等式(参考[35】)，

厶JV(≯一旦)12如≥A1五(万一旦)2出，
其中A1是Q上相应于零Dirichlet边界条件的一△的主特征值．记”忆。(n)(简记

¨11)为n上的L2范数，那么

，芝；圳d口-一卯+A·肛壁胆 (2．14)

如果设

M=一sup(o一2bo—co，)， N= sup(c岛)， (2．15)
z∈n，O<t<T $∈n．0<t<T

’ ‘ ’

那么由(2．13)式及HSlder不等式，并且考虑到0≤壁≤百≤00，我们得到：

J7 s五【。～2be—c。r】(百一勤2如+五。％(万一毋(爵一旦，)出
≤M五(百一曼)2dx+Nf(-万一旦)(爵一毋)出
s MI|百一旦|{2+Ⅳll瓦一玉||．||百～_011． (2．16)

14
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由(2．14)式和(2．16)式有

≤(M—A。)lie一_oil2+ⅣII百，一玉||·II百一e_ll

≤(M+虿N一圳万一卯+glle，一e_，112． (2．17)

对(2．17)式关于t在【0，T】上积分，并考虑到归一_Oll2是关于t是T一周期的

o=ZT。il圳d-日一剑m
≤(M+iN—A-)J(r lI万一旦||2出+孚J(TII爵一玉f12dt
=(M+Ⅳ一)、-)ZTl澎一剑2dt． (2．18)

如果不等式M+N—Al<0满足，那么由(2．18)式可以得到

脚百删dt；o，
从而在R+X豆上百三旦．

现在说明解的唯一性．若目1是满足0≤口1≤％的另外的一个锯，那么口1和旦

也是问题(2．1)(2．2)的一对上、下解，并且满足(2．10)中的关系式．同前面关于百和壁

的推导过程一样，我们可以得到口1三曼．从而问题(2．1)(2．2)的周期解也是唯一的．

为了保证百和旦的存在性，还需要满足条件o(a一扩)<0，而这只要。一口+>Al，

Bp o～c口o，>A1满足．

从而由以上论述，我们可以得到问题(2．1)(2．2)周期解存在唯一的充分条件如下：

(i)a—c Oo，>Al

(ii) sup(a一2be—c0，)+ sup(c目o)<A1． (2．19)
o∈n，O<t<T z∈n．0<t<T

定理2．2．1在假设(H1)一(H3)成立的前提下，对于Dirichlet边界条件，若(2．19)中

的条件满足，那么问题(2．1)(2．2)在丽上存在唯一的T一周期光滑解目．另外，对于满

15
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足e墨毋S 00的任意初始函数西(t，X)，问题(2．1)一(2．3)的解u(t，z)满足如下的渐近

性：

觇№z)一e(t，z)】=0 Vz∈死

Part B Neumann边界条件

当'(茁)三o(在aQ上)时，就是所谓的Neumann边界条件

竺：竺：o．
On on

在这种情况下我们寻求只与系数有关的条件使得问题(2．1)(2．2)存在唯一的解．在f40】

中我们给出了关于解的存在唯一的一种充分条件，在这里我们寻求另一种充分条件．

对照(2．4)式和(2．5)式，我们可以由下面的方程组得到问题(2．1)(2．2)的一对上下解

七2和k1：

k2(a2一blk2一clkl)=0，

kl(al—b2kl—c2k2)=0． (2．20)

若blb2>ClC2且albl>a2c2，则可以由(2．20)解得；

‘=；等篆，klk2 =蝴blb2-clc。， (2z-)2币忑’2——， Ⅲ1)

而且易验0<k1 S 0 S一0≤0≤目o≤k2 S a2／b1．

由(2 15)可得

M=一sup(o一2b 0一c 0，)≤[a2一(2bl+c1)kl J
$∈n，0<t<T

N= sup(C 00)S c2☆2，
z∈n，0曼tSr

(2 22)

其中O和目。是相应于Neumann边界条件的上下周期解．由Part A中的方法我们可

以得到如下关系式：

：曩归一划2+IlV(百一驯12≤(M+譬)咿一刨2+鲁咿。一e_，t12． (2．23)

16
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对(2．23)式关于t在【0，T]积分，并考虑到咿一剑2关于t是T-周期的

。+ZTllv(百一鳓旷出兰(M+譬)上r归～钏2出+鲁上TII爵一O_,112出
=(—M+Ⅳ)Zrf眵一旦《2以
至a-(26·+c。)％-+c。％。】ZTII万一旦112dt． (2．24)

从而如果a2一(26l+c,)kl+c2k2<0，由关系式(2．24)易得

rT

／o卅卵dt三o，

而这蕴含着百兰旦．同时易知这时问题(2．1)(2．2)的71一周期解也是唯一的．

因为带有0-Neumann边界条件的一△算子在f2上的主特征值是A。=0，为了保

证0和旦的存在性这需要o(a一0+)<0，只要a(t，X)一c(t，。)Oo(t一下，z)>Al=0．

因为a(t，。)～c(t，z)Oo(t—T，g)≥al—c2k2，从而只需要a1一c2k2>0．容易验证

albl>a2c2蕴含着blb2>CIC2及a1一c2女2>0．

从而由以上的论述得知，问题(2．1)(2．2)存在唯一周期解的充分条件是：

(i)albl>a2c2

其中k2和％1由(2．21)式给出．

(2．25)

定理2．2．2在假设(HI)一(／／3)成立的前提下，对于Neumann边界条件，若(2．25)

中的条件满足，那么问题(2．1)(2．2)在再上存在唯一的T一周期光滑解0．另外，对

于在【岛，k2]中取值的任意初始函数≯(t，z)，问题(2．1)一(2．3)的解u(t，z)满足如下的

渐近性：

墨思㈨，z)一o(t，圳=0 V。∈丽．

Part C Robin边界条件

17
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对于如下的Robin边界条件

要+7百_oJ筹+，y壁=o Oil R+xm
用Part A中的方法，并考虑到在8Q上7(z)≥0，我们可以得到：

』=上(百一壁)(巩一幺)出一五(万一O)ZX(-O—O)dz
=；磊d”-p一鳓2如+厶，y(s)(百一鳓2如+五1v(g—o_312如
≥；翱百叫h限(百一o_)112． (226)

如Part B中一样的计算可以知道(2．23)对于Robin边界条件同样成立．从而保

证问题(2．1)(2．2)存在唯一解的条件是M+Ⅳ<0，即

sup (o一2b 0一c 0，)+ sup (c 00)<0． (2 27)
o∈n，0S‘≤r xEf't，0≤￡≤71

其中00和0是相应于Robin边界条件的上下周期解．

定理2．2．3在假设(玩)一(王b)成立的前提下，对于Robin边界条件，若盯(n一矿)<0

以及(2．27)中的不等式满足，那么问题(2．1)(2．2)在豆上存在唯一的T一周期解0．

另外，对于在[o，a2／b1]中取值的任意初始函数≯(￡，z)，问题(2 1)一(2．3)的解札(t，z)

满足如下的渐近性：

’熙㈨，z)一o(t，z)]一0 Vz∈孬．

2．3 时滞的影响估计

在这一节中，我们总假设cr(a)<0，边界条件也设为Dirichlet型．进而研究时滞

对于问题(2．1)一(2．3)的解u(t，z)的影响．设函数o(t，z)为下列非时滞方程的T一周

期鳃

(2．28)

(2．29)

18
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从前面的论述得知Ⅱ(t，z)和口(t，z)在R+×s2上是非负非平凡的．由(2．1)式和(2．28)

式可得

羞(¨一目)一△(u～p)
=o(u一0)一6(u2一目2)一c(uu，一02)

=n(“一0)一6(u+口)(u一0)一c【(uu，一Ou，)+(Ou，一02)】

=Io—b(u+0)一cu，】(钍一0)一cO(u，～8)． (2．30)

对(2．30)式乘以(u一0)，并关于z在Q上积分，同时应用Poincard不等式，则

其左端可以写成：

，=厶[爰("一目)一△(珏一吲(“一O)dz
=；旦dt厶(乱一日)2如+f。lv(u—p)№
≥；翱让叫12+A111u叫R (2．31)

其中Al是一A关于0-Dirichlet边界条件的主特征值．为了估计右端我们给出下列记

县

M=．。sup(o—b口)，N=。sup(c目)，Ⅳ(T)=sup IIcO(o，一O)112．(2．32)
z∈n，05tST z∈n，0<t<T 0<t<T’

、 。

¨2五【n“(u+目)一c札tl(“一目)2如一f co(u，一目)(“一O)dz
s厶(彳～6口)(“一日)2dx+f。lc日(u，一O)I·lu—Old。
≤Mffu一引12"I-IIcO(u，一0)1f-J|钍一OII

≤Ⅳffu一引f2十(|』c目(u，一目，)』』+IfcO(O，一p)I|)．JIu—p||

≤Mttu一0112+Nil',～p』』·ff“，～砟』』+f|c口(岛一o)11．ff“～oll

≤(M+学+；)№～刚2+孚№，一钏J2+；Ⅳ(r)． (2．33)

所以由(2．31)式和(2．33)式知

；兰№一钏2≤(M+虿N+j1～A，)11Ⅱ一钏2+譬陋，一钏I。+；K(r)， (2，34)
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从而

爰IIu一日J12≤(2M+Ⅳ+1—2A1)11u—pll2+Ⅳll让r一啡112+K(7-)· (2·35)

若记y(t)=Ilu(t，·)一o(t，·)112，则(2,35)式又可以写为

dy(t)s(2M+Ⅳ41-2A1)Ⅳ(t)+Ⅳ可(t一_r)+K(7_)． (2-36)

若2M+2Ⅳ+1—2Al≠0，令￡(r)=K(r)／(2A1—2M一2N一1)，则{【t)2Ⅳ【tJ—E【7)

满足

墨f(t)≤(2M+Ⅳ+1-2A1)∈(t)+Ⅳf(t一7-)． (2．37)

其相应的常微分方程为

甍矗(t)=(2M+Ⅳ41-2入-)矗(t)+Ⅳ矗。一r)． (2．38)

而(2．38)所对应的特征方程是

肛=(2M+N+1—2A1)+Ne一7“ (2．39)

由(2．32)式知N>0，参考[41]中的Hayes定理及【42】中的结论，若2M+2N+

1—2A1<0，则特征方程(2．39)所有的特征根都具有负实部即Re#<0，从而方程

(2,38)的零解是渐近稳定的，即：

￡l。im。。∈1(t)=0 (2．40)

比较(2．37)和(2．38)可得∈(t)≤6(t)，弗考虑到可(t)=∈(t)+￡(下)，我们可以得到

如下的关系：

”(t)S∈1(t)+￡(T)． (2．41)

另外，为了保证问题(2．28)(2．29)的周期解e(t，X)的存在性需满足o(a)<0，而

这只要o(￡，z)>A1．从而我们可以得到如下的结论．
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定理2．3．1在假设(日1)一(风)成立的前提下，对于每一个固定的T>0，若不等式

a(t，z)>A1和M+N+j1<A1都满足，那么时滞问题(2．1)一(2．3)的解钍(t，。)和非

时滞问题(2．28)(2．29)的T-周期解e(t，盘)满足如下的关系：

。l。im。。I[札(t，·)一日(t，．)|12，(n)s百ii_二=_‰， (2．42)

其中M，N，耳(7-)由(2,32)给出．

考虑到

小)=丽‰
2丽j赤丽1㈣su。pT II甜(¨o)112

1

≤邪i五F而

2狐F蒂丽厅㈣su。pT II鲜卅112

s磊焉篓西，v r>o， (2．43)3莉■1F习：F了’"’”， ㈦们，

在这里G=||SUP05￡sro(t，’)一info<t<T o(t，+)112．因为o(t，z)在[0，T】×Q上是有界

光滑函数，那么对于每一个7_>0，都存在to∈【0，T】使得

sup lIO，一纠J2=lIO(to—r，·)一o(to，·)112．
0<￡<T

则由(2．43)式可得．

Ⅳ2 ．觋5(7-)茎删lira狐■未丽。器慨一日酽

另一方面

盯南⋯limII∞。刊毗丽南M N 1¨ri'-础-，O，』t')、“llz2(A1一 一 )一”⋯“⋯1

。1．+ira。。ff“(￡，‘)一目0，’)r rLz(n)兰fQf

= lQI

=0． (2．44)

；·熙Mf，·)一o(t，训L-(n)

；1·五觇Iu(t，z)一目(t，。)№(2．45)

21
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其中IQI是Q的测度．联合(2．42)一(2．45)并由定理2．3．』可得如下的推论．

推论2．3．1在假设(H1)一(风)成立的前提下，若不等式a(t，g)>A1和M+Ⅳ+{<A1

都满足，对于每一个固定的r>0，

觇№∽．)_∞，圳缸庐丽蒜， (246)

其中G=[[suposts 8(t，·)一inf0_<t_<T口(t，·)¨2，且M，N由(2．32)给出．另外，

．mj“0，z)一e(t，z)1=0(当r_÷o时)Vz∈荮． (2．47)

注： 若把Dirichlet边界条件换成Neumann或Robin边界条件我们可以得到类似的

结论．

2．4 应用及数值模拟

在这一节中，我们将给出关于时滞扩散Logistic方程(2．1)-(2．3)的渐近周期性的

一些数值结果。为方便说明我们取一维空间Q=(0，1)．

例一：我们考察如下带有Dirichlet边界条件的初一边值问题

1

Ou(t，z)／ot—Au(t，z)=u0，z)【nO，茁)一b(t，z)珏(t，z)一c0，z)让0一去，z)】，
’

(t，茁)∈(0，+o。)×(o，1)， (2．48)

u(t，0)=u(t，1)=0，t∈【o，+oo)， (2．49)
1

u0，。)=移(t，z)， O，z)∈【一；，o】×[0，1]． (2．50)

因为带有0-Dirichlet边界条件的一△算子在Q=(0，1)上的主特征是A1=7r2，

并考虑到00≤a2／bl，为使(2．19)中的(i)满足，只要

22
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对于(2．19)中的条件(ii)

sup (a一2b@～c0，)+ sup (c 00)<7r2， (2．52)
￡∈n，0S￡ST $∈n，OSt<T

就不那么容易验证了，原因是岛和e不能被直接表示出来．

下面我们对此作一些分析．给定o∽z)>，r2和任意b(t，。)>0，我们总可以

选出适当小的c(t，z)使它满足不等式(2．51)．由问题(2．7)我们知道％只由系数

e(t，z)=a(t，。)和6(t，。)来决定．若d(t，z)≤c(t，z)，则

a—c，日o，≥a—c 00，，

u【o—c，po，一b叫≥u【n—c 8叶一bu]

(2．53)

(2．54)

这说明∥({，z)也满足(2．51)，而且还说明e7(t，茁)≥e(t，X)，其中07是问题(2．7)

的相应于e(t，。)=a—c，口0丁的T一周期解．从而

sup(o一2be’一d o；)+ sup(c’00)
z∈l 2，O<t<T ∞∈I!，O<t<T

≤ sup∞一2bel)+ sup(C。00)
z∈l 2，01t!?’ z∈5 2，O<t<T

≤ sup(a一2bo)+ sup(C 00)．

在这种意义下，若系数c‰z)取的越小则

(2 55)

sup(a～2b0)-I- sup(C 80)
z∈s 2，O<t<T z∈l 2，0曼￡≤2’

也会跟着变得越小．所以选取一个充分小的c(t，卫)使不等式(2．52)满足是完全有可能

的．在此例中我们选取

a(t，z)=20+4 sin(2月't)， b(t，z)=10，

c(≠，z)=1+cos(27rt)， 妒(￡，z)=sin@z)． (2．56)

对问题(2．48)一(2 50)的数值模拟图形Fig-1正说明了定理2．2．』是正确的，并且

其相应的渐近性为：

溉№，z)一啉z)】=o V z E【o，1] (2．57)



华中科技大学硕士学位论文



华中科技大学硕士学位论文



华中科技大学硕士学位论文

例二：我们考察带有Neumann边界条件的初一边值问题如下

如果设

去钍(f)z)一酬如)=坤，训n∽。)_6∽咖∽z)_c(∽)坤一互1，圳
(t，z)∈(0，。。)X(0，1)，

翌掣：掣_o，t∈[岫)
ao az

1 1 7 7

,4t，X)=西(t，z) (¨)∈一，o]×【o)1

a(t，X)=14+2 sin(27rt)，b(t，X)=30，

c(t，。)=1+c。s(2丌t)， 咖(t，z)=；[sin(7rt)+1．2

(2．58)

(2．59)

(2．60)

那么a1=12，a2=16，b1=b2=30，C1=0，C2=2，并有≯(0，X)=0．4且其满足相

容性条件．

下面我们检验(2．25)中的条件(i)(ii)是满足的．因为n16l=12×30=360，

a2c2=16×2=32，所以条件(i)满足．由(2．21)式知＆2=8／15，kl=82／225，

并且

。2一(26l+c1)kl+c2k2=16—60×罴+西16≈一4．8<o，
所以条件(ii)也满足．依照定理2．2．2，问题(2．58)(2．59)在(0，OO)×【0，1】上就能取

得一个1周期解目(tjz)．并且初边值问题(2．58)一(2．60)的解u(t，X)有如下的渐近性

溉忡，z)一o(t，z)】=0 Vz∈[o，11

相应地，我们对于问题(2．58)一(2．60)的数值模拟结果由图形Fig-2给出．
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3．1问题概述

3时滞Volterra模型的渐近周期性

在这一章中我们主要研究在绪论中提到的含有无穷时滞的Volterra模型如下

Lu。，z)=乱o，z)[no，z)一6(t，z)u(t，z)一c(t,z)fo。0u(t—r，z)d芦(r)】
(t，z)∈R+×Q， (3．1)

B[“】(t，z)=0， (t，z)∈R+×aQ， (3．2)

"(t，z)=西(t，z)， (t，z)∈Ro×Q． (3．3)

我们给出比【26】中更广泛的假设如下：

(H1)Q为R”中的有界区域，且其边界aQ∈C2怕(0<oL<1)．微分算子L

定义为L=o／at+A，在这里

删=一i妻,j=l吲如)鬻+砉枷)掣，
其中所有的系数o∽岛关于t和z都是HSlder连续的，关于t是以T为周期的(丁是一

个正常数)．并且A是强一致椭圆型的，即存在常数6>0，使得对于(t，z)∈【0，T]×Q

及(∈1，已，⋯，矗)∈口有

∑oqj(t，z)66≥J∑g．

边界条件由下式给出

口[u】=u 或 引u]-豢+，y(z)饥
其中7∈Cl+a(aQ)且在aQ上，y(髫)≥0，O／On表示an上的外法向导数．

(H2)系数o(￡，z)，6(￡，。)，c(t，z)关于t是丁一周期的而且在【0，T]×孬上是HSlder

连续的．6(t，。)>0，c(t，z)≥0．我们还记al，bl，Cl和a2，b2，C2分别为a(t，z)，b(t，z)，

c(t，z)在【0，T】×丽上的最小值和最大值，并要求C2>0．
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(H3)妒∈e(Ri X孬)是非负有界函数．p(-)是有界变差函数，p(o)=0．记

M(t)为p(·)在【0，t]上的全变差．并假设

Mo 2limM(t)<00，m 2战p(t)<00·

由(日3)可知，若设M士(t)=(M(t)士弘(t))／2(t∈R+)，则易知M(t)和M生(t)

在R+上是非负非降函数．记腑=。l_+im。。M+(t)<∞，则有

埘+晦=Uo， Mo+一Uo=“o． (3．4)

(日4)假设a2>0，b1>c2^留．

在以上的基本假设下我们来研究问题(3．1)一(3．3)的渐近周期性

3．2 关于边值问题周期拟解的存在性

引理3．2．1 如果存在一对函数面、u(被称为上、下解)在R X豆上满足面≥丝，

并且它们满足下面的不等式：

抚(t，z)2西(t，z)㈨，z)一b(t，z)可(t，z)十c(t，z)Z”面(t-r,x)dM一(r)
一c(。，。)／0丛(z—r，z)dM+(r)]， (t，。)∈R+×Q，

地(t，z)s盟(t，再)№。)～b(t，z)些(t，z)+c(t，z)Z。。笪(t-r,x)dM一(r)
一c(。，z)上西p—L。)riM+(r)J， (￡，。)∈R+×Q，

Bf_】(z，z)≥0芝B回(f，z)， (t，zj∈R+×aQ，

豇(t，z)≥咖(t，z)≥墅(t，z)， (t，z)∈Ro X孬， (3．5)

那么初一边值问题(3．1)～(3．3)有唯一解u，且在R x丽上面≥u≥丛．

因为p(r)=M+(r)一M一(丁)，所以

Z”u(t--T，X)d卢(r)=Z。。u(t--T，X)dM+(r)一Z。。t--T,93)dM u(t x)dM一(，)．上u( )d卢(r)。上u( +(r)一Z。。 一(7一)．

2R
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由于M+(·)和M一(·)都是非负非降的，则对于0≤u1≤U2下述不等式成立；

o≤／fooul@一7-，x)dM+(，)≤f。。u2@一下，z)dM+(丁)，o≤上(t1 +(r)≤／0 u2(卜下，z)埘+(丁)，J0 J

o≤上1￡1(t_r'x)dM一(r)≤上钍2(t 1。)dM-00 (7‘)· (3·6)
，o。 ，

所以由单调性方法知引理3．2．』是成立的(参考【15，37])．

易于验证0是问题(3．1)-(3．3)的下解．相应地我们可以寻求正常数上解如下：

P【o(t，z)一b(t,x)P+c(t，z)Jc PdM一(7_)～c(t，z)上OdM+(r)】s 0，
i．e o(t，X)一b(t，x)P+c(t，x)MoP≤0，

i．e．P> 竺堡!兰!
b(t，X)一c(t，x)Mo

由于al S a(t，岔)S a2，bl≤b(t，X)≤b2，Cl茎c(t，z)≤C2，并注意到假设(风)，

我们可以选取P=a2／(bl—c2^行)．

从而由引理3．2．j知，若初始函数咖(t，X)满足0 S咖(t，z)≤P，则问题(3．1)(3．3)

在R×再上存在唯一解“(t，z)，并且它满足0墨仳(t，X)≤P．

定理3．2．1在基本假设(匝)一(凰)之下，若o(a(t，z)+PMoc(t，z))≥0，则对于取

值于【o，P1的任何非负初始函数咖(t，z)，问题(3．1)一(3．3)的平凡僻0是全局渐近稳定

的．

证明：设v(t，z)为下列抛物方程的解

LV(t，。)=u(t，z)【o(t，z)+PMoc(t，z)一b(t，z)u(t，z)]， (t，∞)∈R+×n，

B[u】0，X)=0， (t，z)∈R+×aQ，

v(o，z)=≯(o，。)， z∈孬． (3．7)

因为在再上移(o，。)≥0，所以易知在R+×再上u(t，z)≥0．定义函数疗(t，z)

使之在no×丽上u(t，z)=≯(t，37)；在R+X豆上u(t，z)=u(t，X)．则疗和。就是

问题(3．1)一(3．3)的一对上下解．所以由引理了．2．j，问题(3．1)～(3．3)在R×葡上就

存在唯一解u，且0≤“≤U．
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在(2．7)中选取e(t，z)=a(t，$)+PMfc(t，茁)。则

盯(e(t，z))=仃(Ⅱ0，士)+PMoc(t，z))≥0

从而由命题霉．1．1可知

±1．im。。Uu(t，‘)IIc(葡≤ll+im。。IIO(t，‘)llG(-)=}1．im。。IlU(t，·)11c(再)=0

定理3．2．』证毕．口

若a(a(t，z)+PMoc(t，。))<o，令e(t，z)=a(t，z)+PMoc(t，z)，则由命题

2．J．J，边值问题(2．7)可以取得周期解％(t，z)．记

，o。

日‘(t，z)三c(t，z)／Oo(t—r，x)dM+(7_)．
J0

’

我们考察如下的方程组：

LOl(z，。)=目1(t，。)[n(￡，z)一6(t，z)口l(t，z)+c(t，z)(。。口l(￡一r，z)dM一(r)
一c(t，z)f、02(t～7-，x)dM+(r)】， (t，z)∈R+×Q，

L92(t,x)=02(t，z)【口(t，z)一b(t,x)02(t,x)+c(t，z)(0。如。一f，z)dM一(r)
一c0，z)厶日10～r，x)dM+(r)]， (t，z)∈R+×n，

B[0,l(t，z)=B[02](t，。)=0， (t，z)∈R×aQ． f3．8)

由于在R+×n上60(t，z)>0，c(t，$)≥0，易知

，∞

矿(t，z)=c(t，z)／Oo(t～T，x)dM+(下)≥0J0 ’’——

可以验证扩(t，z)也是7。周期的，事实上

I'oo

。(HT，茁)上Oo(t+T1。)dM+(r)
co，z)J(0。Oo(t-v,x)dM+(r)=口+(≠，z)

———————————————————————————————————一一一
28
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从而我们可以设e(t，X)即为如下问题的T一周期解

Lv(t，X)=v(t，z)【o(t，z)一日+0，z)一b(t，z)"0，z)】， (t，。)∈R+×Q，

NtIl(t，石)=0， (t，z)∈R×Of}，

u(t，X)关于t是T一周期的． (3．9)

对照(3．5)式易验％和0是边值问题(3．1)(3．2)的一对上、下解．另外(00，00)和(e，

e)也可以看成是方程组(3．8)的上、下解．

定理3．2．2在基本假设(日1)一(日4)之下，如果o(a(t，x)+PMfc(t，。))<0，o(a(t，X)一

扩(t，z))<0，则问题(3．1)(3．2)存在一对T一周期的上、下拟解百，壁满足方程组(3．8)，

而且在R×西上e≤一0≤万≤oo．另外，对于每一个在[0，明中取值的非负非平凡

函数初始函数≯(t，X)，问题(3．1)-(3．3)的解钍(t，X)都满足

lim碧f[“(t，z)～o(t，z)】≥0芝11嬲州t，z)一0(t，X)】 Vz∈豆· (3·10)

证明：对于特征方程(2．8)，若取e(t，X)=o(t，z)+PMoc(t，z)，而又由于o(a(t，z)+

PMFc(t，。))<0，且有0 S“S U，则由命题2．J．1可知对于任意。∈丽，

“m№sup[¨(。，z)一毗z)】≤觇阮z)一毗z)]=熙IV(。，。)一Oo(。，z)】_0，(3·11)
其中u和u都是在定理3．2．J的证明中提到的函数．关系式(3．11)蕴含着：对于任

意的￡>0，存在t1>0，当t>tl时，

u(t，z)≤u(t，X)≤Oo(t，z)+￡／(2c2^甜)

而由tl一+imooM+(￡)=埘可知对于任意的￡>0，存在t2>0，当t>t2时

Mo+一M+(t)≤e／(2c2P)．

记正=max{t1，t2)，则上述两个不等式对于t≥2疋是都能满足的．从而

c(t，z)Z”仳(t--T，．T)dM+(r)
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=c(圳上正乱(--T}X)dM+(r)+eu(t--T,X)dM酬
≤c(￡，。){ZB【如(t--T，X)+￡／2c。M+ldM+(下)+P【肘寸一M+(正)】，
纠柚)／o。。％(t--T，X)dM坼)+c(泔矗耐+c(抽)P‘南
因此对于(t，z)∈(2正，∞)x Q

L仳=u【。一b仳+。10 uo—r，z)dM一(r)一。101"80 u(。
‘∞

，。。

≥“f a—bu一。上“(￡_x)dM+(r)】
≥让【a—bu一￡一0+】．

由比较原则知在【2正，o。)×豆上u(￡，。)≥v(t，。)，其中v(t，。)是下列初一边值问题

的解．

LV(t，z)=v(t，z)【(a(t，z)一E一日+O，茁))一b(t，z)矿O，z)J，

0，z)∈【2t，。。)×Q，

B[V](t，z)=0， (t，X)∈(2正，oo)×aQ，

V(2T。，茁)=u(2T。，z)， 。∈Q

对照问题(3．9)，考虑到g-的任意性由命题2．』．J知

lim璺f[u(t，z)’一o(t，z)】2占恶[y(￡，z)一o(t，z)】=0 V x∈再． (3．13)

设百‘叭=口。，旦(o)=0，那么由(3．11)和(3．13)得知

li⋯rainf[札(z，z)一旦‘∞0，z)]≥0：lim。。s。up[札(￡，z)一万‘∞0，z)]≤o Vz∈爵．(3．14)

关系式(3．14)也蕴含着在[o，T]×孬上百‘o’≥旦(m．

设{百(‘’)和{壁(‘’}(％=0，1，2，⋯)是将在后面定义的两个丁一周期序列．且定义

群’，壁#’，磴’，安竺)，∞：0，1，2，⋯)如下：

犁(t，z)=c(t，。)f。。拶(t 1z)dM+(r)；
J0

’
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鲜’(t，z)=c(t，z

百!’(t，茁)=c(t，z

我们将由下式构造序列

_r。。∥(t—r，。)dM+(r)

／．。。砂(t—下，x)dM一(r)

，。。∥(t—r，x)dM一(r)

三百忙’0，石)：萨2’0，。)【。(￡，z)一b(t，z)萨‘’(t，z)+百竺一1’(t，z)一鲜一1’(t，士)】，

(t，z)∈R+x Q，

L曼似’(￡，z)=旦(k’0，。)【。0，z)一60，z)旦忙’@，z)+旦竺一1’(t，z)一万#一1’o，卫)】，

(t，z)∈R+×Q，

B哆‘扪l(t，z)=B[e_C2’】(t，z)=o， (t，z)∈R×aQ， (3．15)

其中百(‘)和旦(。)都是T-周期的(k=1，2，⋯)．

引理3．2．2 由(3．15)给出的序列{百‘2’)和{旦(。’)(％=0，1，2，⋯)是恰当定义的，而

且它们满足如下的单调性：

乳=百(∞≥百(‘’≥百非+1’2垡“+1’≥旦(‘’2壁(o)=o， (t，z)∈【o，即×豆． (3．16)

另外，对于每一个正整数k，

li．ra+。inf[乱(t，z)一旦忙’(f，茁)】≥o；lirat．+s。。up[u0，z)一万‘‘’0，。)]≤o，V z∈丽．(3·17)

证明对于正则性的论述我们可以参考【37，381．下面我们证明关系式(3．16)和(3．17)

是成立的．首先我们考察k=1的情况．

第一步：证明百(o)≥百‘¨．

考虑到在R+×Q上，

31
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由迭代关系式(3．15)，对于(t，叫∈R+×s 2，

面(1’@，z)：百‘1’O，z)【Ⅱ(t，z)一b(t，z)萨1’(t，z)+百!’0，。)一丛p(t，z)】

≤萨1’(t，z)k(t，z)一b(t，z)万‘1’(f，。)+PMfc(t，z)j．

并且对于(￡，z)∈R×aQ有B矽‘1’]=0，则百‘1’是边值问题(2．7)当e(t，z)=

n(f，z)+PMoc(t，。)时的一个下解，从而万‘1’s铲’．

第二步：证明旦(11 2旦(∞．

由(3．15)式可得

L旦(1’(t，z)=壁(1’0，z)【o(t，z)一b(t，z)旦(1’(t，z)+曼竺’(t，。)一百?’(t，￡)】

≥壁(1’0，。)【o(t，z)一b(t，z)旦(1’(￡，z)一百!’(t，z)]，

所以旦(1’是问题(3．9)的一个上解，从而旦(1’≥go)=o．

第三步：证明壁(1’s手”，

li。ra．。inf[u(￡，z)一91’0，z)1≥o≥limt．+s。。up[u(t，z)一百‘1’(t，z)】，V
z∈丽．

因为在R×Q上％(t，z)≥o(t，z)，

从而有

【百竺’(t，。)一旦竿’0，z)】一渔竺’(￡，z)一百?’(t，z)】

=矽竺’@，z)一壁竺’(t，x)l+【群’(￡，z)一旦?’(t，z))

=c@，茁){／n po(t—r，z)一o(t—r，x)]dM一(r)

+￡‰0—7_，。)一ep～丁，x)]dM+(r))≥0

Lu(t，z)=u0，。)【00，z)～b(t，z)“(t，z)十万竺’0，z)

≥乱(z，z)[00，z)一60，z)u(t，z)+壁竺’0，。)

32
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并联系到(3．15)，由比较原则可得百‘1’(t，。)≥壁(1’(t，z)．

时

在(3．12)中用M一(7_)代替M+(r)，则对每一个￡>0，总存在t3>0，当t>t3

=虿竺’(t，z)+E

7-，。)dM一(7．)s c(t，z)上Oo(t 1z)埘一(7)+6
，o。

由(3．13)可知，对于以上的￡及任意z∈孬，存在t4>0，当t>t4时，

u(t，z)≥V(t，。)≥旦(o’(t，z)一E／(2c2^付)

考虑到旦(o’(t，。)关于t是T一周期的，而且在【0，T】×豆上也是连续的，若设

如=ma，x，一0(o)(t，茁)
【o，卅×n

并注意到¨limo。M+(t)=埘，对于以上的￡，存在t5>0，当t>芘时

Mo+一M+(t)≤E／(2c2壁M)．

记6=max{t3，￡4，t5}，则上述三个不等式对于t≥26是都能满足的．考虑到

我们可以得到如下的关系式

Zcou(t-T,x)dM+(r)≥o

c(t，z)／“0—7-，x)dM+(r)
J0

≥c(t，z)q06【g。’(t--7",X)一￡／2czM+ldM+(r)+Z”让(t-r,x)dM+(r))
冰z)盯旦㈣(t--T，X)dM+(r)一Z。。壁㈤(t--T,X)dM+(r)一赤埘)
≥蚋t，z)一c(￡，z)‰(埘一M(t—d))+去]
≥舭，￡)一c(删‰’矗+豪1
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=====％=====口====#====；=；=====一

进而可得到

Lu(t，z)=

<

uo，z)【Ⅱo，z)一b(t，z)uo，z)+c(t，z)10 u@一r，x)dM～(7-)

一c(t，z)￡乱(t一7．，x)dM+(r)]
u(t，z)([o(t，z)+钯’(t，z)一鳄’(t，茁)+2￡1一b(t，z)u(t，。))．

由比较原则可知在[26，。。)×豆上u(t，。)≤U(t，z)，其中-g是下述问题的解

L-U(t，z)：F(t，z){[n(t，z)+百竺’(t，z)一旦宰’(t，z)+2￡】一b(t，z)可(t，z))

(t，z)∈(26，。。)×Q

B正0(o，z)=0，(t，石)∈(2d，oo)×锄，

-U(25，z)=u(26，。)，z∈丽

由于 a(t，z)+百竺’(t，z)一旦霉’(t，z)≥a(t，z)一壁望’(t，z)2 a(t，z)一0’，从而

(3．18)

盯(n0，z)+百竺’(≠，。)一鳄’(￡，z))s a(a(t，。)一旦罕’(t，z))≤盯(o(t，z)一日+)<0

并由g-的任意性依照命题2』．J可得

lira№sup[“(t，z)一观t，z)】≤规阮。)一趴t，z)】=o，V z∈豆， (3-19)

在这里万(1)是下述问题的T一周期解

Lu(t，z)=u(t，z)【n(t，z)+万竺’0，z)一旦竿’(t，。)一6(t，z)u(￡，。)】，

B[ul(t，z)=0，(t，$)∈R×Oft．

通过同样的论述过程可得

li罂碧ff让(￡，z)一旦‘1’(≠，z)]≥o，Vz∈豆．

因此，由以上三步的论述可知关系式(3．16)和(3 17)对于k：

(t，z)∈R+×Q，

(3．20)

1是成立的．
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若关系式(316)对整数k一1成立，则依照关系式【36J，

0+=群’≥百耸。’≥群’≥衅’≥鲜。’≥鳄’，

百竺’≥百竺一1’≥百竺’≥壁竺’≥鳢一1’≥go)，

且

o+旦竺’一磴’≥n+壁竺一“一群一1’≥o+壁竺一“一0+≥Ⅱ一0+，

n+百竺’一旦譬’≥o一鲜’≥n一万?’=o一0+．

从而

口a+旦竺)一百坚’)≤盯(o一口+)<0，

o-(a+百竺’一酸’)s口(o一矿)<o．

则命题2．』．』中的条件满足，从而迭代过程可以继续下去．由上述同样的方法可知关

系式(3．16)和(3．17)对每个正整数k是成立的(参考【12，13，15])．

从而引理1．2．2证毕．口

因为单调有界序列存在极限， 引理3 2．2说明序列{百‘‘’)和{壁(‘’)分别存在极

限：

^1．+im。。‘2)(f)z)=配z)；女l。ira。。t，‘‘’=鲍z№z)∈fo，卅x再， (3．2】)

其中万和旦是正T一周期函数，且在【0，T]×豆上百≥壁．

在【37，39]中的正则性论述说明百和旦在R+X豆上是HSlder连续的．在(3．15)

中令k一÷。。，则百和旦也满足方程组(3．8)，即：

LO(t，z)=e(t，z)k(t，z)一6(f，z)目(≠，。)+c(t，z)￡e(t～7-，x)dM一(7-)
一 一 r∞

一c(t，z)Jc壁(t 1x)dM+(丁)】， (t，z)∈R+×Q，

幽(‘，。)=配z)№z)一6(。，。)鲍z)+c(t，z)上壁(tlx)dM一(7-)
一。(￡，z)上e(t 1x)dM+(7-)】， (t，z)∈R+×Q，

Bf习(t，z)=B蚴(t，z)=0， (z，z)∈R×aQ． (3．22)
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另外，易验百和旦是问题(3．1)(3．2)的--xC上、下解．对于关系式(3．17)，令％_÷OO

则

lim碧f[u0，z)一旦0，z)】≥o；lim。．+s。。up[u0，z)一百O，z)】s
o V z∈丽·

从而定理3．2，2证毕．口

3．3 关于边值问题周期解的存在唯一性

为了研究边值问题(3 1)(3．2)的周期解的存在性，送只要况I!Jj 0三壁·为J便于

讨论我们取L=o／at一△，其中△表示Laplace算子．记

玩=瓦00舶=筹，
(t，z)=．／：。。Oo(t-％x)dM(r)，e+(t，z)=Z。。(￡一r，z：)dM00- Oo(t x)dM- +(r)，(t，z)2上 (r)，e+(。，z)2上。(。1z +(7)，

百+(t，。)=Z0。百(t—r，z)dM+(r)，旦十(t，z)=Z。旦(t--T，X)dM+(r)，
，z)：．／：：”万o-T,x)dM协纵z)=Z0000妒¨)dM-d_(t x)dM )dM-(r)，，z)2上万。 一(r)，＆(。，z)5 星(‘1z 7)，

(百一旦)M：，。。哆(t—r，z)一旦(t—r，。)】dM(r)． (23)3．23(百一旦)M=f哆(t一丁，z)一旦(t—r，。)】d^，(丁)． (

由(3．22)我们可得如下关系

(玩一幺)一△(百一勤

：o(万一旦)一b(02一02)+c(百万一一。旦一)一c(融+～矽十)

=【o一6(百+旦)十cp一一旦+)](百一旦)+遵@一旦)M． (3．24)

以下我们将针对不同的边界条件分别讨论问题(3．1)(3．2)周期解的存在性．

Part A Dirichlet边界条件

对于Dirichlet边界条件：百=旦=0(在an上)，考虑到0～旦≥0，用(0一鲫

乘以(3．24)两端，并关于z在Q上积分，则其左边，和右边』，可以写成：

，=上(万一旦)(玩一岛)dx一二(万一旦)△(百一旦)出
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；夏d二(歹一旦)2出+faIV(0一旦)12出， (3．25)

厶[。一6哆+旦)+c(万一一-e+)】(万一-e)2如+厶谩(万一旦)(百一-e)MdX·(3·26)Jn，3j

由Poincard不等式(参考【35】)，

二fV(百一旦)№≥A-二(万一-e)2如
其中Al是Q上相应于零Dirichlet边界条件的一△的主特征．则

，≥；珈苓一壁卅A-炉壁孵 (3．27)

G= sup[a一2be+C(00一～0+)]，H= sup(coo)， (3．28)
xEgZ，0<t<T z∈Q，0S￡兰丁

那么由(3．26)式，并考虑到0曼壁≤苔S 00

厶【n一2bO+c(00一一e+)】(万一-e)2出+／n。9。(百一岬一自)'Ⅵ出
G厶(百一-e)2出+日厶(百一-e)(O～-e)Mdz
G肚o_112+H／a['O(t,x)一鳃z)]五眵(t．T)z)一-e(tlz)ldM(T)出

，。。

atl-o一-ell2+H f ff万(f，·)一旦0，·)』』·』f万。一L·)一旦0一r，·)lldM(r)

G卅_ell2牟iHZ。。{110(t，·)一-e(t，训2+IIO(t1·)一旦(t1训2)埘(r)
(G+学)llO刎+iHZ”IlO(t-r,．)一O(t--T,"川2dM(r)． (3．29)

从而由(3．27)和(3．29)可得

勃万刮s(G+学刮刚峭Z。IlO(t-r,")一-e(t-r,-胛dM(r)．(3．30)
对(3．30)式关于t在10，即上积分，并考虑到咿一0_112是T一周期的，

。=属加删冲

<一

<一

=

<一

<一

=

“
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≤(G+学_)脚蛐惴
+鲁上。。／orll百。一r，$)一旦@一下，z)酽dt dM(r)
=(G+学山协虿铆出+鲁Z～／o怖，zM¨川2dt dM(丁)
=(G+日％一A，)ZT肛卵df (3．31)

若G+HMo—Al<0，则由(3．31)式知

／orIJ百一驯2出三o，

这说明在R+×豆上百三旦．从而问题(3．1)(3．2)的周期解是存在的．

现在说明周期解的唯一性．若01是满足O≤01≤00的另外的一个解，那么01

和旦也是问题(3．1)(3．2)的一对上、下解，并且满足(3．22)中的关系式．同前面关于

0和旦的推导过程一样，我们可以得到01三旦．从而问题(3．1)(3．2)的周期解也是唯

一的．

另外，为了保证百和旦的存在性，需要满足不等式a(a(t，z)+PMoc(t，z))<0

和o(a一口+)<0，而这只需a～0’>A1．所以由以上论述可知问题(3 1)(3．2)存在

唯一周期解的充分条件是：

其中G和H由(3．28)式给出．

(i)a一0+>Al，

(ii)G+日蛳<Al (3．32)

定理3．3．1在假设(风)一(风)成立的前提下，对于Dirichlet边界条件，若(3．32)中

的条件满足，那么问题(3．1)(3．2)在再上存在唯一的T-周期光滑解口．另外，对于满

足取值于[o，P]的任意初始函数≯(t，。)，问题(3．1)一(3．3)的解乱(t，z)满足如下的渐

近性；

t1．+ira。。心(≠，z)一o(t，z)】=0 V。∈孬．
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Part B Neumann边界条件

当在an上，y(。)三0时，这就是Neumann边界条件

筹=鬟_o
在这种情况下，我们由下式给出正常数上、下解k2和k1．

％2(02一blk2+c2Mok2一c11kSo+k1)=0，

kx(01一b2k1+C1M(kx—csMo+k2)=0． (3．33)

若(b1一c2Mo)(b2一c1晦)>C1CsMo+2且al(bl—csMo)>a2csMo+，那么可由以上
方程组解得：

， 。l(bl—c2Mo)一ascsMo+
81 2—(bl-csMo)(bs-c—lM()-clcsM+s
． as(bs—clMo)一alclMo+
ks

22—(—b—,——-———c——2—M———o———)—(。b——s——-———O———M———o——)——-‘———c—x—c——s—M———+——s—

易验0<kl≤O≤一0≤百≤00≤ks≤P．由(3．28)式可知

G= sup【a一2bO+c(Oo一一0+)】
。∈n，0StSr

冬a2—2blkl+csMok2一cxMo+kl

=a2一(2bl+clMo+)kl+csMok2

H= sup(coo)≤csk2
￡∈n．0<t<T

应用同Part A中一样的方法可得

(3 34)

(3．35)

；知百一旦n愀百一哪
≤(G+THMo)110叫n等Z”IlO(t-T,．)刈h，训2dM(丁)(3．36)

对(3．36)式关于t在【0，T】上积分，并考虑到咿一刨2关于t是T一周期的

o+／07llv(o一洲d￡
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茎(G+下HMo J．厶rT㈣惝+萼上0。加(h，·Mh，胛dt dM(r)
=Ca+日％孵阳恤
≤a2-(261+c1M+)kl+c2Mok2-I-C2％2-Ol／o丁J J万一壁112疵． (3．37)

从而若a2一(2b1+Cl附)h+(Mo+Mo)c2k2<0，由(3．37)式可得

知百圳出三o，
这说明百三壁．因此问题(3．1)(3．2)的周期解就是存在的了．同Part A中的证明可知

其周期解也是唯一的．

因为带有0-Neumann边界条件的～△算子在Q上的主特征是Al=0，为了保

证百和旦的存在性这需要o(a(t，z)+PMfc(t，z))<o及a(a一日。)<0，而这只需

al—c2Mo+k2>0．而且易验n1(bl—c2^酊)>a2c2Ma-蕴含着al—c2MEk=>0．从

而可得如下条件：

(i)(b1一C2Mo)(b2一elMo)>ClC2Mo+2，al(6l—c2Mo-)>a2c2Mo+

(ii)a2一(2bl+C1M孑)kl+(Mf+Mo)c2k2<0． (3．38)

其中k1和k2由(3．34)式给出．

定理3．3．2在假设旧)一(凰)成立的前提下，对于Neumann边界条件，若(3．38)
中的条件满足，那么问题(3．1)(3．2)在孬上存在唯一的了。周期光滑解0．另外，对

于在[％1，k2]中取值的任意初始函数≯(t，z)，问题(3．1)-(3．3)的解乱(t，z)满足如下的

渐近性：

熙阶，z)一e(t，岳)】_0 Vz∈再．

注：对于Robin边界条件，我们可以得到类似的结果．

3．4应用及数值模拟
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在这一节中，我们将给出有关时滞Volterra模型的一些数值结果．相应的空间区

域取为Q=(0，1)．

例一：我们考虑如下问题

若取

Ou(t，z)／ot—Au(t，。)=u0，茁)[o(t，z)一b(t，z)仳0，z)

一c(t，z)10 u(t一7-，z)dp(r)】
u(t，0)=钍(t，1)=0， t∈(0，+。。)，

u(t，。)=曲0，z)

(3．40)

(3 41)

由于带有零Dirichlet边界条件的一△算子在Q=(O，1)上的主特征是Al=丌2

a(t，z)=7．5+2 sin(2丌t)；b(t，z)=5+sin(27rt)； c【t，茁)=1；

p(r)2 iF{可；曲(。，z)2 81“(7rz)，

则M+(r)2南，M一(T)=0，且T=1．
由于

P地／(bl-c2蚜)=尚=2375，
a(t，。)+c(t，z)Jp朋i S a2+c2PMo=9．5+1 x 2．375×0=9．5<7r2，

从而a(a(t，z)+c(t，x)PMo)>0．依照定理3．3．』，问题(3．39)一(3．41)的平凡解0

是全局渐近稳定的(见图形F培1)．

例二：为了便于数值模拟，我们考察问题(3．1)一(3．3)的一种特例～在这种情况下时

滞不再变化．模型如下：

au(如)／挑一△u(¨)=札(抽)№z)山(∽)钍(∽)一c(姐)u(t～；，z)]，
(t，z)∈(0，+o。)×(0，1)， (3．42)

41
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咝攀：皇掣：o
dz Ox

u0，茹)=咖(亡，z)，

(3．43)

(3．44)

与例一中的问题(3．39)一(3．41)相对照可知此时M0+=1，Mo=0，如果取

a(t，z)=14+2 sin(21rt)； b(t，。)=30

c(t，。)=1+cos(27rt) 毋(亡，茁)=；【sin(7rz)+1．2】
则al=12，a2=16，b1=b2=30，C1=0，C2=2，而且

(61一c2Mff)(b2一ClMo)一ClC2Mo+2=(30—0)(30一o)一0=900>0

01(6l—c2^暂)一a2c2M0-=12 X(30—0)一16 X 2=328>0，

从而(3．38)中的条件(i)满足．由(3．34)式可得

， al(bl—c2Mo)一a2c2Mo+
如1 2—(bl-c2Mo)(b2-—clMo)-clc2M+2

12 X f30—0)一16×2 3282面=万订面而。丽；
． a2(62一clMo)一alclio+
k2

22—(—b—l———-———c—2—M———f———)—(—b——2——-———c—l——M———o—。)——-———c——l—c——2—M———+——2
16×(30—0)一0 16

=一(30一0)×(30—0)一o 30因此我们同样可以验证(3．38)中的条件(ii)也满足．

(3．45)

a2一(26l+el埘)七1+(Mf+朋o)c2七2

=16一(2×30+o)×丽328+(o+1)×2×磊
=16—24+丽96=一4．8<o． (3．46)

从而依照定理3．3，2，边值问题(3．42)(3．43)在【0，+oo)X【0，1】上存在唯一的周

期解日(周期为1)．而且对于初一边值问题(3．42)一(3．44)的解“(t，z)有如下的渐近

性(见图形Fig-2)：

tl。ira。。[u0，。)一o(t，z)】=0 V z∈【o，1】-

42

O

，

×佃扣㈣卜

∈

∈

0

曲0



华中科技大学硕士学位论文

4总结与思考

对于生物种群数量发展的模型，其种群密度的变化不仅受环境变化的影响，也会

受时滞的影响．一般而言，时滞对系统会带来振荡性影响，而时变系数相当于是给系统

加的强迫力，也会使系统产生振荡．对于含有离散时滞的Logistic方程(2．1)一(2．3)，我

们得到的渐近周期性的结果，其基本思想是对其系数加以控制．当系数发生周期性变

化时，这相当于系统受周期性强迫力的影响而产生周期性振荡．尤其是当系数c(t，X)

相对于o(t，X)和b(t，。)很小的时候，时滞的振荡影响就会比较小，从而就慢慢地被强

迫振荡掩盖掉了，因此导致了整个系统从渐近形态上看就趋向了强迫振荡的周期．

基于以上考虑，不难想到另外的一个方面，那就是系数c(t，o)并不小，时滞的影

响不可忽视，那么在什么条件下时滞引起的振荡性会掩盖外界的强迫振荡?

当然我们的这种通过先求拟解，再做差来估计不等式而得到周期解存在性的方

法，是可以应用到解决相应的方程组问题的．这样就可以解决一大类问题了，譬如各

种Lotka—Volterra方程组等．

对于Logistic模型，问题的研究是基于Hess．P【39]中的结论．其条件的提出是基

于a(t，X)和一△第一特征值的比较，从而一△的第一特征值就是一个容易产生分歧

的地方．所以我们也可以继续研究有关Hopf分歧问题．

又如对于与年龄阶段有关的时滞Logistic模型也可以进行研究．其生物学基础是

未成年的个体不参与生育，而成年的个体影响着种群数量的增长．在一定条件下，该

系统的种群密度发生周期性变化也是可能的．

又例如与癌变和药物作用相关的Logistic模型，其基本问题是定期对癌变实行药

物医治，考察在什么条件下此癌变会得到治愈?而什么情况下癌变会复发?

再如含非局部边界条件的时滞Logistic模型，其基本生物学背景是其区域边界上

的种群密度变化受该区域上的种群总量的影响．在这种情况下，我们也可以考察该种

群的生存与灭绝问题．

另外，当时滞Logistic模型中含有脉冲的影响时，其基本生物学背景是间断性放
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养和捕获．它与连续模型不同之处就是含有了第一类间断点．一般的研究是关注其系

统发生振荡性与否．但是到底是如何振荡的却并不清楚，就此我们也可以进行深入研

究．

44
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