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第五章第五章第五章第五章 相似矩阵及二次型相似矩阵及二次型相似矩阵及二次型相似矩阵及二次型

1111.... 试用施密特法把下列向量组正交化试用施密特法把下列向量组正交化试用施密特法把下列向量组正交化试用施密特法把下列向量组正交化::::

(1)(1)(1)(1)
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

931
421
111

) , ,( 321 aaaaaaaaaaaa ;;;;

解解解解 根据施密特正交化方法根据施密特正交化方法根据施密特正交化方法根据施密特正交化方法,,,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

1
1
1

11 aaaabbbb ,,,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛−
=−=

1
0
1

],[
],[

1
11

21
22 bbbbbbbbbbbb

aaaabbbbaaaabbbb ,,,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−−=

1
2
1

3
1

],[
],[

],[
],[

2
22

32
1

11

31
33 bbbbbbbbbbbb

aaaabbbbbbbbbbbbbbbb
aaaabbbbaaaabbbb ....

(2)(2)(2)(2)
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

011
101
110
111

) , ,( 321 aaaaaaaaaaaa ....

解解解解 根据施密特正交化方法根据施密特正交化方法根据施密特正交化方法根据施密特正交化方法,,,,

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−==
1
1
0
1

11 aaaabbbb ,,,,

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=−=

1
2
3
1

3
1

],[
],[

1
11

21
22 bbbbbbbbbbbb

aaaabbbbaaaabbbb ,,,,

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=−−=

4
3
3
1

5
1

],[
],[

],[
],[

2
22

32
1

11

31
33 bbbb

bbbbbbbb
aaaabbbbbbbb

bbbbbbbb
aaaabbbbaaaabbbb ....

2222.... 下列矩阵是不是正交阵下列矩阵是不是正交阵下列矩阵是不是正交阵下列矩阵是不是正交阵::::
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(1)(1)(1)(1)

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

1
2
1

3
1

2
11

2
1

3
1

2
11

;;;;

解解解解 此矩阵的第一个行向量非单位向量此矩阵的第一个行向量非单位向量此矩阵的第一个行向量非单位向量此矩阵的第一个行向量非单位向量,,,, 故不是正交阵故不是正交阵故不是正交阵故不是正交阵....

(2)(2)(2)(2)

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−−

9
7

9
4

9
4

9
4

9
1

9
8

9
4

9
8

9
1

....

解解解解 该方阵每一个行向量均是单位向量该方阵每一个行向量均是单位向量该方阵每一个行向量均是单位向量该方阵每一个行向量均是单位向量,,,, 且两两正交且两两正交且两两正交且两两正交,,,, 故为正交故为正交故为正交故为正交

阵阵阵阵....

3333.... 设设设设 xxxx为为为为 nnnn维列向量维列向量维列向量维列向量,,,, xxxxTTTTxxxx====1111,,,, 令令令令HHHH====EEEE−−−−2222xxxxxxxxTTTT,,,, 证证证证明明明明HHHH是对称的正是对称的正是对称的正是对称的正

交阵交阵交阵交阵....

证明证明证明证明 因为因为因为因为

HHHHTTTT====((((EEEE−−−−2222xxxxxxxxTTTT))))TTTT====EEEE−−−−2(2(2(2(xxxxxxxxTTTT))))TTTT====EEEE−−−−2(2(2(2(xxxxxxxxTTTT))))TTTT

====EEEE−−−−2(2(2(2(xxxxTTTT))))TTTTxxxxTTTT====EEEE−−−−2222xxxxxxxxTTTT,,,,

所以所以所以所以HHHH 是对称矩阵是对称矩阵是对称矩阵是对称矩阵....

因为因为因为因为

HHHHTTTTHHHH====HHHHHHHH====((((EEEE−−−−2222xxxxxxxxTTTT)()()()(EEEE−−−−2222xxxxxxxxTTTT))))
====EEEE−−−−2222xxxxxxxxTTTT−−−−2222xxxxxxxxTTTT++++(2(2(2(2xxxxxxxxTTTT)(2)(2)(2)(2xxxxxxxxTTTT))))
====EEEE−−−−4444xxxxxxxxTTTT++++4444xxxx((((xxxxTTTTxxxx))))xxxxTTTT

====EEEE−−−−4444xxxxxxxxTTTT++++4444xxxxxxxxTTTT

====EEEE,,,,

所以所以所以所以HHHH 是正交矩阵是正交矩阵是正交矩阵是正交矩阵....

4444.... 设设设设 AAAA 与与与与 BBBB 都是都是都是都是 nnnn 阶正交阵阶正交阵阶正交阵阶正交阵,,,, 证明证明证明证明 ABABABAB也是正交阵也是正交阵也是正交阵也是正交阵....

证明证明证明证明 因为因为因为因为 AAAA,,,, BBBB 是是是是 nnnn 阶正交阵阶正交阵阶正交阵阶正交阵,,,, 故故故故 AAAA−−−−1111====AAAATTTT,,,, BBBB−−−−1111====BBBBTTTT,,,,
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((((ABABABAB))))TTTT((((ABABABAB))))====BBBBTTTTAAAATTTTABABABAB====BBBB−−−−1111AAAA−−−−1111ABABABAB====EEEE,,,,

故故故故 ABABABAB也是正交阵也是正交阵也是正交阵也是正交阵....

5555.... 求下列矩阵的特征值和特征向量求下列矩阵的特征值和特征向量求下列矩阵的特征值和特征向量求下列矩阵的特征值和特征向量::::

(1)(1)(1)(1)
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−
−

201
335
212

;;;;

解解解解 3)1(
201
335
212

|| +−=
−−−

−−
−−

=− λ
λ

λ
λ

λEA ,,,,

故故故故 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ====−−−−1111((((三重三重三重三重))))....

对于特征值对于特征值对于特征值对于特征值λλλλ====−−−−1111,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−
−

=+
000
110
101

101
325
213

~EA ,,,,

得方程得方程得方程得方程((((AAAA++++EEEE))))xxxx====0000的基础解的基础解的基础解的基础解系系系系pppp1111====(1(1(1(1,,,, 1111,,,, −−−−1)1)1)1)TTTT,,,, 向向向向量量量量pppp1111就是对应于特征值就是对应于特征值就是对应于特征值就是对应于特征值

λλλλ====−−−−1111 的特征值向量的特征值向量的特征值向量的特征值向量....

(2)(2)(2)(2)
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

633
312
321

;;;;

解解解解 )9)(1(
633

312
321

|| −+−=
−

−
−

=− λλλ
λ

λ
λ

λEA ,,,,

故故故故 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====0000,,,, λλλλ2222====−−−−1111,,,, λλλλ3333====9999....

对于特征值对于特征值对于特征值对于特征值λλλλ1111====0000,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

000
110
321

633
312
321

~A ,,,,

得方得方得方得方程程程程AAAAxxxx====0000 的基础解的基础解的基础解的基础解系系系系 pppp1111====((((−−−−1111,,,, −−−−1111,,,, 1)1)1)1)TTTT,,,, 向向向向量量量量 pppp1111是对应于特征值是对应于特征值是对应于特征值是对应于特征值λλλλ1111====0000

的特征值向量的特征值向量的特征值向量的特征值向量....
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对于特征值对于特征值对于特征值对于特征值λλλλ2222====−−−−1111,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=+

000
100
322

733
322
322

~EA ,,,,

得方程得方程得方程得方程((((AAAA++++EEEE))))xxxx====0000的基础解的基础解的基础解的基础解系系系系pppp2222====((((−−−−1111,,,, 1111,,,, 0)0)0)0)TTTT,,,, 向向向向量量量量pppp2222就是对应于特征值就是对应于特征值就是对应于特征值就是对应于特征值

λλλλ2222====−−−−1111 的特征值向量的特征值向量的特征值向量的特征值向量....

对于特征值对于特征值对于特征值对于特征值λλλλ3333====9999,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=−

000
2
110
111

333
382
328

9 ~EA ,,,,

得方程得方程得方程得方程((((AAAA−−−−9999EEEE))))xxxx====0000 的基础解系的基础解系的基础解系的基础解系 pppp3333====(1(1(1(1/2/2/2/2,,,, 1111/2/2/2/2,,,, 1)1)1)1)TTTT,,,, 向量向量向量向量 pppp3333 就是对应于特就是对应于特就是对应于特就是对应于特

征值征值征值征值λλλλ3333====9999 的特征值向量的特征值向量的特征值向量的特征值向量....

(3)(3)(3)(3)
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0001
0010
0100
1000

....

解解解解 22 )1()1(
001

010
010
100

|| +−=
−

−
−

−
=− λλ

λ
λ

λ
λ

λEA ,,,,

故故故故 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====λλλλ2222====−−−−1111,,,, λλλλ3333====λλλλ4444====1111....

对于特征值对于特征值对于特征值对于特征值λλλλ1111====λλλλ2222====−−−−1111,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=+

0000
0000
0110
1001

1001
0110
0110
1001

~EA ,,,,

得方程得方程得方程得方程((((AAAA++++EEEE))))xxxx====0000 的基础解的基础解的基础解的基础解系系系系pppp1111====((((1111,,,, 0000,,,, 0000,,,, −−−−1111))))TTTT,,,, pppp2222====((((0000,,,, 1111,,,, −−−−1111,,,, 0000))))TTTT,,,, 向向向向量量量量pppp1111

和和和和 pppp2222 是对应于特征值是对应于特征值是对应于特征值是对应于特征值λλλλ1111====λλλλ2222====−−−−1111 的线性无关特征值向量的线性无关特征值向量的线性无关特征值向量的线性无关特征值向量....

对于特征值对于特征值对于特征值对于特征值λλλλ3333====λλλλ4444====1111,,,, 由由由由
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

=−
0000
0000
0110
1001

1001
0110
0110
1001

~EA ,,,,

得方程得方程得方程得方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000 的基础解系的基础解系的基础解系的基础解系 pppp3333====((((1111,,,, 0000,,,, 0000,,,, 1111))))TTTT,,,, pppp4444====((((0000,,,, 1111,,,, 1111,,,, 0000))))TTTT,,,, 向量向量向量向量 pppp3333

和和和和 pppp4444 是对应于特征值是对应于特征值是对应于特征值是对应于特征值λλλλ3333====λλλλ4444====1111 的线性无关特征值向量的线性无关特征值向量的线性无关特征值向量的线性无关特征值向量....

6666.... 设设设设 AAAA 为为为为 nnnn 阶矩阵阶矩阵阶矩阵阶矩阵,,,, 证明证明证明证明 AAAATTTT与与与与 AAAA 的特征值相同的特征值相同的特征值相同的特征值相同....

证明证明证明证明 因为因为因为因为

||||AAAATTTT−−−−λλλλEEEE||||====|(|(|(|(AAAA−−−−λλλλEEEE))))TTTT||||====||||AAAA−−−−λλλλEEEE||||TTTT====||||AAAA−−−−λλλλEEEE||||,,,,

所以所以所以所以 AAAATTTT与与与与 AAAA 的特征多项式相同的特征多项式相同的特征多项式相同的特征多项式相同,,,, 从而从而从而从而 AAAATTTT与与与与 AAAA 的特征值相同的特征值相同的特征值相同的特征值相同....

7777.... 设设设设 nnnn 阶矩阵阶矩阵阶矩阵阶矩阵 AAAA、、、、BBBB 满足满足满足满足 RRRR((((AAAA))))++++RRRR((((BBBB))))<<<<nnnn,,,, 证明证明证明证明 AAAA 与与与与 BBBB 有公共的特有公共的特有公共的特有公共的特

征值征值征值征值,,,, 有公共的特征向量有公共的特征向量有公共的特征向量有公共的特征向量....

证明证明证明证明 设设设设 RRRR((((AAAA))))====rrrr,,,, RRRR((((BBBB))))====tttt,,,, 则则则则 rrrr++++tttt<<<<nnnn....

若若若若 aaaa1111,,,, aaaa2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, aaaannnn−−−−rrrr是齐次方程组是齐次方程组是齐次方程组是齐次方程组 AAAAxxxx====0000 的基础解系的基础解系的基础解系的基础解系,,,, 显然它们是显然它们是显然它们是显然它们是 AAAA

的对应于特征值的对应于特征值的对应于特征值的对应于特征值λλλλ====0000 的线性无关的特征向量的线性无关的特征向量的线性无关的特征向量的线性无关的特征向量....

类似地类似地类似地类似地,,,, 设设设设bbbb1111,,,, bbbb2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, bbbbnnnn−−−−tttt是齐次方程是齐次方程是齐次方程是齐次方程组组组组BBBBxxxx====0000 的基础解系的基础解系的基础解系的基础解系,,,, 则它们则它们则它们则它们

是是是是 BBBB的对应于特征值的对应于特征值的对应于特征值的对应于特征值λλλλ====0000 的线性无关的特征向量的线性无关的特征向量的线性无关的特征向量的线性无关的特征向量....

由于由于由于由于((((nnnn−−−−rrrr))))++++((((nnnn−−−−tttt))))====nnnn++++((((nnnn−−−−rrrr−−−−tttt))))>>>>nnnn,,,, 故故故故 aaaa1111,,,, aaaa2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, aaaannnn−−−−rrrr,,,, bbbb1111,,,, bbbb2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, bbbbnnnn−−−−tttt必必必必

线性相关线性相关线性相关线性相关.... 于是有不全为于是有不全为于是有不全为于是有不全为 0000 的数的数的数的数 kkkk1111,,,, kkkk2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, kkkknnnn−−−−rrrr,,,, llll1111,,,, llll2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, llllnnnn−−−−tttt,,,, 使使使使

kkkk1111aaaa1111++++kkkk2222aaaa2222++++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ++++kkkknnnn−−−−rrrraaaannnn−−−−rrrr++++llll1111bbbb1111++++llll2222bbbb2222++++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ++++llllnnnn−−−−rrrrbbbbnnnn−−−−rrrr====0000....

记记记记 γγγγ====kkkk1111aaaa1111++++kkkk2222aaaa2222++++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ++++kkkknnnn−−−−rrrraaaannnn−−−−rrrr====−−−−((((llll1111bbbb1111++++llll2222bbbb2222++++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ++++llllnnnn−−−−rrrrbbbbnnnn−−−−rrrr)))),,,,

则则则则 kkkk1111,,,, kkkk2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, kkkknnnn−−−−rrrr不全为不全为不全为不全为 0000,,,, 否则否则否则否则 llll1111,,,, llll2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, llllnnnn−−−−tttt不全为不全为不全为不全为 0000,,,, 而而而而

llll1111bbbb1111++++llll2222bbbb2222++++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ++++llllnnnn−−−−rrrrbbbbnnnn−−−−rrrr====0000,,,,

与与与与 bbbb1111,,,, bbbb2222,,,, ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅,,,, bbbbnnnn−−−−tttt线性无关相矛盾线性无关相矛盾线性无关相矛盾线性无关相矛盾....

因此因此因此因此,,,, γγγγ≠≠≠≠0000,,,, γγγγ是是是是 AAAA 的也是的也是的也是的也是 BBBB 的关于的关于的关于的关于λλλλ====0000 的特征向量的特征向量的特征向量的特征向量,,,, 所以所以所以所以 AAAA 与与与与 BBBB
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有公共的特征值有公共的特征值有公共的特征值有公共的特征值,,,, 有公共的特征向量有公共的特征向量有公共的特征向量有公共的特征向量....

8888.... 设设设设 AAAA2222−−−−3333AAAA++++2222EEEE====OOOO,,,, 证明证明证明证明 AAAA 的特征值只能取的特征值只能取的特征值只能取的特征值只能取 1111 或或或或 2222....

证明证明证明证明 设设设设λλλλ是是是是 AAAA的任意一个特征值的任意一个特征值的任意一个特征值的任意一个特征值,,,, xxxx是是是是 AAAA的对应于的对应于的对应于的对应于λλλλ的特征向量的特征向量的特征向量的特征向量

,,,, 则则则则

((((AAAA2222−−−−3333AAAA++++2222EEEE))))xxxx====λλλλ2222xxxx−−−−3333λλλλxxxx++++2222xxxx====((((λλλλ2222−−−−3333λλλλ++++2)2)2)2)xxxx====0000....

因为因为因为因为 xxxx≠≠≠≠0000,,,, 所以所以所以所以λλλλ2222−−−−3333λλλλ++++2222====0000,,,, 即即即即λλλλ是方程是方程是方程是方程λλλλ2222−−−−3333λλλλ++++2222====0000 的根的根的根的根,,,, 也就是说也就是说也就是说也就是说λλλλ====1111

或或或或λλλλ====2222....

9999.... 设设设设 AAAA 为正交阵为正交阵为正交阵为正交阵,,,, 且且且且||||AAAA||||====−−−−1111,,,, 证明证明证明证明λλλλ====−−−−1111 是是是是 AAAA 的特征值的特征值的特征值的特征值....

证明证明证明证明 因为因为因为因为 AAAA为正交矩阵为正交矩阵为正交矩阵为正交矩阵,,,, 所以所以所以所以 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为−−−−1111 或或或或 1111....

因为因为因为因为||||AAAA||||等于所有特征值之积等于所有特征值之积等于所有特征值之积等于所有特征值之积,,,, 又又又又||||AAAA||||====−−−−1111,,,, 所以必有奇数个特征值所以必有奇数个特征值所以必有奇数个特征值所以必有奇数个特征值

为为为为−−−−1111,,,, 即即即即λλλλ====−−−−1111 是是是是 AAAA的特征值的特征值的特征值的特征值....

10101010.... 设设设设λλλλ≠≠≠≠0000 是是是是 mmmm 阶矩阵阶矩阵阶矩阵阶矩阵 AAAAmmmm××××nnnnBBBBnnnn××××mmmm的特征值的特征值的特征值的特征值,,,, 证明证明证明证明λλλλ也是也是也是也是 nnnn 阶矩阶矩阶矩阶矩阵阵阵阵

BABABABA 的特征值的特征值的特征值的特征值....

证明证明证明证明 设设设设 xxxx 是是是是 ABABABAB 的对应于的对应于的对应于的对应于λλλλ≠≠≠≠0000 的特征向量的特征向量的特征向量的特征向量,,,, 则有则有则有则有

((((ABABABAB))))xxxx====λλλλxxxx,,,,

于是于是于是于是 BBBB((((ABABABAB))))xxxx====BBBB((((λλλλxxxx)))),,,,

或或或或 BABABABA((((BBBB xxxx))))====λλλλ((((BBBBxxxx)))),,,,

从而从而从而从而λλλλ是是是是 BABABABA 的特征值的特征值的特征值的特征值,,,, 且且且且 BBBBxxxx 是是是是 BABABABA的对应于的对应于的对应于的对应于λλλλ的特征向量的特征向量的特征向量的特征向量....

11111111.... 已知已知已知已知 3333 阶矩阵阶矩阵阶矩阵阶矩阵 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为 1111,,,, 2222,,,, 3333,,,, 求求求求||||AAAA3333−−−−5555AAAA2222++++7777AAAA||||....

解解解解 令令令令ϕϕϕϕ((((λλλλ))))====λλλλ3333−−−−5555λλλλ2222++++7777λλλλ,,,, 则则则则ϕϕϕϕ(1)(1)(1)(1)====3333,,,, ϕϕϕϕ(2)(2)(2)(2)====2222,,,, ϕϕϕϕ(3)(3)(3)(3)====3333 是是是是ϕϕϕϕ((((AAAA))))的特征的特征的特征的特征

值值值值,,,, 故故故故

||||AAAA3333−−−−5555AAAA2222++++7777AAAA||||====||||ϕϕϕϕ((((AAAA)|)|)|)|====ϕϕϕϕ(1)(1)(1)(1)⋅⋅⋅⋅ϕϕϕϕ(2)(2)(2)(2)⋅⋅⋅⋅ϕϕϕϕ(3)(3)(3)(3)====3333××××2222××××3333====18181818....

12121212.... 已知已知已知已知 3333 阶矩阵阶矩阵阶矩阵阶矩阵 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为 1111,,,, 2222,,,, −−−−3333,,,, 求求求求||||AAAA****++++3333AAAA++++2222EEEE||||....
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解解解解 因为因为因为因为||||AAAA||||====1111××××2222××××((((−−−−3)3)3)3)====−−−−6666≠≠≠≠0000,,,, 所以所以所以所以 AAAA 可逆可逆可逆可逆,,,, 故故故故

AAAA****====||||AAAA||||AAAA−−−−1111====−−−−6666AAAA−−−−1111,,,,
AAAA****++++3333AAAA++++2222EEEE====−−−−6666AAAA−−−−1111++++3333AAAA++++2222EEEE....

令令令令ϕϕϕϕ((((λλλλ))))====−−−−6666λλλλ−−−−1111++++3333λλλλ2222++++2222,,,, 则则则则ϕϕϕϕ(1)(1)(1)(1)====−−−−1111,,,, ϕϕϕϕ(2)(2)(2)(2)====5555,,,, ϕϕϕϕ((((−−−−3)3)3)3)====−−−−5555 是是是是ϕϕϕϕ((((AAAA))))的特征的特征的特征的特征

值值值值,,,, 故故故故

||||AAAA****++++3333AAAA++++2222EEEE||||====||||−−−−6666AAAA−−−−1111++++3333AAAA++++2222EEEE||||====||||ϕϕϕϕ((((AAAA)|)|)|)|
====ϕϕϕϕ(1)(1)(1)(1)⋅⋅⋅⋅ϕϕϕϕ(2)(2)(2)(2)⋅⋅⋅⋅ϕϕϕϕ((((−−−−3)3)3)3)====−−−−1111××××5555××××((((−−−−5555))))====25252525....

13131313.... 设设设设 AAAA、、、、BBBB 都是都是都是都是 nnnn 阶矩阵阶矩阵阶矩阵阶矩阵,,,, 且且且且 AAAA 可逆可逆可逆可逆,,,, 证明证明证明证明 ABABABAB 与与与与 BABABABA 相相相相

似似似似....

证明证明证明证明 取取取取 PPPP====AAAA,,,, 则则则则

PPPP−−−−1111ABPABPABPABP====AAAA−−−−1111ABAABAABAABA====BBBBAAAA,,,,

即即即即 ABABABAB与与与与 BABABABA 相似相似相似相似....

14141414.... 设矩阵设矩阵设矩阵设矩阵
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

504
13

102
xA 可相似对角化可相似对角化可相似对角化可相似对角化,,,, 求求求求 xxxx....

解解解解 由由由由

)6()1(
504

13
102

|| 2 −−−=
−

−
−

=− λλ
λ

λ
λ

λ xEA ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====6666,,,, λλλλ2222====λλλλ3333====1111....

因为因为因为因为 AAAA 可相似对角化可相似对角化可相似对角化可相似对角化,,,, 所以对于所以对于所以对于所以对于λλλλ2222====λλλλ3333====1111,,,, 齐次线性方程组齐次线性方程组齐次线性方程组齐次线性方程组

((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000 有两个线性无关的解有两个线性无关的解有两个线性无关的解有两个线性无关的解,,,, 因此因此因此因此 RRRR((((AAAA−−−−EEEE))))====1111.... 由由由由

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=−

000
300

101

404
03

101
)( ~ xxEA

r

知当知当知当知当 xxxx====3333 时时时时 RRRR((((AAAA−−−−EEEE))))====1111,,,, 即即即即 xxxx====3333 为所求为所求为所求为所求....
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15151515.... 已知已知已知已知 pppp====(1(1(1(1,,,, 1111,,,, −−−−1)1)1)1)TTTT是矩阵是矩阵是矩阵是矩阵
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−

−
=

21
35
212

b
aA 的一个特征向量的一个特征向量的一个特征向量的一个特征向量....

(1)(1)(1)(1)求参数求参数求参数求参数 aaaa,,,, bbbb 及特征向量及特征向量及特征向量及特征向量 pppp 所对应的特征值所对应的特征值所对应的特征值所对应的特征值;;;;

解解解解 设设设设λλλλ是特征向量是特征向量是特征向量是特征向量 pppp 所对应的特征值所对应的特征值所对应的特征值所对应的特征值,,,, 则则则则

((((AAAA−−−−λλλλEEEE))))pppp====0000,,,, 即即即即
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−−
−
−−

0
0
0

1
1
1

21
35
212

λ
λ

λ

b
a ,,,,

解之得解之得解之得解之得λλλλ====−−−−1111,,,, aaaa====−−−−3333,,,, bbbb====0000....

(2)(2)(2)(2)问问问问 AAAA 能不能相似对角化？并说明理由能不能相似对角化？并说明理由能不能相似对角化？并说明理由能不能相似对角化？并说明理由....

解解解解 由由由由

3)1(
201
335
212

|| −−=
−−−

−−
−−

=− λ
λ

λ
λ

λEA ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====λλλλ2222====λλλλ3333====1111....

由由由由

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=−
000
110

101

11
325
211

~r
b

EA

知知知知 RRRR((((AAAA−−−−EEEE))))====2222,,,, 所以齐次线性方程组所以齐次线性方程组所以齐次线性方程组所以齐次线性方程组((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000 的基础解系只有一个解的基础解系只有一个解的基础解系只有一个解的基础解系只有一个解

向量向量向量向量.... 因此因此因此因此 AAAA不能相似对角化不能相似对角化不能相似对角化不能相似对角化....

16161616.... 试求一个正交的相似变换矩阵试求一个正交的相似变换矩阵试求一个正交的相似变换矩阵试求一个正交的相似变换矩阵,,,, 将下列对称阵化为对角阵将下列对称阵化为对角阵将下列对称阵化为对角阵将下列对称阵化为对角阵::::

(1)(1)(1)(1)
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−

−

020
212

022
;;;;

解解解解 将所给矩阵记为将所给矩阵记为将所给矩阵记为将所给矩阵记为 AAAA.... 由由由由

λ
λ

λ
λ

−−
−−−

−−
=−

20
212

022
EA ====((((1111−−−−λλλλ)()()()(λλλλ−−−−4)(4)(4)(4)(λλλλ++++2)2)2)2),,,,

得矩阵得矩阵得矩阵得矩阵 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====−−−−2222,,,, λλλλ2222====1111,,,, λλλλ3333====4444....
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对于对于对于对于λλλλ1111====−−−−2222,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA++++2222EEEE))))xxxx====0000,,,, 即即即即

0
220
232

024

3

2

1
=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−

−

x
x
x

,,,,

得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(1(1(1(1,,,, 2222,,,, 2)2)2)2)TTTT ,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得 T)
3
2 ,

3
2 ,

3
1(1=pppp ....

对于对于对于对于λλλλ2222====1111,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000,,,, 即即即即

0
120
202
021

3

2

1
=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−−

−

x
x
x

,,,,

得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(2(2(2(2,,,, 1111,,,, −−−−2)2)2)2)TTTT ,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得 T)
3
2 ,

3
1 ,

3
2(2 −=pppp ....

对于对于对于对于λλλλ3333====4444,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−4444EEEE))))xxxx====0000,,,, 即即即即

0
420
232

022

3

2

1
=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−−−

−−

x
x
x

,,,,

得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(2(2(2(2,,,, −−−−2222,,,, 1)1)1)1)TTTT ,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得 T)
3
1 ,

3
2 ,

3
2(3 −=pppp ....

于是有正交阵于是有正交阵于是有正交阵于是有正交阵 PPPP====((((pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333)))),,,, 使使使使 PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(diag(diag(diag(−−−−2222,,,, 1111,,,, 4)4)4)4)....

(2)(2)(2)(2)
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−
−

542
452
222
....

解解解解 将所给矩阵记为将所给矩阵记为将所给矩阵记为将所给矩阵记为 AAAA.... 由由由由

λ
λ

λ
λ

−−−
−−
−−

=−
542

452
222

EA ====−−−−((((λλλλ−−−−1)1)1)1)2222((((λλλλ−−−−10)10)10)10),,,,

得矩阵得矩阵得矩阵得矩阵 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====λλλλ2222====1111,,,, λλλλ3333====10101010....

对于对于对于对于λλλλ1111====λλλλ2222====1111,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000,,,, 即即即即

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−
−

0
0
0

442
442
221

3

2

1

x
x
x

,,,,
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得线性无关特征向量得线性无关特征向量得线性无关特征向量得线性无关特征向量((((−−−−2222,,,, 1111,,,, 0)0)0)0)TTTT和和和和(2(2(2(2,,,, 0000,,,, 1)1)1)1)TTTT ,,,, 将它们正交化将它们正交化将它们正交化将它们正交化、、、、单位化得单位化得单位化得单位化得

T0) 1, ,2(
5

1
1 −=pppp ,,,, T5) ,4 ,2(

53
1

2=pppp ....

对于对于对于对于λλλλ3333====10101010,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−10101010EEEE))))xxxx====0000,,,, 即即即即

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−−
−−
−−

0
0
0

542
452
228

3

2

1

x
x
x

,,,,

得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量((((−−−−1111,,,, −−−−2222,,,, 2)2)2)2)TTTT ,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得 T)2 ,2 ,1(
3
1

3 −−=pppp ....

于是有正交阵于是有正交阵于是有正交阵于是有正交阵 PPPP====((((pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333)))),,,, 使使使使 PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(1diag(1diag(1diag(1,,,, 1111,,,, 10)10)10)10)....

17171717.... 设矩阵设矩阵设矩阵设矩阵
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−−
−−

=
124
22
421

xA 与与与与
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=Λ

y
4

5
相似相似相似相似,,,, 求求求求 xxxx,,,, yyyy;;;; 并求并求并求并求

一个正交阵一个正交阵一个正交阵一个正交阵 PPPP,,,, 使使使使 PPPP−−−−1111APAPAPAP====ΛΛΛΛ....

解解解解 已知相似矩阵有相同的特征值已知相似矩阵有相同的特征值已知相似矩阵有相同的特征值已知相似矩阵有相同的特征值,,,, 显然显然显然显然λλλλ====5555,,,, λλλλ====−−−−4444,,,, λλλλ====yyyy 是是是是ΛΛΛΛ的的的的

特征值特征值特征值特征值,,,, 故它们也是故它们也是故它们也是故它们也是 AAAA 的特征值的特征值的特征值的特征值.... 因为因为因为因为λλλλ====−−−−4444 是是是是 AAAA 的特征值的特征值的特征值的特征值,,,, 所以所以所以所以

0)4(9
524
242
425

|4| =−=
−−

−+−
−−

=+ xxEA ,,,,

解之得解之得解之得解之得 xxxx====4444....

已知相似矩阵的行列式相同已知相似矩阵的行列式相同已知相似矩阵的行列式相同已知相似矩阵的行列式相同,,,, 因为因为因为因为

100
124
242
421

|| −=
−−

−−−
−−

=A ,,,, y
y

204
5

|| −=−=Λ ,,,,

所以所以所以所以−−−−20202020yyyy====−−−−100100100100,,,, yyyy====5555....

对于对于对于对于λλλλ====5555,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−5555EEEE))))xxxx====0000,,,, 得两个线性无关的特征向量得两个线性无关的特征向量得两个线性无关的特征向量得两个线性无关的特征向量(1(1(1(1,,,, 0000,,,,

−−−−1)1)1)1)TTTT,,,, (1(1(1(1,,,, −−−−2222,,,, 0000))))TTTT.... 将它们正交化、单位化得将它们正交化、单位化得将它们正交化、单位化得将它们正交化、单位化得

T)1 ,0 ,1(
2

1
1 −=pppp ,,,, T)1 ,4 ,1(

23
1

2 −=pppp ....



78

对于对于对于对于λλλλ====−−−−4444,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA++++4444EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(2(2(2(2,,,, 1111,,,, 2)2)2)2)TTTT,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得

T)2 ,1 ,2(
3
1

3=pppp ....

于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=

23
1

3
2

2
1

23
4

3
10

23
1

3
2

2
1

P ,,,, 使使使使 PPPP−−−−1111APAPAPAP====ΛΛΛΛ....

18181818.... 设设设设3333阶方阶方阶方阶方阵阵阵阵AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====2222,,,, λλλλ2222====−−−−2222,,,, λλλλ3333====1111;;;; 对应的特征向量对应的特征向量对应的特征向量对应的特征向量

依次为依次为依次为依次为 pppp1111====((((0000,,,, 1111,,,, 1)1)1)1)TTTT,,,, pppp2222====(1(1(1(1,,,, 1111,,,, 1)1)1)1)TTTT,,,, pppp3333====(1(1(1(1,,,, 1111,,,, 0000))))TTTT,,,, 求求求求 AAAA....

解解解解 令令令令 PPPP====((((pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333)))),,,, 则则则则 PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(2diag(2diag(2diag(2,,,, −−−−2222,,,, 1)1)1)1)====ΛΛΛΛ,,,, AAAA====PPPPΛΛΛΛPPPP−−−−1111....

因为因为因为因为

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−

−

110
111
011

011
111
110 1

1P ,,,,

所以所以所以所以
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=Λ= −

110
111
011

100
020
002

011
111
110

1PPA
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−−
−−

=
244
354
331
....

19191919.... 设设设设 3333 阶对称阵阶对称阵阶对称阵阶对称阵 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====1111,,,, λλλλ2222====−−−−1111,,,, λλλλ3333====0000;;;; 对应对应对应对应λλλλ1111、、、、λλλλ2222

的特征向量依次为的特征向量依次为的特征向量依次为的特征向量依次为 pppp1111====(1(1(1(1,,,, 2222,,,, 2)2)2)2)TTTT,,,, pppp2222====(2(2(2(2,,,, 1111,,,, −−−−2)2)2)2)TTTT,,,, 求求求求 AAAA....

解解解解 设设设设 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

653

542

321

xxx
xxx
xxx

A ,,,, 则则则则 AAAApppp1111====2222pppp1111,,,, AAAApppp2222====−−−−2222pppp2222,,,, 即即即即

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
=++

222
222
122

653

542

321

xxx
xxx
xxx

,,,, −−−−−−−−−−−−①①①①

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
−=−+
−=−+

222
122
222

653

542

321

xxx
xxx
xxx

.... −−−−−−−−−−−−②②②②

再由特征值的性质再由特征值的性质再由特征值的性质再由特征值的性质,,,, 有有有有
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xxxx1111++++xxxx4444++++xxxx6666====λλλλ1111++++λλλλ2222++++λλλλ3333====0000.... −−−−−−−−−−−−③③③③

由由由由①②③①②③①②③①②③解得解得解得解得

61 2
1

3
1 xx −−= ,,,, 62 2

1 xx = ,,,, 63 4
1

3
2 xx −= ,,,,

64 2
1

3
1 xx −= ,,,, 65 4

1
3
2 xx += ....

令 xxxx6666====0000,,,, 得
3
1

1 −=x ,,,, xxxx2222====0000,,,,
3
2

3=x ,,,,
3
1

4=x ,,,,
3
2

5=x ....

因此
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛−
=

022
210
201

3
1A ....

20202020.... 设设设设 3333 阶对称矩阵阶对称矩阵阶对称矩阵阶对称矩阵 AAAA 的特征值的特征值的特征值的特征值λλλλ1111====6666,,,, λλλλ2222====3333,,,, λλλλ3333====3333,,,, 与特征值与特征值与特征值与特征值λλλλ1111====6666

对应的特征向量为对应的特征向量为对应的特征向量为对应的特征向量为 pppp1111====(1(1(1(1,,,, 1111,,,, 1)1)1)1)TTTT,,,, 求求求求 AAAA....

解解解解 设设设设 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

653

542

321

xxx
xxx
xxx

A ....

因为因为因为因为λλλλ1111====6666 对应的特征向量为对应的特征向量为对应的特征向量为对应的特征向量为 pppp1111====(1(1(1(1,,,, 1111,,,, 1)1)1)1)TTTT,,,, 所以有所以有所以有所以有

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

1
1
1

6
1
1
1

A ,,,, 即即即即
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
=++

6
6
6

653

542

321

xxx
xxx
xxx

−−−−−−−−−−−−①①①①....

λλλλ2222====λλλλ3333====3333 是是是是 AAAA 的二重特征值的二重特征值的二重特征值的二重特征值,,,, 根据实对称矩阵的性质定理根据实对称矩阵的性质定理根据实对称矩阵的性质定理根据实对称矩阵的性质定理知知知知

RRRR((((AAAA−−−−3333EEEE))))====1111.... 利用利用利用利用①①①①可推出可推出可推出可推出

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=−

3
3

111

3
3

3
3

653

542

653

542

321 ~
xxx
xxx

xxx
xxx
xxx

EA ....

因为因为因为因为 RRRR((((AAAA−−−−3333EEEE))))====1111,,,, 所以所以所以所以 xxxx2222====xxxx4444−−−−3333====xxxx5555 且且且且 xxxx3333====xxxx5555====xxxx6666−−−−3333,,,, 解之得解之得解之得解之得

xxxx2222====xxxx3333====xxxx5555====1111,,,, xxxx1111====xxxx4444====xxxx6666====4444....

因此因此因此因此
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

411
141
114

A ....

21212121.... 设设设设 aaaa====((((aaaa1111,,,, aaaa2222,,,, ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅,,,, aaaannnn))))TTTT ,,,, aaaa1111≠≠≠≠0000,,,, AAAA====aaaaaaaaTTTT....
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(1)(1)(1)(1)证明证明证明证明λλλλ====0000 是是是是 AAAA 的的的的 nnnn−−−−1111 重特征值重特征值重特征值重特征值;;;;

证明证明证明证明 设设设设λλλλ是是是是 AAAA的任意一个特征值的任意一个特征值的任意一个特征值的任意一个特征值,,,, xxxx是是是是 AAAA的对应于的对应于的对应于的对应于λλλλ的特征向量的特征向量的特征向量的特征向量

,,,, 则有则有则有则有

AAAAxxxx====λλλλxxxx,,,,
λλλλ2222xxxx====AAAA2222xxxx====aaaaaaaaTTTTaaaaaaaaTTTTxxxx====aaaaTTTTaaaaAAAAxxxx====λλλλaaaaTTTTaaaaxxxx,,,,

于是可得于是可得于是可得于是可得λλλλ2222====λλλλaaaaTTTTaaaa,,,, 从而从而从而从而λλλλ====0000 或或或或λλλλ====aaaaTTTTaaaa....

设设设设λλλλ1111,,,, λλλλ2222,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, λλλλnnnn是是是是 AAAA 的所有特征值的所有特征值的所有特征值的所有特征值,,,, 因为因为因为因为 AAAA====aaaaaaaaTTTT的主对角线性上的主对角线性上的主对角线性上的主对角线性上

的元素为的元素为的元素为的元素为 aaaa11112222,,,, aaaa22222222,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, aaaannnn2222,,,, 所以所以所以所以

aaaa11112222++++aaaa22222222++++ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++aaaannnn2222====aaaaTTTTaaaa====λλλλ1111++++λλλλ2222++++ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++λλλλnnnn,,,,

这说明在这说明在这说明在这说明在λλλλ1111,,,, λλλλ2222,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, λλλλnnnn中有且只有一个等于中有且只有一个等于中有且只有一个等于中有且只有一个等于 aaaaTTTTaaaa,,,, 而其余而其余而其余而其余 nnnn−−−−1111 个全个全个全个全为为为为

0000,,,, 即即即即λλλλ====0000 是是是是 AAAA的的的的 nnnn−−−−1111 重特征值重特征值重特征值重特征值....

((((2222))))求求求求 AAAA 的非零特征值及的非零特征值及的非零特征值及的非零特征值及 nnnn 个线性无关的特征向量个线性无关的特征向量个线性无关的特征向量个线性无关的特征向量....

解解解解 设设设设λλλλ1111====aaaaTTTTaaaa,,,, λλλλ2222==== ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ====λλλλnnnn====0000....

因因因因为为为为AAAAaaaa====aaaaaaaaTTTTaaaa====((((aaaaTTTTaaaa))))aaaa====λλλλ1111aaaa,,,, 所所所所以以以以pppp1111====aaaa是对应于是对应于是对应于是对应于λλλλ1111====aaaaTTTTaaaa的特征向量的特征向量的特征向量的特征向量

....

对于对于对于对于λλλλ2222==== ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ====λλλλnnnn====0000,,,, 解方程解方程解方程解方程 AAAAxxxx====0000,,,, 即即即即 aaaaaaaaTTTTxxxx====0000.... 因为因为因为因为 aaaa≠≠≠≠0000,,,, 所所所所以以以以

aaaaTTTTxxxx====0000,,,, 即即即即 aaaa1111xxxx1111++++aaaa2222xxxx2222++++ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++aaaannnnxxxxnnnn====0000,,,, 其线性无关解为其线性无关解为其线性无关解为其线性无关解为

pppp2222====((((−−−−aaaa2222,,,, aaaa1111,,,, 0000,,,, ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅,,,, 0000))))TTTT,,,,
pppp3333====((((−−−−aaaa3333,,,, 0000,,,, aaaa1111,,,, ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅,,,, 0000))))TTTT,,,,

⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,,
ppppnnnn====((((−−−−aaaannnn,,,, 0000,,,, 0000,,,, ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅    ⋅⋅⋅⋅,,,, aaaa1111))))TTTT....

因此因此因此因此 nnnn 个线性无关特征向量构成的矩阵为个线性无关特征向量构成的矩阵为个线性无关特征向量构成的矩阵为个线性无关特征向量构成的矩阵为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅−

=⋅⋅⋅

1

12

21

21

0

0), , ,(
aa

aa
aaa

n

n

npppppppppppp ....
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22222222.... 设设设设
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

340
430
241

A ,,,, 求求求求 AAAA100100100100....

解解解解 由由由由

)5)(5)(1(
340

430
241

|| +−−−=
−

−−
−

=− λλλ
λ

λ
λ

λEA ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====1111,,,, λλλλ2222====5555,,,, λλλλ3333====−−−−5555....

对于对于对于对于λλλλ1111====1111,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量 pppp1111====(1(1(1(1,,,, 0000,,,, 0)0)0)0)TTTT....

对于对于对于对于λλλλ1111====5555,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−5555EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量 pppp2222====(2(2(2(2,,,, 1111,,,, 2)2)2)2)TTTT....

对于对于对于对于λλλλ1111====−−−−5555,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA++++5555EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量 pppp3333====(1(1(1(1,,,, −−−−2222,,,, 1)1)1)1)TTTT....

令令令令 PPPP====((((pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333)))),,,, 则则则则

PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(1diag(1diag(1diag(1,,,, 5555,,,, −−−−5)5)5)5)====ΛΛΛΛ,,,,
AAAA====PPPPΛΛΛΛPPPP−−−−1111,,,,
AAAA100100100100====PPPPΛΛΛΛ100100100100PPPP−−−−1111....

因为因为因为因为

ΛΛΛΛ100100100100====diag(1diag(1diag(1diag(1,,,, 5555100100100100,,,, 5555100100100100)))),,,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−

−

120
210
505

5
1

120
210

121 1

1P ,,,,

所以所以所以所以

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

120
210
505

5
5

1

120
210

121

5
1

100

100100A

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

100

100

100

500
050

1501
....

23232323.... 在某国在某国在某国在某国,,,, 每年有比例为每年有比例为每年有比例为每年有比例为 pppp 的农村居民移居城镇的农村居民移居城镇的农村居民移居城镇的农村居民移居城镇,,,, 有比例为有比例为有比例为有比例为 qqqq

的城镇居民移居农村的城镇居民移居农村的城镇居民移居农村的城镇居民移居农村,,,, 假设该国总人口数不变假设该国总人口数不变假设该国总人口数不变假设该国总人口数不变,,,, 且上述人口迁移的规且上述人口迁移的规且上述人口迁移的规且上述人口迁移的规
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律也不变律也不变律也不变律也不变.... 把把把把nnnn年后农村人口和城镇人口占总人口的比例依次记年后农村人口和城镇人口占总人口的比例依次记年后农村人口和城镇人口占总人口的比例依次记年后农村人口和城镇人口占总人口的比例依次记为为为为xxxxnnnn

和和和和 yyyynnnn((((xxxxnnnn++++yyyynnnn====1)1)1)1)....

(1)(1)(1)(1)求关系式求关系式求关系式求关系式 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

+

n

n

n

n
y
xAy

x
1

1 中的矩阵中的矩阵中的矩阵中的矩阵 AAAA;;;;

解解解解 由题意知由题意知由题意知由题意知

xxxxnnnn++++1111====xxxxnnnn++++qyqyqyqynnnn−−−−pxpxpxpxnnnn====(1(1(1(1−−−−pppp))))xxxxnnnn++++qyqyqyqynnnn,,,,
yyyynnnn++++1111====yyyynnnn++++pxpxpxpxnnnn−−−−qyqyqyqynnnn==== pxpxpxpxnnnn++++(1(1(1(1−−−−qqqq))))yyyynnnn,,,,

可用矩阵表示为可用矩阵表示为可用矩阵表示为可用矩阵表示为

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

+

n

n

n

n
y
x

qp
qp

y
x

1
1

1

1 ,,,,

因此因此因此因此 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−= qp

qpA 1
1 ....

((((2222))))设目前农村人口与城镇人口相等设目前农村人口与城镇人口相等设目前农村人口与城镇人口相等设目前农村人口与城镇人口相等,,,, 即即即即 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5.0
5.0

0

0
y
x ,,,, 求求求求 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n

n
y
x ....

解解解解 由由由由 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

+

n

n

n

n
y
xAy

x
1

1 可知可知可知可知 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0

0
y
xAy

x n

n

n .... 由由由由

)1)(1(1
1|| qpqp

qpEA ++−−=−−
−−=− λλλ
λλ ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====1111,,,, λλλλ2222====rrrr,,,, 其中其中其中其中 rrrr====1111−−−−pppp−−−−qqqq....

对于对于对于对于λλλλ1111====1111,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量 pppp1111====((((qqqq,,,, pppp))))TTTT....

对于对于对于对于λλλλ1111====rrrr,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−rErErErE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量 pppp2222====((((−−−−1111,,,, 1)1)1)1)TTTT....

令令令令 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −== 1

1) ,( 21 p
qP pppppppp ,,,, 则则则则

PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(1diag(1diag(1diag(1,,,, rrrr))))====ΛΛΛΛ,,,,
AAAA====PPPPΛΛΛΛPPPP−−−−1111,,,,

AAAAnnnn====PPPPΛΛΛΛnnnnPPPP−−−−1111....

于是于是于是于是
1

1
1

0
01

1
1 −

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= p

q
rp

qA
n

n
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⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−⎟⎠

⎞⎜
⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
= qprp

q
qp n

11
0

01
1
11

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
−+

+
= nn

nn

qrpprp
qrqprq

qp
1 ,,,,

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
−+

+
=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5.0
5.01

nn

nn

n

n
qrpprp
qrqprq

qpy
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+
−+

+
= n

n

rpqp
rqpq

qp )(2
)(2

)(2
1 ....

24242424.... (1)(1)(1)(1)设设设设 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

−= 32
23A ,,,, 求求求求ϕϕϕϕ((((AAAA))))====AAAA10101010−−−−5555AAAA9999;;;;

解解解解 由由由由

)5)(1(32
23|| −−=−−

−−=− λλλ
λλEA ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====1111,,,, λλλλ2222====5555....

对于对于对于对于λλλλ1111====1111,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000,,,, 得单位特征向量得单位特征向量得单位特征向量得单位特征向量 T)1 ,1(
2

1 ....

对于对于对于对于λλλλ1111====5555,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−5555EEEE))))xxxx====0000,,,, 得单位特征向量得单位特征向量得单位特征向量得单位特征向量 T)1 ,1(
2

1 − ....

于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= 11

11
2

1P ,,,, 使得使得使得使得 PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(1diag(1diag(1diag(1,,,, 5)5)5)5)====ΛΛΛΛ,,,,

从而从而从而从而 AAAA====PPPPΛΛΛΛPPPP−−−−1111,,,, AAAAkkkk====PPPPΛΛΛΛkkkkPPPP−−−−1111.... 因此因此因此因此

ϕϕϕϕ((((AAAA))))====PPPPϕϕϕϕ((((ΛΛΛΛ))))PPPP−−−−1111====PPPP((((ΛΛΛΛ10101010−−−−5555ΛΛΛΛ9999))))PPPP−−−−1111

====PPPP[diag(1[diag(1[diag(1[diag(1,,,, 555510101010))))−−−−5diag(15diag(15diag(15diag(1,,,, 55559999)])])])]PPPP−−−−1111

====PPPPdiag(diag(diag(diag(−−−−4444,,,, 0)0)0)0)PPPP−−−−1111

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= 11

11
2

1
00
04

11
11

2
1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−−= 11

11222
22 ....

(2)(2)(2)(2)设设设设
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

122
221
212

A ,,,, 求求求求ϕϕϕϕ((((AAAA))))====AAAA10101010−−−−6666AAAA9999++++5555AAAA8888....
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解解解解 求得正交矩阵为求得正交矩阵为求得正交矩阵为求得正交矩阵为

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
=

202
231
231

6
1P ,,,,

使得使得使得使得 PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(diag(diag(diag(−−−−1111,,,, 1111,,,, 5)5)5)5)====ΛΛΛΛ,,,, AAAA====PPPPΛΛΛΛPPPP−−−−1111.... 于是于是于是于是

ϕϕϕϕ((((AAAA))))====PPPPϕϕϕϕ((((ΛΛΛΛ))))PPPP−−−−1111====PPPP((((ΛΛΛΛ10101010−−−−6666ΛΛΛΛ9999++++5555ΛΛΛΛ8888))))PPPP−−−−1111

====PPPP[[[[ΛΛΛΛ8888((((ΛΛΛΛ−−−−EEEE)()()()(ΛΛΛΛ−−−−5555EEEE))))]]]]PPPP−−−−1111

====PPPPdiag(1diag(1diag(1diag(1,,,, 1111,,,, 55558888)diag()diag()diag()diag(−−−−2222,,,, 0000,,,, 4)diag(4)diag(4)diag(4)diag(−−−−6666,,,, −−−−4444,,,, 0)0)0)0)PPPP−−−−1111

====PPPPdiag(12diag(12diag(12diag(12,,,, 0000,,,, 0)0)0)0)PPPP−−−−1111

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
=

222
033
211

0
0

12

202
231
231

6
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−
−

=
422
211
211

2 ....

25252525.... 用矩阵记号表示下列二次型用矩阵记号表示下列二次型用矩阵记号表示下列二次型用矩阵记号表示下列二次型::::

(1)(1)(1)(1) ffff====xxxx2222++++4444xyxyxyxy++++4444yyyy2222++++2222xzxzxzxz++++zzzz2222++++4444yzyzyzyz;;;;

解解解解
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

z
y
x

zyxf
121
242
121

) , ,( ....

(2)(2)(2)(2) ffff====xxxx2222++++yyyy2222−−−−7777zzzz2222−−−−2222xyxyxyxy−−−−4444xzxzxzxz−−−−4444yzyzyzyz;;;;

解解解解
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−−
−−
−−

=
z
y
x

zyxf
722
211
211

) , ,( ....

(3)(3)(3)(3) ffff====xxxx11112222++++xxxx22222222++++xxxx33332222++++xxxx44442222−−−−2222xxxx1111xxxx2222++++4444xxxx1111xxxx3333−−−−2222xxxx1111xxxx4444++++6666xxxx2222xxxx3333−−−−4444xxxx2222xxxx4444....

解解解解
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
−−

=

4

3

2

1

4321

1021
0132
2311
1211

) , , ,(

x
x
x
x

xxxxf ....

26262626.... 写出下列二次型的矩阵写出下列二次型的矩阵写出下列二次型的矩阵写出下列二次型的矩阵::::

(1)(1)(1)(1) xxxxxxxxxxxx ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 13

12)( Tf ;;;;



85

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 13

12A ....

(2)(2)(2)(2) xxxxxxxxxxxx
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

987
654
321

)( Tf ....

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

987
654
321

A ....

27272727.... 求一个正交变换将下列二次型化成标准形求一个正交变换将下列二次型化成标准形求一个正交变换将下列二次型化成标准形求一个正交变换将下列二次型化成标准形::::

(1)(1)(1)(1) ffff====2222xxxx11112222++++3333xxxx22222222++++3333xxxx33333333++++4444xxxx2222xxxx3333;;;;

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

320
230
002

A .... 由由由由

)1)(5)(2(
320

230
002

λλλ
λ

λ
λ

λ −−−=
−

−
−

=− EA ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====2222,,,, λλλλ2222====5555,,,, λλλλ3333====1111....

当当当当λλλλ1111====2222 时时时时,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−2222EEEE))))xxxx====0000,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−

000
100
210

120
210
000

2 ~EA ,,,,

得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(1(1(1(1,,,, 0000,,,, 0)0)0)0)TTTT.... 取取取取 pppp1111====(1(1(1(1,,,, 0000,,,, 0)0)0)0)TTTT....

当当当当λλλλ2222====5555 时时时时,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−5555EEEE))))xxxx====0000,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=−

000
110

001

220
220
003

5 ~EA ,,,,

得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(0(0(0(0,,,, 1111,,,, 1)1)1)1)TTTT.... 取取取取 T)
2

1 ,
2

1 ,0(2=pppp ....

当当当当λλλλ3333====1111 时时时时,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−EEEE))))xxxx====0000,,,, 由由由由

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−

000
110
001

220
220
001

~EA ,,,,
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得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(0(0(0(0,,,, −−−−1111,,,, 1)1)1)1)TTTT.... 取取取取 T)
2

1 ,
2

1 ,0(3 −=pppp ....

于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵 TTTT====((((pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333))))和正交变换和正交变换和正交变换和正交变换 xxxx====TTTTyyyy,,,, 使使使使

ffff====2222yyyy11112222++++5555yyyy22222222++++yyyy33332222....
(2)(2)(2)(2) ffff====xxxx11112222++++xxxx22222222++++xxxx33332222++++xxxx44442222++++2222xxxx1111xxxx2222−−−−2222xxxx1111xxxx4444−−−−2222xxxx2222xxxx3333++++2222xxxx3333xxxx4444....

解解解解 二次型矩阵为二次型矩阵为二次型矩阵为二次型矩阵为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

=
1101
1110
0111
1011

A .... 由由由由

2)1)(3)(1(
1101

1110
0111
1011

−−+=
−−

−−
−−

−−
=− λλλ

λ
λ

λ
λ

λEA ,,,,

得得得得 AAAA的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为λλλλ1111====−−−−1111,,,, λλλλ2222====3333,,,, λλλλ3333====λλλλ4444====1111....

当当当当λλλλ1111====−−−−1111 时时时时,,,, 可得单位特征向量可得单位特征向量可得单位特征向量可得单位特征向量 T)
2
1 ,

2
1 ,

2
1 ,

2
1(1 −−=pppp ....

当当当当λλλλ2222====3333 时时时时,,,, 可得单位特征向量可得单位特征向量可得单位特征向量可得单位特征向量 T)
2
1 ,

2
1 ,

2
1 ,

2
1(2 −−=pppp ....

当当当当λλλλ3333====λλλλ4444====1111 时时时时,,,, 可得线性无关的单位特征向量可得线性无关的单位特征向量可得线性无关的单位特征向量可得线性无关的单位特征向量

T)0 ,
2

1 ,0 ,
2

1(3=pppp ,,,, T)
2

1 ,0 ,
2

1 ,0(4=pppp ....

于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵于是有正交矩阵 TTTT====(((( pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333,,,, pppp4444))))和正交变换和正交变换和正交变换和正交变换 xxxx====TTTTyyyy,,,, 使使使使

ffff====−−−−yyyy11112222++++3333yyyy22222222++++yyyy33332222++++yyyy44442222....

28282828.... 求一个正交变换把二次曲面的方程求一个正交变换把二次曲面的方程求一个正交变换把二次曲面的方程求一个正交变换把二次曲面的方程

3333xxxx2222++++5555yyyy2222++++5555zzzz2222++++4444xyxyxyxy−−−−4444xzxzxzxz−−−−10101010yzyzyzyz====1111

化成标准方程化成标准方程化成标准方程化成标准方程....

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−
−

=
552
552
223

A ....

由由由由 )11)(2(
552

552
223

|| −−−=
−−−
−−
−−

=− λλλ
λ

λ
λ

λEA ,,,, 得得得得 AAAA 的特征值为的特征值为的特征值为的特征值为
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λλλλ1111====2222,,,, λλλλ2222====11111111,,,, λλλλ3333====0000,,,, ....

对于对于对于对于λλλλ1111====2222,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−2222EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(4(4(4(4,,,, −−−−1111,,,, 1111))))TTTT,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得

)
23

1 ,
23

1 ,
23

4(1 −=pppp ....

对于对于对于对于λλλλ2222====11111111,,,, 解方程解方程解方程解方程((((AAAA−−−−11111111EEEE))))xxxx====0000,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量(1(1(1(1,,,, 2222,,,, −−−−2)2)2)2)TTTT,,,, 单位化单位化单位化单位化

得得得得 )
3
2 ,

3
2 ,

3
1(2 −=pppp ....

对于对于对于对于λλλλ3333====0000,,,, 解方程解方程解方程解方程 AAAAxxxx====0000 ,,,, 得特征向量得特征向量得特征向量得特征向量((((0000 ,,,, 1111,,,, 1111))))TTTT ,,,, 单位化得单位化得单位化得单位化得

)
2

1 ,
2

1 ,0(3=pppp ....

于是有正交矩于是有正交矩于是有正交矩于是有正交矩阵阵阵阵PPPP====((((pppp1111,,,, pppp2222,,,, pppp3333)))),,,, 使使使使PPPP−−−−1111APAPAPAP====diag(2diag(2diag(2diag(2,,,, 11111111,,,, 0)0)0)0),,,, 从而有正从而有正从而有正从而有正

交变换交变换交变换交变换

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

w
v
u

z
y
x

2
1

3
2

23
1

2
1

3
2

23
1

0
3
1

23
4

,,,,

使原二次方程变为标准方程使原二次方程变为标准方程使原二次方程变为标准方程使原二次方程变为标准方程 2222uuuu2222++++11111111vvvv2222====1111....

29292929.... 明明明明:::: 二次二次二次二次型型型型 ffff====xxxxTTTTAAAAxxxx在在在在||||||||xxxx||||||||====1111 时的最大值为矩时的最大值为矩时的最大值为矩时的最大值为矩阵阵阵阵AAAA的最大特征的最大特征的最大特征的最大特征

值值值值....

证明证明证明证明 AAAA 为实对称矩阵为实对称矩阵为实对称矩阵为实对称矩阵,,,, 则有一正交矩阵则有一正交矩阵则有一正交矩阵则有一正交矩阵 TTTT,,,, 使得使得使得使得

TATTATTATTAT−−−−1111====diag(diag(diag(diag(λλλλ1111,,,, λλλλ2222,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, λλλλnnnn))))====ΛΛΛΛ

成立成立成立成立,,,, 其中其中其中其中λλλλ1111,,,, λλλλ2222,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, λλλλnnnn为为为为 AAAA 的特征值的特征值的特征值的特征值,,,, 不妨设不妨设不妨设不妨设λλλλ1111 最大最大最大最大....

作正交变换作正交变换作正交变换作正交变换 yyyy====TTTTxxxx,,,, 即即即即 xxxx====TTTTTTTTyyyy,,,, 注意到注意到注意到注意到 TTTT−−−−1111====TTTTTTTT,,,, 有有有有

ffff====xxxxTTTTAAAAxxxx====yyyyTTTTTATTATTATTATTTTTyyyy====yyyyTTTTΛΛΛΛyyyy====λλλλ1111yyyy11112222++++λλλλ2222yyyy22222222++++ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++λλλλnnnnyyyynnnn2222....

因为因为因为因为 yyyy====TTTTxxxx正交变换正交变换正交变换正交变换,,,, 所以当所以当所以当所以当||||||||xxxx||||||||====1111 时时时时,,,, 有有有有
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||||||||yyyy||||||||====||||||||xxxx||||||||====1111,,,, 即即即即 yyyy11112222++++yyyy22222222++++ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++yyyynnnn2222====1111....

因此因此因此因此

ffff====λλλλ1111yyyy11112222++++λλλλ2222yyyy22222222++++ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++λλλλnnnnyyyynnnn2222≤≤≤≤λλλλ1111,,,,

又当又当又当又当 yyyy1111====1111,,,, yyyy2222====yyyy3333====⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅====yyyynnnn====0000 时时时时 ffff====λλλλ1111,,,, 所以所以所以所以 ffffmaxmaxmaxmax ====λλλλ1111....

30303030.... 用配方法化下列二次形成规范形用配方法化下列二次形成规范形用配方法化下列二次形成规范形用配方法化下列二次形成规范形,,,, 并写出所用变换的矩阵并写出所用变换的矩阵并写出所用变换的矩阵并写出所用变换的矩阵....

(1)(1)(1)(1) ffff((((xxxx1111,,,, xxxx2222,,,, xxxx3333))))====xxxx11112222++++3333xxxx22222222++++5555xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx2222−−−−4444xxxx1111xxxx3333;;;;

解解解解 ffff((((xxxx1111,,,, xxxx2222,,,, xxxx3333))))====xxxx11112222++++3333xxxx22222222++++5555xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx2222−−−−4444xxxx1111xxxx3333

====((((xxxx1111++++xxxx2222−−−−2222xxxx3333))))2222++++4444xxxx2222xxxx3333++++2222xxxx22222222++++xxxx33332222

====((((xxxx1111++++xxxx2222−−−−2222xxxx3333))))2222−−−−2222xxxx22222222++++(2(2(2(2xxxx2222++++xxxx3333))))2222....

令令令令
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
=

−+=

323

22

3211

2
2

2

xxy
xy

xxxy
,,,, 即即即即

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

=

+−=

323

22

3211

2
2

1
2

2
5

yyx

yx

yyyx

,,,,

二次型化为规范形二次型化为规范形二次型化为规范形二次型化为规范形

ffff====yyyy11112222−−−−yyyy22222222++++yyyy33332222,,,,

所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

120

0
2

10

2
2

51

C ....

(2)(2)(2)(2) ffff((((xxxx1111,,,, xxxx2222,,,, xxxx3333))))====xxxx11112222++++2222xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx3333++++2222xxxx2222xxxx3333;;;;

解解解解 ffff((((xxxx1111,,,, xxxx2222,,,, xxxx3333))))====xxxx11112222++++2222xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx3333++++2222xxxx2222xxxx3333

====((((xxxx1111++++xxxx3333))))2222++++xxxx33332222++++2222xxxx2222xxxx3333;;;;
====((((xxxx1111++++xxxx3333))))2222−−−−xxxx22222222++++((((xxxx2222++++xxxx3333))))2222....

令令令令
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
=

+=

323

22

311

xxy
xy

xxy
,,,, 即即即即

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=
=

−+=

323

22

3211

yyx
yx

yyyx
,,,,
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二次型化为规范形二次型化为规范形二次型化为规范形二次型化为规范形

ffff====yyyy11112222−−−−yyyy22222222++++yyyy33332222,,,,

所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
=

110
010
111

C ....

(3)(3)(3)(3) ffff((((xxxx1111,,,, xxxx2222,,,, xxxx3333))))====2222xxxx11112222++++xxxx22222222++++4444xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx2222−−−−2222xxxx2222xxxx3333....

解解解解 ffff((((xxxx1111,,,, xxxx2222,,,, xxxx3333))))====2222xxxx11112222++++xxxx22222222++++4444xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx2222−−−−2222xxxx2222xxxx3333....

32
2
3

2
2

2
21 24

2
1)

2
1(2 xxxxxx −+++=

2
3

2
32

2
21 2)2(

2
1)

2
1(2 xxxxx +−++= ....

令令令令

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=

+=

33

322

211

2

)2(
2

1
)

2
1(2

xy

xxy

xxy

,,,, 即即即即

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=

−−=

33

322

3211

2
1

2
22

2
1

2
1

2
1

yx

yyx

yyyx

,,,,

二次型化为规范形二次型化为规范形二次型化为规范形二次型化为规范形

ffff====yyyy11112222++++yyyy22222222++++yyyy33332222,,,,

所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为所用的变换矩阵为

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
=

100
220
111

2
1C ....

31313131.... 设设设设

ffff====xxxx11112222++++xxxx22222222++++5555xxxx33332222++++2222axaxaxax1111xxxx2222−−−−2222xxxx1111xxxx3333++++4444xxxx2222xxxx3333

为正定二次型为正定二次型为正定二次型为正定二次型,,,, 求求求求 aaaa....

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
=

521
21
11

a
a

A ,,,, 其主子式为其主子式为其主子式为其主子式为
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aaaa11111111====1111,,,, 211
1 aa
a −= ,,,, )45(

521
21
11

+−=
−

−
aaa

a
....

因为因为因为因为 ffff 为正主二次型为正主二次型为正主二次型为正主二次型,,,, 所以必有所以必有所以必有所以必有 1111−−−−aaaa2222>>>>0000 且且且且−−−−aaaa(5(5(5(5aaaa++++4)4)4)4)>>>>0000,,,, 解之得解之得解之得解之得

0
5
4 <<− a ....

32323232.... 判别下列二次型的正定性判别下列二次型的正定性判别下列二次型的正定性判别下列二次型的正定性::::

(1)(1)(1)(1) ffff====−−−−2222xxxx11112222−−−−6666xxxx22222222−−−−4444xxxx33332222++++2222xxxx1111xxxx2222++++2222xxxx1111xxxx3333;;;;

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=

401
061
112

A .... 因为因为因为因为

0211 <−=a ,,,, 01161
12 >=−

− ,,,, 038|| <−=A ,,,,

所以所以所以所以 ffff 为负定为负定为负定为负定....

(2)(2)(2)(2) ffff====xxxx11112222++++3333xxxx22222222++++9999xxxx33332222++++19191919xxxx44442222−−−−2222xxxx1111xxxx2222++++4444xxxx1111xxxx3333++++2222xxxx1111xxxx4444−−−−6666xxxx2222xxxx4444−−−−12121212xxxx3333xxxx4444....

解解解解 二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为二次型的矩阵为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−−

−
=

19631
6902
3031

1211
A .... 因为因为因为因为

0111 >=a ,,,, 0431
11 >=−
− ,,,, 06

902
031
211

>=−
−

,,,, 024>=A ,,,,

所以所以所以所以 ffff 为正定为正定为正定为正定....

33333333.... 证明对称阵证明对称阵证明对称阵证明对称阵 AAAA 为正定的充分必要条件是为正定的充分必要条件是为正定的充分必要条件是为正定的充分必要条件是:::: 存在可逆矩阵存在可逆矩阵存在可逆矩阵存在可逆矩阵 UUUU,,,,

使使使使 AAAA====UUUU TTTTUUUU,,,, 即即即即 AAAA 与单位阵与单位阵与单位阵与单位阵 EEEE 合同合同合同合同....

证明证明证明证明 因为对称阵因为对称阵因为对称阵因为对称阵 AAAA 为正定的为正定的为正定的为正定的,,,, 所以存在正交矩阵所以存在正交矩阵所以存在正交矩阵所以存在正交矩阵 PPPP使使使使

PPPPTTTTAPAPAPAP====diag(diag(diag(diag(λλλλ1111,,,, λλλλ2222,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, λλλλnnnn))))====ΛΛΛΛ,,,, 即即即即 AAAA====PPPPΛΛΛΛPPPPTTTT,,,,

其中其中其中其中λλλλ1111 ,,,, λλλλ2222 ,,,, ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅,,,, λλλλnnnn 均为正数均为正数均为正数均为正数.... 令令令令 ),    , ,diag( 211 nλλλ ⋅⋅⋅=Λ ,,,, 则则则则

ΛΛΛΛ====ΛΛΛΛ1111ΛΛΛΛ1111,,,, AAAA====PPPPΛΛΛΛ1111ΛΛΛΛ1111TTTTPPPPTTTT.... 再令再令再令再令 UUUU====ΛΛΛΛ1111TTTTPPPPTTTT,,,, 则则则则 UUUU 可逆可逆可逆可逆,,,, 且且且且 AAAA====UUUUTTTTUUUU....
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