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据基于热力学框架下的混合物理论，建立了多相介质的多场耦合理论，其主要研

究内容如下：

(1) 建立了描述两相介质流．固耦合效应的理论模型。两相介质包含固相和

液相，固相一般是多孔介质其几何形状十分复杂无法直接建立几何模型，液相在

固相的孔隙中自由流动。由于混合物理论的假设，两相物质可以被看作均匀并重

叠的分布在由固相形成的材料空间中。根据混合物理论推导了两相介质的一般本

构方程，并且用无穷小应变假设、固相为不可压缩弹性材料、液相为不可压缩无

粘流体等条件，得到了两相介质的线性本构方程。

(2) 由守恒定律和线性本构方程推导了两相介质的有限元方程。最后把两

相流固耦合模型应用到椎问盘组织，结果表明椎问盘组织在受到均布载荷时，材

料的应力由固相和液相共同承担，随着时间的增加，液体逐渐排出椎间盘组织，

固相的应力逐渐增大最后等于均布载荷的大小。

(3) 应用混合物理论建立了三相介质化学．力学耦合模型，其中三相介质包

括了：固相、自由移动的水和水中自由离子相。这种三相化学．力学耦合模型考

虑了三相介质由于离子浓度变化而产生体积膨胀或收缩的化学．力学耦合现象。

推导了三相化学．力学耦合模型的本构方程，并写出了线性本构关系推导了有限

元方程。

(4) 把三相化学．力学耦合模型应用到聚合物胶体材料。数值模拟的结果表

明聚合物胶体在受到力学和化学载荷作用下，材料的应力由固相应力、液相压力

和离子引起的膨胀应力三部分组成。

本文应用混合物理论建立了两相介质的流．固耦合模型和三相介质的化学．

力学耦合模型。研究结果表明以上所建立的两种模型能够有效的描述具有流．固

耦合现象和化学．力学耦合现象的材料的力学行为。

本课题由国家自然科学基金项目(项目编号：1087201 1)和北京市自然科学

基金项目(项目编号：3092006)资助。

关键词混合物理论；流．固耦合；化学．力学耦合；聚合物胶体；椎间盘





Abstract

Abstract

Multi—phase medium ale known as these materials which include some different

substance．For example，the polymer gel includes the polymer network,interstitial
water and mobile salt ion．Because of the complexity of the micorstructure,the

multi-phase materials behave the complex macroscopical properties that include some

multiphysics field coupling effect,such as the fluid—solid coupling effect,the

chemo-mechanical coupling effect and so on．This paper Was based on the mixture

theory under the thermodynamics frame and developed the multi—phase coupling
theory ofmulti-phase mediums．In this paper the main studies are shown as follow：
(1)The theory model of biphasic media which describes the fluid-solid

coupling effect Was built．The biphasic medium includes the solid phase and the
interstitial fluid phase．111e solid phase is known as porous media which call’t be
modeled directly for its complex geometry configure．ne fluid phase is the fluid
which fills the interspace of the solid phase．Based on the hypothesis of mixture

theory,the biphasic media is treated as the two kinds of continuous media which ale

uniformly distributed in the whole material space．According to mixture theory,the

constitutive equations of biphasic medium were deduced and simplified by using the

infIntesimal strain theory and the hypothesis that the solid phase is incompressible

elastic and the fluid phase is incompressible and inviscous．

(2)The finite element equations of the biphasic medium were deduced．And
then this biphasic medium model Was applied on the intervertebral disc．When a
uniform press was loaded on the disc，the results of the numerical simulation can be

obtained．At the beginning of the simulation,the stress was shared by solid phase and

fluid phase．As time elapsed，the fluid phase was ejected out of the disc．At last the

stress of solid phase reaches the uniform press．
(3)The chemo-mechanical coupling model of triphase medium including solid

phase，fluid phase and ion phase was developed according to the mixture theory．This

model considered the chemo—mechanical coupling effect of tfiphase medium deduced
by the change of ion concentration．In this paper the constitutive equations of triphase
medium model were derived and the finite element equations of this model were also

given．

(4)The chemo—mechanical coupling model of triphasic medium Was applied to
the polymer gel．The numerical simulation of polymer gel show that the material
stress was composed by stress of solid phase，the fluid press and the swelling stress

caused by ion．

In this paper the fluid—solid coupling model of biphasic medium and the

chemo-mechanical coupling model of triphasic medium were built by using mixture
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theory．The research shows that the two models Call describe the mechanics behaviors

of the materials considering the fluid-solid coupling effect and chemo—mechanical

coupling effect．

眦s work is supported by the Natural Science Foundation of China(1087201 1)
and the Natural Science Foundation of Beijing(3092006)．

Key words Mixture theory；Fluid—solid coupling；Cherno-meehanical coupling；

Polymer gel；Intervertebral disc
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第一章绪论

1．1课题研究背景

第一章绪论

自然界中存在着各种各样的材料，这些材料用于制造物品、器件、构件、机

器或其他产品的那些物质。材料与国民经济建设、国防建设和人民生活密切相关。

材料除了具有重要性和普遍性以外，还具有多样性。由于多种多样，分类方法也

就没有一个统一标准。从物理化学属性来分，可分为金属材料、无机非金属材料、

有机高分子材料和不同类型材料所组成的复合材料。从用途来分，又分为电子材

料、航空航天材料、核材料、建筑材料、能源材料、生物材料等。更常见的两种

分类方法则是结构材料与功能材料；传统材料与新型材料。结构材料是以力学性

能为基础，以制造受力构件所用材料，当然，结构材料对物理或化学性能也有一

定要求，如光泽、热导率、抗辐照、抗腐蚀、抗氧化等。功能材料则主要是利用

物质的独特物理、化学性质或生物功能等而形成的一类材料。这类材料，如聚合

物胶体、生物组织、生物凝胶体等，不仅具有一般的力学性质而且还具有导电性、

膨胀性和高分子兼容性等等许多性质。这些性质可以对材料的力学性质有重要影

响，从宏观上表现为一种材料的多场耦合现象。

在日常生活中就存在许多包含各种耦合现象的材料。下面简要的介绍一下包

含耦合现象的一些常见材料。某些电介质在沿一定方向上受到外力的作用而变形

时，其内部会产生极化现象，同时在它的两个相对表面上出现正负相反的电荷。

当外力去掉后，它又会恢复到不带电的状态，这种现象称为正压电效应。当作用

力的方向改变时，电荷的极性也随之改变。压电材料的这种电学导致的力学性质

的变化体现了力学．电学的耦合作用。在生物组织领域，如果把生物软骨材料浸

入一定浓度的盐溶液中，将会发生变形，这种现象可以看作是材料的化学-力学

耦合现象。在土力学方面，如油田开采过程中，孔隙流体压力会逐渐降低，将导

致储层内有效应力的变化从而使储层产生变形。由于固体土壤和土壤空隙水之间

的相互作用，土壤在流体载荷作用下会产生变形或运动。变形或运动又反过来影

响流，从而改变流体载倚的分布和大小，J下是这种相互作用下产生了土力学中的

流．固耦合现象。还有一些对化学刺激敏感的土壤，比如蒙脱土，在化学激励的

作用下也会产生变形，这就是土壤的力学．化学耦合现象。智能水凝胶是指三维

高分子网络与溶剂水组成的体系，因凝胶结构中含有亲溶剂性基团，使它可被溶

剂溶胀而达一平衡体积，这类高分子凝胶溶胀的推动力与大分子链和溶剂分子间

的相互作用。网络内大分子链的相互作用以及凝胶内和外界介质间离子浓度差所

产生的渗透压相关。这类高分子凝胶可感知外界环境细微变化与刺激，如温度、
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pH值、溶剂、离子强度、力场或电场、各种化学物质和生物物质等刺激而发生

膨胀或收缩。综上所述，材料中的多场耦合效应是一种很普遍的材料性质，而产

生这种耦合现象的根源在于材料的微观结构及材料中包含了几种不同属性的物

质。

图1-1土壤微观结构图

Fig．1-1 The micro—structure of soil

鬻◆零。雩潮潮瑷羡糍溺露熬狻鍪黼
图1-2软骨微观结构图

Fig．1-2 The micro-structure of articular

cartilage

戮戮锄沥渤鳜渤缓锄沥缓凌缓瞩铴镶锄缓渤劁
图1-3聚合物胶体的微观结构图

Fig．1-3 The micro-structure of polymer gel

我们是在连续介质力学理论的框架下，描述许多常用材料的力学性能。由于

们把材料看作为一种连续分布的介质，从而忽略了材料的微观结构，得到了材

的宏观的力学性质。图1．1、1．2和1．3中分别给出了的土壤、软骨和聚合物胶

的微观结构图。由图中材料的微观结构，我们可以看出以上几种材料的微观结

非常复杂，这些材料微观结构图中存在大量的空隙并且还包含由几种不同属性

物质。我们可以看到这些具有力学与其它场耦合现象的材料，其微观结构的几

尺寸各种各样一般无法用数学方法直接建模。由此我们可以推断出这些耦合效



第一章绪论

应的根源来自这些材料的微观结构和包含多种不同属性的物质。这些材料符合多

孔介质定义，一般来讲多孔介质是含有大量空隙的固体，概括的说可以把多孔介

质定义为川：

(1)多相物质所占据的一部分空间。在多相物质中至少一相不是固体。它们可以

是气相或液相。固体相称为固体骨架。在多孔介质范围内没有固体骨架的那

一一部分空间叫做空隙空间多孔隙空间。

(2)在多孔介质所占据的范围内，固体相应遍及整个多孔介质。在每一个表征体

元内必须存在固体颗粒。多孔介质的一个基本特点是固体骨架的比面较大，

这个特点在很多方面决定着流体在多孔介质中的形状。多孔介质的另一个主

要特点是构成孔隙空间的空隙比较狭小。

(3)至少构成空隙空间的某些孔洞应当相互连通，以保持流体通过。这说明多孔

介质有允许流体通过的连同通道。

多孔介质材料广泛存在于自然界中，几乎所有的天然材料、人造材料以及生

命体都是多孔介质。由于研究领域的不用，多孔介质可分为地质多孔介质，如土

壤、土体和岩体；人造多孔介质，如建筑材料、服装材料、化工材料、金属和非

金属材料等；生命多孔介质如人体、动物体、植物体等都是多孔介质【2】。在实际

中，尽管不同材料中多空介质的几何分布存在着差异，但是都可以认为它们近似

具有共同特征的多孔介质。多孔介质不仅发生力学过程，在很多情况下还同时存

在其他复杂的物理过程、化学过程和生物学过程，而且这些过程往往是相互影响

和互为制约的。随着科学技术的进步和工程应用领域的不断扩大，生物材料的研

究显得越来越重要。当多孔介质处于复杂的环境中如渗流场、温度场、应力场、

电场和化学场等，这些环境对多孔介质相互作用、相互影响，从而构成了相互制

约的动态平衡体系的复杂状态。

由上面的多孔介质的特征可以看出多孔介质包含的范围极广。本课题的研究

对象多相介质是一种多孔复杂结构且空隙中充满含离子的水，可以看做是多孔介

质。当我们研究的材料具有多场耦合效应时，如果忽略了材料的微观结构必然不

能准确的研究材料的性质，所以我们材料多孔介质的方法把我们研究的材料看作

由几种不同材料组成的复杂介质，对每一种材料又采用连续介质的观点把每一种

材料看成均匀分布在整个材料空间的一相，并且假设所有相都重叠分布在整个材

料空间，而每一相物质在整个材料中占的比例通过体积分数体现。通过这种思想，

就建立一种在连续介质范围内又考虑了材料微观结构中不同相之间的相互作用

混合物模型。
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1．2研究现状
’

为了揭示多相介质多物理场的相互作用机理，我们需要研究多相介质的化．

力学等多场耦合理论。由于固体骨架表面几何形状有关的那些特点则无法规定其

数值。对空隙空间中的流动来说，固体表面起着边界作用，但是确定固体表面的

几何形状却很难做到。一般从宏观的角度采用连续介质方法来处理多孔介质中各

种现象，而连续介质的微观力学影响只是在宏观量中体现。下面介绍采用连续介

质力学方法研究多相介质的现状。

多孔介质的研究起源很早。文献【3】提到早期对多孔介质研究做出贡献有：

Euler第一个对多孔介质做出描述，他认为封闭多孔介质固体的弹性归结于一些

存在于封闭空隙中的物质，并且他区分了闭合和连通多孔介质；Woltman[4】介绍

了体积分数的概念，而体分比的概念是多孔介质理论的本质；Stefan[5】发展了混

合物的连续介质力学理论，他指出：“如果要计算混合物中的真实过程，像一般

力学一样把混合物看做一个均质材料的方法将不再适用；方程中必须包含平衡条

件和混合物中的每一个组分的运动规则。"

从20世纪二三十年代起，现代学者对多孔介质材料的研究主要从两个方向

进行：

第一种方向就是用假设的连续介质代替实际的多孔介质。对于这种假想的连

续介质中的任一点，我们可以把运动变量、动力变数及参数看成点的空间坐标和

时间的连续函数。建立力学平衡方程与连续性方程，然后单独引入耦合项。这种

研究方法在二十世纪八十年代之前被广泛采用。Terzaghi[6]第一个研究了含无粘

液体的多孔介质材料，即含水粘土材料。Terzaghi经过长时间的试验和理论研究

他成功的描述了这个问题并与提出了固结问题的偏微分方程描述。他提出了等效

应力的概念，用公式描述了等效应力，但是他对等效应力的概念非常混淆【71。Biot[8】

继承了Terzaghi的思想，把含饱和无粘液体的线弹性多孔介质的固结理论从一维

扩展到了三维。到了五十年代中期Biot把以前的理论扩展到了粘弹性各向异性

理论。De[9】

通量方程

Blot固结

(缩特性，

f的影响情

采用有限

；验数据。

t扩散方程

过Donnan
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渗透压将浓度引入到力学方程中，结合Poisson方程，实现化学场对力学场和电

场的单向耦合。Li【12】等人采用类似于De的电．化．力模型，将力学控制方程用大

变形公式描述，应用无量纲Hermite Cloud Method详细推导了求解耦合方程的过

程，研究了位移的分布情况。Christian Moyne[13】用均匀化方法描述膨胀粘土电化

力耦合现象，而在均匀化过程应用了描述带电粘土颗粒和二相单价电解液的局部

相互作用微观控制方程。宏观模型由Onsager’s关系的全耦合形式、质量守恒和

改进的Terzaghi的等效应力所决定。另外二尺度方法为等效系数提供了微观依

据。重点分析建立在电化学系数和对称Onsager关系有效的精确局部条件上的双

电层的波动和失真的影响。Ballhaustl4】研究了化学刺激的力学机制。当改变周围

的化学条件时，应用化．电．力全耦合模型研究浓度、电势和位移的改变，改变聚

合物和溶液的之间的渗透压力差可以改变聚合物的几何形状。当保持离子的摩尔

数不变时，改变聚合物的体积可以导致离子浓度的变化。

第二种方向把多孔介质看作是由多相组成的混合物，假定每一相都均匀分布

在固体骨架形成的控制域空间，而多孔介质是由所有相在控制域空间重叠分布形

成的，即控制域空间中的每一点都包含了所有相。引入体分比的概念并应用热力

学理论建立各相的平衡方程。这种研究方法在二十世纪八十年代以后才被人们所

关注。Finungert”】第一个建立了固结问题的科学基础，他用混合理论和体分比的概

念描述了已有的力学定理和理论。随后他发展了粘土和水的质量守恒和动量守恒

方程，考虑了粘土和水之间的相互作用力。而且他对这个问题应用了体积分数的

概念并且正确的应用了不可压缩条件。他还用公式表达了晶粒间力的本构方程。

Hei耐ch【16】继承了Fullinger的思想，1 96 1年Hemrich和KurtDesoyer发展了三维

固结理论基于Fullinger的思想。此后很长一段时间内，有关多孔介质的文献都

没有应用体分比的概念。直到1 978年D．S．Drumhellertl 7】再次应用考虑体分比概

念的混合理论来解决多孔介质问题。他把体分比作为独立的参数。Bowen[18珈】

随后用热力学混合理论构建了多孔介质理论而在这个理论中考虑了体分比概念。

随后的很多年罩这个理论都非常有名。后来Bowen把多孔介质理论扩展到了可

压缩材料，把体分比看作一个可变量。Mow[2lJ等也用相似的方法提出了混合理

论。至此多孔介质理论已经发展的比较完善了。

接下来很多人采用多孔介质理论来研究各种多孔介质，并把多孔介质理论扩

展到三相、四相甚至更多相。国内应用混合物理论对材料的化学．力学耦合现象

研究只有很少的论文。刘馨燕【22】等基于混合物理论的两相多孔介质模型可以准确

描述关节软骨的力学行为，研究这一模型的非线性有限元法，具体采用伽辽金加

权残值法得到有限元平衡方程，编制了有限元程序，进而对关节软骨围限压缩蠕变

和应力松弛行为进行了数值模拟。李德源【23J等人基于混合物理论的两相多孔介质

模型对骨组织在蠕变和松弛过程中流固耦合与力电耦合效应进行了数值研究。颜

功兴【24】等人利用两相混合理论分析了骨组织中力电耦合效应。在化学．力学耦合
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现象的研究，国外有很多学者给出了具体模型。Lai[25’26】等人研究了含水软骨组

织并取得了重要的突破。他们将软骨组织看作三相进行分析，其中固体相是主要

的受力相和变形相，流体和离子相之间主要存在的摩擦作用。他们描述了软骨组

织的膨胀和离子的转移，并用非线性有限元方法模拟了软骨组织的变形和膨胀。

Huecke[27-29]等采用多孔介质理论研究了湿粘土。他们把粘土看作是两相混合物，

将含有水的固体相作为一相，孔隙水作为一相。研究了在热和化学荷载作用下，

离子的吸收和释放过程以及粘土的变形，还计算出粘土的有效应力。Snijderst30l

等人针对多孔介质的有限变形问题，进行了一系列的二维和三维以及对称结构的

有限元分析研究，并将固定电荷密度作为它的输入参数之一。他们仅考虑了唐南

渗透膨胀作用，而忽略了介质内部的电流和电势场。Huyghet31，32】等人建立了热．

力一化．电四场耦合理论，包括带电固体相、液相、阳离子相和阴离子相，各相均

满足动量方程、动量矩方程、能量方程和热力学熵不等式。通过多孔介质理论建

立的四相多场情况下变形、扩散、质量传递等方程。Gaj0133】等人研究了均匀多孔

介质的电一化．力耦合模型，提出了化学固结概念，着重讨论了弹性与弹塑性本构

关系。Gajo[34]等建立了饱和粘土的两相模型，固体粘土颗粒、吸收水和盐组成固

相，孔隙水和盐组成液相。描述了两相之间的质量传输、扩散。推导了弹塑性本

构方程。Kaasschieterl35]等人将四相混合理论应用于软骨组织的有限元模型，并

运用迭代的方法进行求解，这一方法在一维模型结构中得到了证实。L0ret【36】等

建立了关节软骨组织的电．力．化耦合的三相模型，三相分别为：由胶原质纤维组

成的固相、由纤维内部水和溶解盐组成的一个液相和由纤维外部、水溶解盐和蛋

白聚糖组成另一个液相。写出了关节软骨的本构方程。Loretf37】等系统的阐述了

多孔介质力．化耦合模型中的热力学理论框架，如环境对动量、能量和质量平衡

方程、熵的影响。Sundaresan[38j等建立生物膜结构的化学力学耦合模型，并写出

了生物膜结构的本构方程。toix[39】研究了关节组织的三相多种类电．化．力模型。

建立了有限元公式解决初始值和边界值问题并且模拟作用在试验样本上的力学

和化学载荷产生的时间和空间各向异性场。Lu【4042】等人把混合物理论三相模型线

性化，得到了三相混合物理论的控制方程，计算了限制压缩和非限制压缩的轴对

称问题，并且与压痕试验对比得出混合物三相模型很好的符合试验结果。

以上介绍了多相介质多场耦合问题的研究现状。虽然国内外已经做了很多的

研究，但是这个问题仍然是一个研究难点，也是复杂材料问题研究的前沿。不同

的学者从不同的角度提出了解决方法，但对各种方法的优劣评价不一。现在多相

介质的多场耦合问题也受到越来越多的学者关注。



综合以上研究现状，多相材料多场耦合行为的研究是目前比较新的研究课

题。对于多相材料的多场耦合方面的研究，许多国内外的学者无论是实验还是理

论都已经做了很多的研究，但是也存在着一些问题：

(1)在两相介质流．固耦合问题的研究方面，由于混合物理论公式推导比较复杂

一些学者还是基于Biot模型来解决实际问题，还有些研究虽然应用混合物理

论来研究两相介质流．固耦合问题，但是在推导本构关系时没有给出详细过

程，直接应用已有的结论。

(2)基于混合物理论的两相介质流．固耦合模型大多被应用在土力学领域，因此

尝试把这个模型应用到其它材料，如非环境响应水凝胶、生物组织等等，也

是非常有意义的。

(3)在多相材料的化学．力学耦合方面，国外的一些学者对一些具体的材料进行

了研究，但是由于不同材料的耦合机制一般是不同的，所以应该把混合物理

论应用到更广泛的材料领域，并建立符合具体材料性质的耦合模型。

(4)在国内做多相材料的化学．力学耦合研究研究学者很少，并且研究成果不论

从数量上还是从质量上都与国外的研究有很大差距。

(5)现在一般通用有限元分析软件都没有计算化学．力学耦合性能的模块，因此

采用COMSOL多场耦合软件的扩展功能，采用软件提供的求解偏微分方程

的弱形式模块，根据三相耦合模型建立的偏微分方程的弱形式进行有限元模

拟也是有必要的。

1．4研究内容

本课题研究了两相介质的流一固耦合效应，其中两相介质包括固相和流体相。

流．固耦合效应是由于多相介质中的固体和液体相互作用产生的一种耦合效应。

由混合物理论的基本思想建立了反应两相介质性质的两相流固耦合模型，通过公

式推导得出了两相材料的本构关系，然后推导了两相模型的有限元方程，最后把

这种模型应用应用到椎间盘材料中，给出了一个数值模拟算例描述了椎问盘材料

在力学载荷下的力学性质。
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图1_4三相介质的结构示意图

Fig．1-4 Schematic diagram of the triphasic medium

本课题也研究了三相介质的化学．力学耦合效应，其中三相包括固相、液相

和离子相，其示意图如1-4所示。三相介质中由于存在液相所以包含了固体和液

体的相互作用的化学．力学耦合效应，而且还包含了由于离子扩散产生的唐南渗

透压，这种压力产生机制是由于多相介质固相中往往含有大量的带负电的离子，

每个负离子要求在其附件有一个正电荷以保持溶液的电中性。多相介质内部的总

离子浓度总是大于外部溶液的浓度，所以离子之间的不平衡产生了流体孔隙压

力。同时还有固相由于存在着大量的负电荷，如果在电解质溶液中，这些负离子

的相互作用产生了材料的膨胀，当有正离子向材料内部扩散时，由于离子通常有

一个水合外壳，即大约有四、五个水分子包围着离子，这种水河外壳减弱了材料

中固定负电荷的排斥力。因此，当三相介质浸入氯化钠溶液中时，溶液中自由离

子向三相介质内部扩散，材料中的正离子增加导致了材料的收缩变形。

综上所述本文的主要研究内容可以归结为如下几个方面：
。

(1)由于混合物理论的公式推导比较冗长，所以深入学习混合物理论也是本课题

的研究内容之一。通过学习理清混合物理论的基本思路，建立物理现象和数

学公式之问的联系也是非常重要的。

(2)根据混合物理论建立两相介质的流．固耦合模型，其中两相分别为：固相和

液相，然后写出两相介质的流．固耦合模型有限元方程，最后把应用流．固耦

合模型应用到椎I、日J盘组织，并且给出椎间盘组织在力学载荷作用下的数值模

拟结果。

(3)建立三相介质的化学．力学耦合模型，其中包括固相、液相和自由离子相，

在这个模型中考虑了液相和固相的相互作用，并且也考虑了由于离子扩散引

起的固相的变形。应用混合物理论得到整个材料的本构关系，然后推导有限

元方程，最后把这个模型应用到聚合物胶体中得到一些数值结果。

(4)采用变分原理建立两相流．固耦合模型和三相化学．力学耦合模型有限元方

曰■
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程，应用COMSOL软件平台提供的扩展模块，实现椎间盘、聚合物胶体和

关节软骨等材料的数值模拟。

1．5研究意义

本课题是国家自然科学基金资助项目“形状记忆聚合物及其复合材料的热．

湿．力学耦合行为和器件设计原理"(项目编号：1087201 1)和北京市自然科学

基金资助项目“基于多变量控制的智能材料与器件设计的基础理论研究’’(项目

编号：3092006)的一部分。

在21世纪，信息科技与生物科技成了前沿学科，力学的发展首先将植根于

上述科技发展的沃土，同时力学的发展也将为同以往千年历史的流程一样，它首

先必然适应这些生产要素发展，而信息与生物科技必然产生能够深刻描述其客观

运动规律的新的力学。这样的力学一定会具有更深刻的物理学背景，必将再次与

物理学、化学、分子生物学紧密结合，实现基础学科的新的回归与综合。这样的

力学将会具有下列新的特征：它将是与物理学、化学、生物学的强耦合与交叉的

力学；它将是跨越空间和时间的多尺度的力学；它将是非平衡态和可逆非线性过

程的开放系统的热力学理论框架之内发展的力学。

本课题研究了基于混合物理论的多相介质的多场耦合问题，建立了两相介质

的流．固耦合模型和三相介质的化学．力学耦合模型，这种模型体现了材料耦合效

应的力学基质，得到了反应材料性质的本构关系，并用有限元方法模拟了几种材

料的力学性能。本课题属于物理学、化学和力学等多学科交叉领域，符合新世纪

力学发展的总体趋势，为多场耦合理论的发展做出有益的尝试。现在生物组织

(如：关节软骨、肌肉组织等)的多场耦合行为已经被越来越多的学者关注，本

课题对进一步研究生物组织的多场耦合行为具有一定的价值。





2．1混合物理论的简要介绍

1957年Truesdell对混合物理论进行了系统的研究，提出了质量、动量和能

量守恒方程的统一处理并且讨论了热力学第二定理的可能形式【l引。后来混合物理

论得到很大发展，而且研究范围不断扩大。扩散现象、多相流体、多孔介质、化

学反应介质等问题都属于混合物理论的研究范围。

混合物理论是以连续统热力学理论和连续介质力学为基础的，是连续统物理

的一个主要的理论部分，也是理性力学的一个分支。它是用公理化体系的方法研

究多组分复合介质共同运动与多种物理、化学现象的耦合。混合物理论研究由两

种以上包括固体和流体形式的物质组成的混合物中存在的力学和多场耦合问题，

这些物质的混合可以是局部和整体都均匀的混合(混合物气体和溶液)，也可以

是局部不均匀但整体均匀的混合(如悬浮溶液和多孔介质等)，是单一物质理论

的推广和扩充。它能包容混合物中的复杂因素，把运动学、动力学、热力学、及

本构理论融为一体。我们可以把混合物中如何处理多相介质的基本思想形象的概

括为一下形式，如图2．1所示。

图2．1混合物理论基本思想的示意图

Fig．2·l Schematic diagram of mixture theory

(b)

图2．1中左侧图片a可以看作是实际的一种包含两相介质的混合物，其中颗

粒状物质为的固体，充满颗粒结构间隙的是液体。混合物理论将材料中的每一组

分看作为均匀分布在整个材料空间的连续体，并且多相物质重叠分布在整个材料

空间且各相之间存在着相互作用，即如图2．1中右侧图片b所示：材料中每一相

物质都占有共同的物理空间，不同组分的质点可以占有同一空间点。经过以上混
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合物理论的均匀化处理为研究不同组分相互作用的数学描述提供了方便。

混合物理论以热力学理论为基础，是对单一物质连续统理论的拓展，也称为

相互作用连学介质理论，具有很好的自洽性和系统性。组成混合物的单一物质是

混合物的组分，混合物组分之间不仅可能存在相对运动，而且可能存在相互作用，

甚至可能存在物质转化(如相变和化学反应等)。混合物理论需要分别表述整个

混合物以及它的各个组分的质量和能量守恒定律以及动量和动量矩平衡定律。混

合物是又几种不同性质(物理性质或化学性质)的单一物质混合而成的复杂介质。

混合物理论就是研究混合物组分运动规律、相互作用规律和相互转化规律，以及

混合物整体运动和变化与外界对混合物作用之间关系的理论体系。该理论有三个

基本假谢43】：

(1)混合物的性质完全由其组分的性质决定。

(2)要描述混合物某一组分的运动，只要适当考虑其他组分对该组分的作用，就

可以把这个组分从混合物中分离出来。

(3)混合物的运动和单一物质的运动满足相同的方程。

由于混合物是由其组分的性质决定的，那么要描述某一组分的运动，只要适

当考虑其他组分对该组分的各种作用，就可以将该组分与混合物的其他组分分离

开来。在某一时刻，各组分的质点可同时占据空间的同一位置，而在另一时刻，

这些质点又可以分别占据不同的位置。各组分的质点有自己的速度，混合物在空

间各点的平均速度是此时在该空间点各组分速度的质量加权平均值。各组分在该

点的扩散速度等于它的速度减去平均速度。化学反应可以使各组分的质量发生变

化。每个组分应服从基本方程，如质量守恒、动相空隙介质)整体的运动与单相

物质的运动满足相同的方程。

混合物有时又称相互作用的连续介质力学，它主要包括混合物运动学(混合

物运动的描述方法)，混合物运动的基本规律(守质量、能量和动量守恒定律，

熵不等式)和混合物的本构理论(建立混合物本构方程的基本理论)，同时关于

熵不等式的可能形式问题一直是混合物理论中的一个重要课题。在建立混合物的

本构方程(见本构关系)方面，一般可归纳为四种情况：

(1)在同一温度下的非化学反应连续介质；

(2)在不同温度下的非化学反应连续介质：

(3)在同一温度下的化学反应连续介质；

(4)在不同温度下的化学反应连续介质。

在本文中只考虑在同一温度下的非化学反应连续介质。



第二章多相介质的混合物理论

2．2混合物理论中基本概念

为了说明体积分数的概念，我们假定对整个多孔介质建立一个控制域，并且

空隙中的气体或液体可以在这个控制域中流动。我们进一步假设空隙是按照统计

学平均分布的，并且任意的体积单元都是由材料的所有组分混合而成的。

尽管在混合物理论中考虑每一个组分的体积分数，但是混合物理论对多孔介

质的描述还是一个宏观模型。在这个模型中即不考虑孔隙结构的几何尺寸也不考

虑各组分的准确位置。我们假设各个组分(这些组分是相互接触的)在整个控制

域上是“模糊"分布的，即每个组分都连续的分布在整个控制域中并且所有组分

重叠分布在整个控制区域M。我们定义多孔介质占据空间为整个控制域曰，而控

制域的边界是扭，这个边界是由混合物材料中的固相确定的。整个混合物是由口

相组分组成的，每相都有实际的体积1，口，这里口代表第口相组分。为了表示体

积分数的概念我们取一个单位体积元咖，其中每一相组分的实际体积为如口，则

体积分数可以表示为湖：

丸：要(口：1，2，⋯，Ⅳ)(2-1)
由上式每一相组分的体积分数定义可知体积分数是对混合物局部结构的粗略描

述，并在整个控制域中所有组分的体积分数满足：

∑丸=l (2—2)

则称这种混合物为饱和混合物，饱和混合物的组分之间没有空隙；若

∑九<1 (2-3)

则称这种混合物为非饱和混合物，这种混合物的组分之间有空隙。

如果混合物是由一种多孔固体介质形成的同体骨架和充满固体骨架孔隙的

多种液体组成的饱和混合物，那么该混合物的孔隙率为

，z=1一慈=∑力 (2—4)

其中噍是固体组分的体积分数；矽，(／=2，3，⋯，N)分别是种孔隙流体的体积分数。

／,／是单位体积混合物中流体组分所占体积，也就是单位体积混合物中固体骨架孔

隙体积。混合物第．厂种流体组分的饱和度是

。2南u_2，3，⋯朋(2-5)



显然有

∑0--1 (2-6)

设成是第口组分的密度，则混合物的密度可以表示为：

p(x，f)=∑成(x，0 (2—7)

其中以表示单位体积混合物中第口组分的质量，称为第口组分的体密度。单位

体积第口组分物质的质量用儿表示。相对于体密度成称圪为第口组分的真实密

度。第口组分体密度和真实密度的比值定义为第口组分的体积分数九，即

伽)=躺 (2-8)

这里丸表示单位体积混合物中第口组分的体积分数。

2．3混合物的运动学方程

考虑同时处在空间某区域的尺中连续介质R口(1，2，⋯，忉形成的混合物。给混

合物每一组分选定～个参考构形，第口中组分质点在参考构形中的坐标(物质坐

标)用X。表示。各组分质点的运动构成了混合物的运动和变形，则第口种组分

的运动方程可以表示为：

x=x。(X。，f) (2—9)

式中f为时间，x为质点X。在f时刻的空间位置。该方程也称为第口组分的变形

函数。假设各组分的运动满足连续性假设，则方程(2-9)在空间点x处的领域内有

唯一的逆

X。=x。(x，f) (2—10)

连续性假设不仅保证每种组分的每个质点在任意时刻只能占据空间一点，而且保

证了同一组分的不同质点不能同时占据空间同一点。

质点X。在f时刻的速度和加速的分别定义为：

a

V口=x：=鼍x口(x。，f) (2一11)
ol

a2

％=X。tt=素Xa(x。，f) (2·12)
ot。

其中()：表示第口组分运动有关的物质导数。

质点x。在，时刻的变形梯度定义为线性变换：



线性变换E的矩阵[疋】可以写为：

c兄，=[差兰差兰茎兰]
E的逆变换是

F口巧1=巧1E=I

这里GRAD表示关于物质坐标取梯度，伊ad表示关于空间坐标取梯度，

单位张量。质点X。处的二阶变形梯度张量为

(2·14)

(2-15)

(2-16)

I是二阶

(2—17)

(2-18)

L口兰K巧1 (2。19)

L。还可以利用变形率张量d。和自旋张量w。表示成

L。=五1(L。+E)+丢(L口一E)=d。+w口(2-20)
d口和w。分别表示张量L口的对称部分和反对称部分，E表示二阶张量L口的转置

张量。

空间点x处混合物的运动速度是组分速度的质量加权平均值，定义为：

V(x，f)=文(x，f)=I∥Z。：oV口(2-21)

第口组分扩散速度u。是v。与v的差值：

u。(x，f)=Va(x，f)一v(x，f) (2-22)

设r是x和t的函数，它与混合物第口组分运动有关的物质导数定义为：

E=善r(x，t)+[gradr(x,f)】·V口(x，f) (2-23)
Ot
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2．4混合物的守恒定律

2．4．1混合物的质量守恒定律

以混合物所在的空I司内的固定区域R为研究对象。区域R中的混合物第口组

分中的质量守恒定律可以表示为：

～8__ip口dv一曼成V口．ds+乒西 (2-24)

式中d1，是体积元；ds是区域R边界OR上正向向外的面元矢量；Ca是第口组分的

质量供给量，它表示单位体积混合物中单位时间内由其他组分物质转化为第口组

分的质量。区域R中混合物的质量守恒定律为：

旦Ot p一妒幽 (2-25)

由上面两个公式可知：

∑'Gdv=0 (2—26)

可见混合物的质量守恒就是混合物总质量不变。

把式(2．24)~(2．26)局部化，得出第口组分和混合物质量守恒定律的局部形式

分别为：

誓+div(成v。)=气 (2．27)
a
”4“ 4 、

害+div(pv)：0 (2．28)
a

、

∑气=o (2-29)

式(2．27)还可以表示为

反+p。divv。=Ca (2—30)

(岛IdetF。)’=IdetLl乞 (2—31)

推导式(2·31)时应用了等式(1detEI)’=[det F口[diw口。把式(2-31)表示为X。和f的

函数，再对时间积分就是

岛2以RId既Rl-'exp～f成c口df(2-32)

式中成置式第口组分在气时刻参考构形中的体密度。式(2-32)表示第口组分质点

x。处体密度成与时间和介质局部变形的关系。若第口组分的质量供给乞=0，



则式(2—32)简化为

成IdetF。l=P,,足 (2—33)

第口组分体密度的梯度定义为：

e口=graap。 (2—34)

将式(2—33)代入e。表示为

e口=Idet艺I-l(G凡虹)成置)K1一成(KT[G口])巧1 (2-35)

推导过程中应用了等式aId就El／暖：ldetF口lF21。上式表明体密度成在空间的变
化与组分变形和初始密度分布成矗都有关系。当初始密度在空间均匀时，e口只与

组分的变形有关

e。=一成(KT[G口】)巧1 (2—36)

式中A【B]_气如⋯％&也⋯o。

设有函数

r(x力=古莓成以x力 (2_37)

可以证明

pr=∑[成E-div(p。F。U口)+吃r群】 (2—38)

如果第口组分物质不可压缩，则其真实密度为常数。利用式(2-8)，式(2—30)～

式(2—36)简化为关于第6／'组分体积分数丸的方程，可以写为：

尤+九diw口=鱼 (2．39)

(：o ldetry)7=detF,，4(2-40)

丸=州aet町1 ex,(1 fo薏d0 倍4，，

丸IdetF,，I=丸置(％=o) (2—42)

grad#口=detF口lq(GRAD九置)巧1一九(KT[G。】)巧1 (2—43)

grad#。=咆(巧T[G口])巧1 (GRAD‰=o) (2—44)

这里丸矗是第口组分在to时刻参考构形中的体积分数。



有时描述混合物两种组分的相对运动(如多孔介质空隙流体相对于固体骨架

的运动)有意义。此时把式(2．30)改写为：

(detF,p：)'，=DIV{detF,pF。-1(V，一V，)}+ldetEIc， (2—45)

式中detF,pz式在J组分参考构形单位体积中的第厂组分物质质量；

{detF,pF，-1(V，一V，)}式第厂组分流出第s组分物质面元的质量通量；ldetEI勺是
在s组分参考构形单位体积内第／组分的质量供给量。式(2．45)1拘物理意义是显

而易见的，它是在J组分参考构形中对第厂组分质量守恒定律的描述。若v，=v，，

则式(2—45)对时间的积分就是 。

乃2铱IdetE|-leXp』：若df (2-46)

上式与式结合则有：

詈=鲁唧[j：(考一丢卜] c2却，
岛‰ l嘞I丹B J I

此式对在J组分参考构形中研究第厂组分体积密度随时间变化非常有用。

2．4．2混合物的动量守·匿定律

区域尺内第口组分的动量守恒定律和混合物的动量守恒定律分别表示为：

昙pV少2≮肌(V。．as)+妒s+』(咖棚。)dV (2．48)

昙P讪2≮pV(V．as)+勰tds+pdl， (249)

式中t。是第口组分的偏应力张量，它表示区域R外的混合物通过边界勰对区域

R内第口组分的作用力；P。是第口组分动量供给，表示区域R内其他组分对第口

组分的动量作用，又称为局部体力或内体力；b。是第口组分的外体力密度；t是

混合物的应力张量定义为：

t=∑(t。一成u。pu口) (2-50)

上式定义的混合物应力张量t满足：

t-pv@v=∑(t。一见u。圆％) (2—51)

混合物应力张量的内部部分是：

tI--y,口 (2-52)



p审=divt+加 (2—5s)

比较以上两式可得

∑P口=o (2—56)
口

上式说明：各组分之间的相互作用对混合物整体运动没有影响。式和式等价都是

混合物动量守恒的表达。

2．4．3混合物的能量守恒定律

区域R内弟口组分的能量吁恒足律和、馄合物的能量可但定律分别衣不为：

昙肛(气+引一受岛(气+孙口“妒a飞)一㈣
+j(成毛+成V口·b口+乞)咖

昙』p(g+丢V2)dV=一受p(占+三y2)V·dJ+曼(tTV—q)·出 。2．58，

+J(∥+pV．b)dV

式中毛是第口组分的内能密度(不包括动能)；q。是第口组分的偏热流通量矢量；

k是第口组分的外热供给量；乞是对第口组分的能量供给量。占是混合物的能量

密度，定义为

s=古；(成％+圭成《) p59，

并满足

p(占+吉y2)=莓以(％+丢吃) c2—6。，

占的内部部分是

铲玄莓脯 (2-6D
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q是混合物的热量通量矢量，其定义为

q=q。+i1厶&％2u口 (2．62)

其中q。=∑(q口一t：+成气％)

，．是混合物外热供给量密度，其定义为

，．=吉善成(名+b。心) (2．63)

并满足

p(r+b·V)=，．=∑成(名+b口·V口) (2．64)

能量守恒方程式(2．57)和(2—58)的局部形式分别为：

成吒+％(《一吉吃)=仃(呓TL口)-div％+成名+乞一p。．V。
∥=tr(tTL)-divq+pr

式中L是混合物的速度梯度

(2—65)

(2—66)

L=gradv(x，f)=二∑(岛L口+％ogradp口) (2．67)
P 7⋯““

“ 7 、

·利用式(2·20)，式(2．65)改写为

与方程(2—66)等价的方程是

这也是混合物的能量守恒方程。

2．4．4混合物的熵不等式

∑乞=o

p口。V口+％

(2-68)

(2-69)

熵不等式的公理认为：总熵的时间变化率永远不小于经过物体表面的熵流入

和由体源所补充的熵之和。我们假定这对所有独立的过程以及物体的所有组分都

成立。

混合物的第口组分定义熵密度％(x，f)和温度眈(x，f)以后，第口组分的熵增

率玩满足方程

以+qym一=、．、

、●I，

，口

、讲口。

小

，一2

Ⅵ

』2

m乞．扫^。，㈨、●一2

气

卜

+

k

昏

。

成

似



昙p巩虻≮成巩V口心一曼专心+熙西+鼻如 ∽。，

晚2岛巩+％％砌V㈡一等 ㈣
按照Tm髓dellM的观点，对混合物各组分的熵增率瑰不作任何限制，只要

∑坑≥o (2—72)

把式(2．71)代入式(2．72)，可以得到

莓k+气巩m㈡一等]≥。 p73，

咖莓mv》成饥卜等邳 ∞却

栌吉；胁(2-75)
应用式(2—65)消去式(2-73)中的成名项，可以得出简化的混合物熵不等式：

，I成(巩吃一毛t J十姒I。TL口)一 l

到半母”r讹吃"圳邳 (2-76)

引入Helmhotz自由能(Helmhotz free energy)密度％

，I一成(此+％吃t，+、一。TL。)一 I

；封半睁盼驴讹剖加 (2．78)



莓成以一p和+寸；(t：L—j一号。莓(q口+以巩钿引 Q．。O。，
口 L口 J

V 口 ，^ 1、

一∑”V口一∑％l虼一L，，V。2 l≥o

2．5混合物的本构理论

2．5．1本构方程的基本要求

运动学的基本定律，质量守恒、动量守恒、能量守恒以及熵原理对任何类型

的介质不论其内部本构方程如何都是成立的。当具有同样质量和几何形状的物质

承受同样的外部作用时却有不同的响应，例如大多数的固体在小的压力作用下变

形是很小的，而流体则要取决于其容器的形状。物质的内部本构关系是造成这些

物质产生不同响应的原因。在连续介质力学中，不涉及物质的原子结构，而主要

讨论物质的宏观性质。

物质的特性是通过包含适合于于每一种物质并限定在一定范围之内的本构

变量的本构方程来阐明的。一个本构方程定义一种理想物质并且在本构变量的选

择中以及在本构方程的阐述中，必须满足某些物理和数学的前提。目前还没有一

个明确的规律能够提供一给定的物质所需要的全部变量。在物质的描述中，同时

也需要依赖与外部场和所涉及的现象范围的先验知识的物质性质，没有这些知识

也是不能说明物质的本构属性。例如，常见的固体由于移去外部载荷，其可以回

到原来的无应力构形，则我们把这种固体处理成弹性固体。然而根据日常的观察，

我们知道一旦当外部载荷超出某一极限时，所有的固体都将产生一定的永久变

形。于是可知弹性理论的范围是由载荷的这个极限或确切的说是由应力的局部状

态的极限所确定的。所以弹性理论只是在应力状态的一定范围内彳’能预示出一种

给定物质的性质，在应力状态超出这个范围时这种物质的性能将用一组新的本构

方程表示，如：塑性本构方程。类似地，由于变形一种固体材料也可以显示出电

学的现象，例如压电性。为了描述这种现象，在我们的本构方程中还必须包含其

它的本构变量。因此，一种本构理论只是用来描述一种给定物质的一些少数明确

的物理现象。



本构理论可以利用统计力学的方法建立。在这种方法中，物质被认为是由于

内部分子力而引起的互相的原子和分子组成的。内部分子力的性质是不知道的，

而且原子的运动是不规则的，因此这种方法只适合非常简单或理想的情况，如：

理想气体。在本构变量的选择中，统计力学的方法可以提供直观的指导。热力学

和物理学的其它分支在这方面也是有重要的指导作用。

目前还没有一个系统方法能够明确的指出物质所需要的基本本构变量。但是

有一些指导性的原则可以用来排除本构方程中的某些变量。

2．5．2本构理论的公理系统

(1)因果公理【47‘49】

在物体的每一个热力学状态中，我们把物体的物质点的运动和它们的温度看

成是自明的可测效应，而把熵不等式和平衡方程中的其余量(不是由运动或温度

得来的量)看成是相关本构变量。因果性公理的目的在于选择变化范围有限的物

质的独立本构变量。开始我们可以选择一些可测变化的一组独立的量作为物体中

所发生的效应。于是这一组量便构成物质中某类物理和化学现象的可测的独立变

量。一旦选定了独立变量之后，其余的那些不是从本构变量中得来的便是相关本

构变量。

(2)决定性公理

在时Nt物体B中的物质点彳处，热力学本构函数(t，q，s，r／)的值由B中所有

的物质点的运动和温度的历史决定。决定性公理是一个排除原理。它排除X初

的物质性能对于物体外部的任何点以及任何时间的依赖性。只要物体所有过去的

运动是已知的，那么涉及物体性能的未来现象就是完全被决定和可测的。

(3)等存在性公理

对于所有的本构泛函都应该用同样的独立本构变量来表示，直到推出与之相

反的结果为止。这个公理是预防性公理，其表明在用相容性公理和各种近似消去

本构泛函中的一些变量之前，在所有的本构函数中我们应采用相同的独立本构变

量。

(4)客观性公理 ·

本构方程对于空问参考标架的刚性运动必须是形式不变量。这个公理是显然

成立的，物质性质与观察者的运动无关。

(5)物质不变形公理

物体中物质点的结晶方向性引起物质性质的某些对称性。例如：当物质坐标

(五，五，墨)变为(五，五，一五)时，本构泛函可以不改变它们的形式。这表示物质
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参考标架关于平面五=0对称。这个条件可以推出施加于本构方程上的限制。

(6)邻域公理

独立本构变量在离X较远的物质点的值不明显地影响相关本构变量在X处

的值。

(7)记忆公理

本构变量在远离现在的过去时刻的值不明显的影响本构函数的值。

(8)相容性公理

所有本构方程必须是与连续统力学的基本原理相容的，即它们必须服从质量

守恒定律、动力平恒、能量守恒原理以及熵不等式。

2．5．3混合物的本构假设

对于给定的混合物系统，如果外体力密度b。和外供热量，：y以=l，2，⋯，Ⅳ)已

知，那么守恒方程式(2—30)、式(2—54)、式(2．56)和式(2．65)及熵不等式(2．73)包含

的未知函数有成，％，V口，t口，P。，M口，气，％和吃(1，2，⋯，加。若把组分质量守恒方程

(2-30)、动量守恒方程(2—54)、动量矩守恒方程(2．56)和能量守恒方程(2．65)分别看

作关于见，v口，M。和吃的方程，并且关于吃，t。，P。，气，q。，乞和％(1，2，⋯，忉的本构

方程已知，则守恒方程和本构方程的数目与其中包含的未知函数的数目相同，就

可以对具体的边值问题进行求解。当然本构方程还应该满足这些守恒定律、熵不

等式和本构公理的要求。

假定讨论单一温度混合物，并且假定组分之间物质量转换，即

乞=o(a=1，2，⋯，Ⅳ)。对于这样的混合物，组分各守恒方程简化为：

以+p。divv口=0 (2—82)

p。v'o=divt口+以b。+p口 (2—83)

t。-t：=M。 (2—84)

成《=tr(tTL。)--divq口+成名+色一p。·V口 (2—85)

简化后的混合物熵不等式(2．73)为：

；l一甲：一成％舀一tr(成K口L口)一吾·(q口+成％钾口)一p盯．v口I≥o (2-86)口L
V -I

式中

甲。=成虼 (2-87)
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成K。=甲口I—t： (2-88)

甲口是单位体积混合物中第口组分的自由能，K口是第口组分的化学势张量。

混合物是一个开放的热力学系统，其中发生的任何变化过程都是热运动过

程，这个热运动过程用函数

x(X口，f)，O(x，f)@=1，2，⋯，忉 (2-89)

描述。每一个给定的热运动过程必然有一个热力学过程与之伴随，热力学过程用

两组函数描述。一组函数描述发生在混合物各组分内部的热力学过程，如

t口(x，‘)，q口(x,t)，％(x，f)，(2-90)
巩(x，f)，b口(x，f)，吃(x，f)位一1，2，⋯，Ⅳ)

另一组函数描述混合物组分之间相互作用，如

％(x，f)，阢(x，f)，M口(x，f)，乞(x，f)，坑(x，f)位=1，2，⋯，Ⅳ) (2-91)

本构关系描述热力学函数(2．90)和(2-91)与热运动函数(2—89)之间的关系，本构关

系的函数表示就是本构方程。本构关系是建立在本构公理基础之上的，通常应用

比较广泛的本构公理有Eringen的八公理体系和Noll的三公理体系，前者包含

的物理现象相当多，后者则是本构公理的核心部分。本书在建立本构关系时，应

用最常用的几条本构公理是：1、确定性公理；2、等存在公理；3、局部作用公

理；4、物质标价误差异公理。根据前三条公理，包括弹性、热传导、扩散、粘

性和浮力效应的均匀混合物本构方程假设为：

(甲。，％，P。，t。，M。，q。)=f(o，g，E，E，G6，V6)@，b=1，2，⋯，Ⅳ) (2-92)

对于具体问题，还要用物质标架无差异公理和熵不等式对本构方程(2．92)进行简

化。

2．6本章小结

本章为以下各章的理论基础，这里主要简要介绍了基于热力学框架下的混合

物理论中的基本概念、质量守恒方程、动量守恒方程、能量守恒方程和熵不等式，

不仅写出了关于每一相的基本守恒方程和熵不等式，而且还写出了整体混合物的

基本守恒方程和熵不等式。最后总结了文献中的基于热力学框架下的本构方程满

足的基本公理和假设，把混合物的本构理论应用到整个混合物中，从而整理出了

混合物理论的本构方程。





第三章两相介质流．固耦合模型及数值模拟

3．1引言

在现实应用中有很多材料是流体和固体混合的材料，例如：饱和土、泡沫材

料、椎间盘、软骨等等。当此类材料受到力学载荷作用时，其内部流体会在固体

框架中流动，也有可能离开固体所形成的材料区域。对于此类材料的研究较早的

比较成功的研究是Bi“7】流．固耦合理论，将饱和多孔介质处理为一个弹性体应

力与孔隙流流动的耦合问题，已广泛应用于土壤力学中，解决了许多重大的实际

问题。郑家栋【50】等应用经典变分原理推导了Biot流．固耦合问题的有限元方程，

并分析土坝的固结问题。黄传志f5l】等给出了二维Biot固结问题的孔隙水压力、

应力和位移的解析解。Pcric等【52】研究了髓核与纤维环的线性与非线性特性，并

进行了应力松弛实验观察弹性模量与渗透率的变化情况。以上研究基于Biot流一

固耦合理论，这种理论在本构方程中引入了等效应力的概念，并成功了描述了两

相流固耦合材料的行为，但是这种理论上的假设没有数学上和公理系统的支持。

因为这一类材料既包含固体又包含液体所以不能简单的用单相物质的研究方法

来研究此类物质。

近代混合理论的发展为这种两相流一固耦合材料的本构方程推导提供了数学

上的依据，并且也为Biot流．固耦合理论可行性提供了理论上的支持。我们应用

混合物理论把此类材料分为固相和液相，假定各相连续的重叠的分布在整个材料

区域，而每一相组分所占的比例用体积分数来表示。现在应用混合物理论对具体

材料的研究也有一些。李晋唐【53】对关节软骨中的流一固耦合问题研究做了综述介

绍了关节软骨的一些实验方法和理论研究，同时指出单相理论不能回答诸如在受

到载荷后空隙间液体如何运动以及随着液体的挤出固体基质的应力如何变化问

题，然后给出了简化后的基于混合物理论的关节软骨的本构方程，但是没有给出

具体的推导和简化过程。黄义等【43】研究了饱和土的流．固耦合问题，比较系统的

推导了流．固耦合本构方程并与以前文献中的混合物理论比较得出了相同结论。

Mow等【54】建立了关节软骨的两相模型并推导了在有限变形和无穷小变形时的本

构方程，并考虑了关节软骨中的非线性渗透问题。刘占芳等【55j针对孔隙度较大的

硅橡胶材料在压缩情况下的大变形，提出了可描述此类可压橡胶材料力学行为的

应变能密度函数，推导了硅橡胶材料的本构方程。利用硅橡胶材料的单轴压缩实

验进行了材料参数拟合，讨论了多孔硅橡胶的孔隙度和体积变形对压缩性能的影

响。
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本章在以前两相(包括固相s和液相f)流一固耦合研究的基础上总结应用混

合物理论推导具体材料问题的一般思路，并推导了包含不可压缩固体和不可压缩

无粘性液体的两相介质的流．固耦合的本构方程。

3．2两相流．固耦合介质的基本守恒方程

根据第二章介绍的混合物的基本守恒方程，并且忽略组分之间的质量供给

(即忽略混合物中不同组分之间的化学反应)，两相流固耦合材料的第口组分的

质量守恒方程、线性动量方程、动量矩方程和能量方程可以写为：

导．I-divp口i口=0 (3—1)
西

8 、 7

成艾口=divT。+成b口+昼口 (3—2)

M口=L一《 (3—3)

成乞=trTTL口-divq口+成屹+色 (3-4)

其中口=s，f代表混合物中第口组分；L是第口组分偏应力张量；b口是第口组分

的外部偏体力密度；§。是混合物中其它相对第口组分的动量供给；嘲。是混合物

中其它相对第口组分的动量矩供给；丸是第口组分的内部偏能量密度；L。表示

第口相的速度梯度；q口是第口组分偏热流矢量；名是第口组分的产生应密度；色

是其它组分对第口组分的能量供给。由式(3．1)中我们可以看出忽略了固相与液相

之间的质量供给。

根据上面第口组分的质量守恒方程、动量守恒方程、动量矩守恒方程和能量

守恒方程，我们可以推导出混合物的动量守恒方程(3．5)、动量矩守恒方程(3-6)和

能量守恒方程(3．7)。

p譬=divT+加 (3-5)

T=TT (3-6)

p击=tr∑《L。-divk-∑u口．fi口+∥ (3-7)

其中应力张量
。



内能密度的内部部分

热流量

热供给密度

应力T的内部部分：

1击

铲万刍成气

2

k=∑(q口+成气u。)
a=i

1三

，2云Lpo,o
，，Ⅱ2l

2

，I：『=∑L
盯=l

有式(3—6)暑-I式(3—8)可知T，是对称的。

(3-10)

(3—11)

(3-12)

(3—13)

如果％表不两相混合物材料的第口组分的炳密度，则内相混合物材料总1本

的熵密度：

叼(x，r)=万1蚤N成巩(x，r) (3一14)

那么两相混合物的熵不等式可以表示为：

咖叭薹b成帆垮等≥。 p㈣

其中oo是代表第口组分的温度。因为我们假设每一组分都有相同温度，两相混

合物的熵不等式(3．15)又可以改写为：

p力+dtV传(k一萎N成虬u。))一∥≥。 c3一·6，

其中％表示混合物中第口组分的偏Helmholtz自由能密度，其定义为：
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％=％一Or／,, (3—17)

如果我们把能量守恒方程(3—7)代入到熵不等式(3-16)消去，，那么可以得到

如下形式：

一兰中球一p刁矽一tr羔成K口口一警一∑N(i口一文，)币。≥o (3．18)L t8)一∑中球一p刁矽一tr∑成K口口一等一∑(i口一文，)币。≥o (3一

其中K。为两相混合物的第口组分的化学势张量，可以表示为

K。：％I一笠 (3．19)
p筐

甲口是两相混合物的第口组分的自由能，可以写为以下形式：

甲口=以虼 (3—20)

g是混合物温度的空间梯度，其形式为：

g=grad0 (3—21)

h的形式为：

h=k-∑甲口U口 (3-22)
』_一 “u

’ ’

3．3不可压缩条件对混合物的约束

在混合物理论中，材料的不可压缩代表的意义不同与单相材料的不可压缩

性，其意义要复杂一些。如果假设混合物材料中的第Or'组分是不可压缩的，那么

第口组分的真实密度y。是一个常数，但是在混合物理论中第口组分的体积密度

成却不是一个常数。当所有相的真实密度九，儿，⋯，h都是常数，则混合物材料

中的每个组分在变形前和变形后所占的体积不变。如图3．1所示，a表示一个单

位体积的混合物，其中斜线填充部分可以看作是固相，其它空隙被液相充满。我

们假定固相是不可压缩材料，则在变形后的当前构形中固相的体积不发生变化，

但是可以明显看出由于材料中的空隙发生了变化导致变形前和变形后的固相的

体积密度发生了变化。
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a．参考构形 b．当前构形

图3-1两相介质不可压缩性示意图

Fig．3—1 Schematic diagram ofthe incompressible ofthe biphasic medium

假定两相混合物中固相和液相都是不可压缩材料，则混合物的质量守恒方程

式(3．1)容易改写为：

誓+div九主口：0 (3-23)

可以容易导出混合物的质量守恒方程的等效形式，如：

丸IdetF。l=虹 (3—24)

将上式代入到饱和条件式(2．2)中，可以得到如下形式：

虹IdetF,[一+办=l (3—25)

其中绌代表参考构形中固相的体积分数；E是固相的变形梯度。由上式(3．25)g

以看出E，≯，不是相互独立的，即不可压缩条件对质量守恒方程产生了约束。对

上式取导数可以得到：

N

∑(九trL。+grad≯。·(交。一文。))=o (3—26)
a=l

将上式(3—26)代入熵不等式(3-18)中可以得到：
’

一∑N巾口一p刁矽一tr兰K+^一訾
芍1

泸1 口

(3—27)^， 、一

一∑由：·(文。一文。)≥o

其中兄为任意标量乘子：
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K乙=以K口-≯ja (3—28)

， “：一口一jtgrad乒0 (3—29)PP 29rad 29)，

口2 口一 0 【j‘

3．4两相流．固耦合介质的本构方程

本节讨论流体组分厂和固体组分s组成的单一温度混合物的本构变量和本

构方程。由于考虑的两相流固耦合材料的变形，在变形过程中不发生化学反应或

不产生明显的电磁效应。因为我们考虑的是一个单一温度的混合物所以在取独立

本构变量时不应把温度和温度梯度作为独立本构变量。根据因果性公理，这种物

质的独立本构变量可取为：

C，，矽r

其中C，=FE是固体组分的右Cauehy-Green张量；办为液相的体分比。

由因果性公理可知，在平衡方程和熵不等式中的不是由温度和运动得来的变

量称作相关本构变量。在两相流固耦合材料中，我们可以取：

甲。，巩，K：，p：缸=s，厂) (3—30)

其中甲口是单位体积混合物中第口组分的自由能，如式(2-87)所示；巩是第口组

分的熵密度；K：是第口组分的化学势张量；参：是混合物中其它组分对第口组分

的动量供给。

根据等存在性公理和决定性公理，相关本构变量(3—30)是独立本构变量c，，办

的函数，这种函数关系就是本构方程。这种两相流固耦合材料的本构方程可以用

下列方程来表示：

甲口=甲口(c，，办) (3-31)

巩=r／。(C，，办) (3-32)

K：=K：(c，，矽，．) (3—33)

‘：=‘：(c，，≯，) (3-34PP )。2。卜，，矿，) L J

这些由独立本构变量所构筑的本构方程(3．31)．(3．34)包括了弹性和组分体积分数

矽，对两相流固耦合材料的本构特性的影响。在以上本构方程中我们假定参考构

形中材料是均匀的，因此在以上本构方程中没有考虑物质坐标x。的影响。本构

方程还要满足各个守恒方程和熵不等式。

将式(3．31)对时间求导数，然后和(3．32)~(3．34)一起代入到式(3—27)中，可以

表示为如下方程：
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斗陋割魄卜躲K^一九刊L6)p35，
一(等堋)矽一了mog一耋V乞≥。

其中m的表达式为：

m=h+O薹》口． 仔36，

乏的表达式为：

乞=聪一器鲥丸+筹鲫q差挚aa九 (3-37)

甲，式混合物自由能的内部部分，其表达式如下所示：

甲，=∑甲口 (3-38)
Ⅳ

由(3．31)所示、壬，。是p，C，，力的函数，则可以知道甲，,da是o，C，，九的函数，即

右如下形式：

甲，=甲，(p，C，，九)

熵不等式是L，，L，，矽的线性函数，因为L，，L，，台是任意独立变化的，

等式成立，它们的各项系数必须为零，即：

K：=K：r=_2警

F,K；Fr=九鼍㈨_2，⋯，Ⅳ)
卯，

p刁一葡

(3—39)

为了保证不

(3—40)

(3-41)

(3·42)

一百m。g一艺v。·乞≥o (3-43)
／1‘_一一”

将式(3-40)和式(3．41)代入式(3·28)可以得到：

j。sg$--"吮俎理等《 (3-44)

喁=办卜券】I (3．45)

将第口组分的自由能表达式(3．20)、式(3．44)弄(11(3-45)代入到第口组分的化学势张

量表达式(3．19)00，可以得到应力张量的形式如下：



Ts=q-',l-棚啦等《

”／I-删一办菇I
。。46’

兄是作用在混合物上的不确定的静水压力。一般在很多混合物应用中，利用应力

张量消去固相场方程的化学势。利用空隙压力消去液相的化学势。如果给定每一

相的自由能甲。的形式，那么固相和液相的应力张量也就确定了。

对于第口组分，孔隙压力的定义为：
。

儿：五+孚(3-47)
由公式(3—34)、(3—3 1)、(3-37)和(3—47)可以得到

戴=￡伊ad丸一gradqy。+乞 (3—48)

由于我们假定两相之间物化学反应、质量交换、忽略热影响和动量矩交换，

材料的变形在小范围内，固相和液相在微观上可以看作是不可压缩材料，并且忽

略流体的粘性产生的阻力，假定流体为理想流体，固相为各向同性弹性介质，忽

略外部的体力，则可以得到一下本构方程和控制方程：

05=一统一+2,trd+2儿￡ (3—49)

07=一矽，pl (3—50)

o=仃5+07=-pl+五tr8I+2版8 (3—51)

叠，=邛，．=K《V，一V。) (3-52K )p，=-p，．2 I V，一V。J I．j。，

其中口=办／唬，K=(办)2肛，后为扩散系数。
假定体分比的变化很小可以忽略其在混合物变形时的变化，则连续性方程

(3．23)可以化简为

div(痧yv，+吮V，)=0 (3—53)

在拟静态下混合物的加速度为零，并忽略体力，则动量守恒方程(3-2)、(3-52)可

以简化为：

divty=0 (3—54)

div6 r+pr=0 (3-55)

p，=邛‘，=K(V／一V，) (3-56)

3．5两相流．固耦合介质的有限元方程

从上节得到的结果中，可以获得质量守恒方程和动量守恒方程：
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div(矽／v F七审o s)--0
diw=0

diva，+§，=o

在无穷小变形情况下，两相混合物本构方程：

o=一pl+2,treI+2p,t

03=一咖fpl

声。=邛，=K(V，一V，)

将式(3—62)代入式(3—59)中，消去量，可以得到V，的表达式：

一：∑冒。曩f+Vs
K

(3·57)

(3-58)

(3-59)

(3·60)

(3—61)

(3—62)

(3—63)

把上式(3．63)和式(3．62)代入到式(3．57)qb，得到：

v．(警阢一+v≯o(3-64)
再把式(3．61)代入到上式中去：

v．(一警跏I+矿)_0(3-65)
式(3—58)和式(3—59)得到整体混合物的动量方程：

divty=0 (3-66)

将式(3—60)代入到上式中可以得到：
．． ． ． ． ． ，

div(一pl+t《)=0 (3—67)

其中o；=+2,trgl+2从￡。

在力学场中边界条件，假定在边界I'：上满足位移条件，即：

Us=丽s(onr：) (3．68)

同时在边界r上受力载荷

．ts----11·仃，=r(on r?) (3—69)

其中n·盯：可理解为作用在边界上的有效应力向量。

液体相的边界条件有：

pn=p—n(onr：) (3·70)

pn可以理解为由于孔隙压力产生的应力矢量。

警勖们J(onr歹)(3-71)
两相混合物材料流固问题的基本方程为连续性方程(3．65)、动量方程(3．67)，

以及边界条件(3—68)-(3．71)。首先建立这些方程的等效积分形式，采用加权余值
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f∥V(一pl+o；)d矿+f矿·(n·6s￡一ys)d11+

』w，V．(_-嬖-VpI+Vwy+』矿(J一譬跏．n)dr=。 (3-72)

其中对于所有的∥，矿，矿，矿都成立，所以式(3．72)是微分方程式(3．65)和

式(3-67)及边界条件(3—68卜(3-71)的等效积分方程。由分部积分可知，式(3．72)qa

pV(一pI+o；)dV

=卜(∥·(一pI+o；))d矿一．f匆∥·(-pI+o；)dV

=一Ⅳ．(一pI+。渺+，(∥．(一pI+6咖dV ‘3。73’

=一，V∥·(一pI+。；)d矿一，w'p·ndV+1w5·(n·o；)dV

妒．(-警跏I+矿炒

=Q1w：V．v'dV-Q1w：VK即卜
：nw／V．v*dV，(∥譬即]dy+』(V∥．-嬖--vpI]dy。。7∞
2

nwrV．CdV+』v∥譬跏d矿一』∥譬跏咀ar
式(3—73)和式(3—74)代入到等效积分式(3．72)中可以得到：

-nIV，w。*．(-pl+o，：)d。V一+Q1w／'V，．v'dV+nIV∥警Vpd矿 (3．75)
n Q n

1～
，，’1c、

=，矿万·ndV-，矿·PdF+，茹rjdr
、叫

U5=Nu0 V5Nv；，P=NpP。 (3-76)

w。=Nw：，W‘=Npwi (3-77)

将式(3-76)币n(3—77)代入式(3．75)中，可得有限元方程：

Hu：+Ap。=e (3-78)

．36．



写为矩阵形式，即为：

(A)T血：+Ep。=( (3-79)

蚓+EH AEIjLpF<，I豳 限蚋

兵甲
， _ “

H=I B1D6BdV (3．81)
∥ 、 ’

A=￡(LB)TN，dy (3—82)

E=C茁，BPTBPd矿 (3．83)却 p p
、 。

e=LNT矿dr+LNT多ndr (3-84)

r=厶NpTqFdr (3-85)

这里N，N，为形函数矩阵，B，Bp，分别为应变矩阵。Ds为材料刚度张量。到此

就推导出了聚合物胶体的在考虑化学效应影响时的有限元方程，可以写为：

CO+Ku=f
’

(3．86)

其中

c=瞄牡[酬扣嘲 p87，

3．6数值算例

3．6．1椎间盘组织

椎间盘是位于人体脊柱两锥体之间，由软骨板、纤维环、髓核组成的一个密

封体。上下有软骨板，是透明软骨覆盖于椎体上，下面骺环中间的骨面。上下的

软骨板与纤维环一起将髓核密封起来。纤维环由胶原纤维束的纤维软骨构成，位

于髓核的四周。纤维环的纤维束相互斜行交叉重叠，使纤维环成为坚实的组织，

能承受较大的弯曲和扭转负荷。纤维环的前侧及两侧较厚，而后侧较薄。纤维环

的前部有强大的前纵韧带，后侧的后纵韧带较窄、较薄。

’髓核是一种弹性胶状物质，为纤维环和软骨板所包绕。髓核中含有粘多

糖蛋白复合体、硫酸软骨素和大量水分，髓核内有胶原纤维网状结构、粘多糖

蛋白复合体和硫酸软骨素，使髓核具有与水结合的能力。髓核在承受压力的情况

下使脊椎均匀地承受压力。纤维坏和周围韧带又可制止髓核的过度膨胀，从而保

证脊柱既有弹性又有稳定性。当人们在跑跳时，椎间盘使椎体之间保持互相分离，

如同汽车的减震器一样，缓冲了跑跳产生的震荡，保护了脊柱骨和中枢神经。椎
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体与椎间盘的分界组织软骨终板为半透明均质半渗透膜，对于髓核与锥体松质骨

的液体具有渗透作用。

由于椎间盘组织中充满了液体，当椎间盘组织在受到力的作用时，液体会在

椎间盘中流动，从而表现出了一中粘弹性性质。我们把椎间盘组织看作为一种两

相材料，由纤维网状结构、软骨组织和大分子蛋白质组成的固相和由水、离子等

组成的液相。如果我们忽略椎间盘组织中材料的不均匀性，把椎间盘组织的固相

和液相组分看成是在空间上均匀并重叠的分布。基于上面的假设我们可以用混合

物两相理论来描述椎间盘组织的流．固耦合效应。

3．6．2数值模拟

如3．2所示，建立椎间盘组织ABCD的几何模型，其尺寸为0．004mx O．Olm，

其有限元网格模型如图3．3所示。椎间盘有限元模型的初始状态压力为零，没有

初始变形。点S1和s2的坐标分别为(O，0．001)和(0，0．005)。其力学边界条

件为：左右边界AC和BD自由；下端边界CD固定Y方向，点C固定X方向

的位移；上端边界AB均布载荷如图3-4所示。压力边界条件为：CD边界压力

为零，其余边界压力。椎间盘组织的材料属性由表3．1所示。

S2

S1

图3．2椎间盘组织几何模型 图3．3椎间盘组织有限元网格模型

Fig．3-2 The geometry model of intervertebral Fig．3-3 The finite element model of interverbral

disc disc



Table．3-1 The material parameters ofintervertebral disc

固相体分比 渗透率 弹性模量 泊松比

以 后 E U

0．9 0．38x 10_4m4／fNs) 1．5x106 Pa 0．49

图3．4均布力大小

Fig．3-4 The magnitude ofuniformal force

图3-5模型最终变形图

Fig．3-5 The final deformation of
model

椎间盘组织ABCD的AB边在受到由图3．4所示的均布载荷时，在经过106s

之后，最终的变形图如图3．5所示。图3．5中彩色代表Y方向的位移，其值与右

边的标尺对应。

卢0s t=500s 户1000s t=-1500s

图3-6模型不同时刻的压力分布图

Fig．3-6 The press distribution of the model in different times

模型中液相压力在不同时刻分布如如图3-6所示。当在t=Os时刻，模型的底

边由于其边界条件为压力等于零，所以其压力为零。模型的其它区域由于均布载

荷的作用产生了液相的压力，其压力不为零并且在顶部最大。当t=-500s时可以
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看到模型中的模型中的压力整体减小，底端的压力较小的区域向上扩展，并且顶

端的压力较t=Os时减小。当t=1000s时，底端压力较小的区域继续向顶部扩展。

当t=1500s时整个模型中压力近似等于0，模型达到平衡状态。以上模型中的压

力变化趋势可以解释为：由于均布载荷的作用使模型中的液相的压力增加，由于

底端的边界条件为压力等于零，那么液体有底端排出，随着时间的增加液体逐渐

排出，所以当t=1500s时整个模型达到平衡状态——整个模型中的压力等于零。

'．00xtos

8．00x10．

6．O缸1矿

。tO呶'0．
R
幽

2-00K10．

0．0 2 o【10I 4．Oxl矿 6．OxlO’8,0K1矿 1,0x10‘

时间(s)

图3．7 A、S1和S2点的压力随时间变化曲线

Fig．3-7 The cllrVe ofpress in pointA．S1 and S2

图3—7中给出了A、Sl和S2点的压力随时间的变化曲线。由图中可以看出

在0时刻，A、S1和S2点的压力依次减小。随着时间的增加，A、S1和S2各

点的压力非线性减小，并且最终达到平衡状态压力变为零。以上结果与图3-6中

结果一致。

图3-8A点Y方向位移随时间变化图 图3-9 S2点Y方向位移随时间变化图

Fig．3-8 The displacement cHive of point A in Y Fig．3-9 The displacement cuive ofpoint
direction S2 in Y direction

图3．8和图3-9给出了点A和S2的Y方向位移随着时间的变化曲线图。由

图3．8和3-9，可以看出点A和点S2的Y方向的位移随着时间的增加非线性减

小，最终趋近于一个数值。以上A点和S2点的Y方向变化趋势表明随着时间的

增加液相逐渐由底端排出，A点和S2点的Y方向的位移逐渐达到一个固定位移

．．40．．



相应力随时间变化的曲线。由图3．10可知在S2点的x方向的固相的应力的绝对

值随着时间的增加逐渐减小最后达到平衡状态时等于零，这是由于在模型两侧的

边上没有受载荷最终状态必然为零。由图3．11所示S2点的固相的Y方向的应力

的绝对值随着时间的增加也逐渐增加最后Y方向的应力等于0．198Mpa，由图中

可以看出在户O时，载荷产生的应力由固相和液相共同承担，随着时间的增加液

相的排出最终固相承受全部的应力。由图3．12和3．13可以看出模型不同点的应

力是相同的。

图3．10 S2点X方向的固相应力随时间变化

图

F远．3—10 The stress curve ofsolid phase in the

point S2 in the X direction

图3．12A点X方向的同相应力随时间变化
～

图

Fig．3—12 The stress curve ofsolid phase in the

pointA in the X direction

图3．1l s2点Y方向固相应力随时间变化图

Fig．3—1l The stress curve of solid phase in the

point S2 in theY direction

图3．13 A点Y方向的同相廊力随时间变化图

Fig．3·13 The stress curve ofsolid phase in the

point A in the Y direction

当我们改变边界条件，把AC、CD、DB边X方向和Y方向位移均固定，

AB边受到如图3．4所示的均布载荷作用；只有CD边的压力为零，其余边通量

为零，则模型的最终变形如图3．14所示。
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图3．14模型最终变形图

Fig．3-14 The final deformation ofthe model

图3．15中给出了点A、S1和S2的Y方向位移随时间的变化图，A、S1和

S2点的Y方向位移分别从零开始非线性减小，最终达到平衡状态时，A、S1和

S2的Y方向的位移值分别趋近于不同值。

图3．16中给出点A、S1和S2的液相压力随时间变化的曲线图。在t--O时刻，

点A、S2和S1的液相压力依次减小。由于底端的压力条件为零，液相从底端边

界排出，随着时间的增加，点A、s2和S1的压力非线性减小，大约在t--4000s

时刻达到平衡状态，各点的压力为零。

图3．17和3．18分别给出了点A的X方向和Y方向的固相应力随时间变化

的曲线图。

图3．15 A、Sl和S2点的Y方向位移随时间变 图3一16A、S1和s2点的乐力随时间变化图

化图 Fig．3-16 The press curve ofpoint A，S1

Fig．3—15 The displacement curve ofpoint A．S1
and S2

and S2 in Y direction
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图3．17 A点的X方向应力随时间变化图

Fig．3-17 The stress curveofpointAin X

direction

3．7本章小结
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图3．18 A点的Y方向应力随时间变化图

Fig．3-18’n圮stress curveofpointA in Y

direction

本章根据以往对两相介质材料的研究，总结出应用混合物理论建立材料本构

方程和混合物运动问题的主要步骤：

(1)根据所讨论混合物的特性和研究的主要变化过程，确定系统独立本构变量和

相关本构变量；

(2)应用Eringen本构假设的八公理体系，提出本构方程的假设形式；

(3)使用混合物系统的熵不等式，对本构方程的假设形式进一步的简化就得出非

线性本构方程；

(4)本构方程代入基本守恒定律就可以建立混合物各组分的运动方程；

(5)使用本构方程和运动方程，对混合物系统能量方程进行简化，得到具体混合

物有关过程的能量守恒方程；

(6)运动方程、能量方程和本构方程构成混合物热力学过程完备方程，结合混合

物系统的边界条件和初始条件就能求解混合物系统的热力学过程。

本章基于混合物理论推导了包含可压缩固体和不可压缩无粘性液体的两相

介质的流一固耦合的本构方程，并给出了其有限元方程。最后应用第二章给出的

基本方程并结合本章推导的两相流固耦合本构方程和边界条件，对椎间盘这种生

物材料进行数值模拟。





4．1引言

第四章-,fl介质化学．力学耦合理论

近年来复杂材料的化学．力学耦合问题研究成为科技领域崭新的课题。对于

多相复杂材料的化学．力学耦合问题，不可避免的要涉及到在材料中的液相中离

子的渗透或扩散问题。由于化学离子在材料中的液相扩散，从而引起了化学离子

在材料中的浓度不同。如果复杂材料对化学离子浓度是敏感的，那么就会引起材

料的变形，如：肌肉浸入盐溶液中会收缩、关节软骨的体积随着NaCI溶液的浓

度增大而减小、粘土在化学因素的驱动下也能发生膨胀和固结等等。不同的材料

对化学因素的响应机理可能不同，混合物理论从宏观角度描述材料的化学．力学

耦合现象，同时从微观角度考虑材料中不同组分的相互作用。下面根据几种常见

材料的化学．力学耦合问题，简要的了解一下多相介质中化学力学耦合问题的产

生机理和基本理论研究中常用的研究方法。

图4-1粘土结构示意图

Fig．4—1 Schematic diagram of soil micro—structure

在土力学领域，已经有一些学者研究了化学敏感的粘土的化学力学耦合效

应。从粘土的化学．力学耦合的角度来看，化学作用实际上是污染物、盐离子等

化学物质的浓度场、渗流场与应力场耦合的过程，污染物运移与含水粘土孔隙压

力和溶质浓度有密切关系，并且由于这些化学物质的扩散也使同相发生一些变

形，如生活与工业废弃物填埋流体释放，核废料处置过程中引发的核污染，石油

开采、冶炼、使用和运输过程的污染和遗漏等，都会涉及溶质在土壤中渗透或扩

散问题和土壤的变形问题。在Lo“56481等人的文献中把含化学离子的饱和粘土分

为两相，其中固相中包含了有多层结构的粘土颗粒、层间的水和离子，如图4一l

所示。粘土材料的变形涉及固相变形和液相中化学离子的扩散。有关化学敏感的



。’

北京T业大学工学硕十学位论文

粘土化学．力学耦合效应的产生机制，文献中把粘土的化学．力学耦合效应归结为

固相和液相离子化学势的驱动。当固相中的粘土颗粒中盐离子的浓度大于液相中

离子浓度时，粘土颗粒吸水膨胀，这种现象叫作化学膨胀；当当固相中的粘土颗

粒中盐离子的浓度小于液相中离子浓度时，粘土颗粒失水收缩，这种现象叫作化

学固结。在其它文献中，Gajo等也采用了类似的粘土化学．力学耦合效应的机理，

从文中可以看出采用了混合物理论建立的这种两相模型较好的体现了化学敏感

的饱和粘土这种材料的化学．力学耦合现象。

在高新智能材料领域，智能高分子材料如电活性聚合物、响应性水凝胶等，

具有感知和驱动双重功能，依靠网络分子链之间的相互作用及内外离子浓度差引

起的渗透压控制膨胀与收缩，可以产生比较强的驱动力，它与生物肌肉产生的力

和能量密度相当，现在已成功制备出了一些人造水凝胶以模拟生物体内的化学机

械系统【鲫】。聚合物胶体能够对pH值、离子强度、温度、光强度、电场等的响应，

胶体的溶胀可用于制备传感器、感应元件、肌肉型驱动器、化学阀等，网孔的可

控性适于药物释放系统等模型【601。智能高分子材料还可应用于聚合体处理、薄膜

涂层、生物医学、半导体结晶生长、冶金、玻璃处理等领域。文献对于聚合物凝

胶类型的材料也做了一些理论方面的研究，给出了聚合物凝胶材料的化学．力学

耦合效应产生机制和理论研究方法。尹鹿【61】等人使用多物理模型来定量描述离子

强度敏感胶体在电解质溶液中的电力化多场耦合响应，在这个模型中，使用对流

扩散方程用来计算胶体和电解质溶液中的离子浓度分布，泊松方程和

Flory-Rehner方程计算电势的分布和胶体的膨胀变形。这个文献从耦合现象的角

度给出了一些能够描述凝胶材料的化学．力学耦合方程，并且这些方程也预测了

凝胶材料的变形经过和试验对比也是与实验数据相吻合，但是这只是用一些由经

验提出的扩散方程描述材料的化学．力学耦合现象，并没有反应材料的内部结构，

也没有严格的推导过程。Ballhause(62删等人指出聚合物胶体由带固定电荷离子和

离子团的网络状的胶体链组成，如图4．2所示。当把这种材料放入含离子的溶液

中，离子会在胶体材料和外部溶液之间扩散。文献中把聚合物胶体受化学刺激时

的响应机理归结为：由于聚合物胶体中的高分子胶体链中存在着带电荷的离子和

离子团，其在电离状态会形成一个电解壳，这些电解壳之间产生互斥的作用力，

当胶体中的离子浓度变化时， 从而导致了聚合物胶体的体积膨胀和收缩。文献

中建立了电．力一化学多场耦合的全耦合模型，并做了聚合物胶体在化学刺激下的

数值模拟，然后与试验结果比较验证了这种模型的正确性。这种建立模型的方法

同样是用经验公式建立化学扩散方程虽然能够和实验结果相互吻合，但是却没有

反应材料的微观结构和严格的数学推导。



图4-2聚合物胶体结构意图

Fig．4-2 Schematic diagram ofpolymer get

在生物组织中的化学．力学耦合效应的研究方面，最为著名的是毛昭宪【6蛐7】

等对关节软骨中化学．力学耦合现象的研究。他们把关节软骨的化学．力学耦合现

象产生的根源产生关节软骨这种材料的特殊结构。在关节软骨中，蛋白多糖的聚

合体被固定在胶原纤维的网络结构上。这种蛋白多糖具有很大的分子量，其范围

在l×108～2x108道尔顿之间。在这些蛋白多糖中包含了大量带负电荷的羟基

COO一和亚硫酸根SO：。这些电荷的密度被称为固定电荷密度。由于电中性条件，

每一个负电荷的附近要求有一个正电荷与之平衡。当关节软骨组织被放入浓度小

于固定电荷的稀盐溶液中时，由于固定电荷的作用使软骨中的电荷密度大于外部

溶液中的浓度。因此，这种离子分布的不平衡导致关节软骨组织中的压力大于外

部溶液中的压力，这就是著名的唐南渗透压力。正是这种唐南渗透压力导致了关

节软骨的化学．力学耦合效应。从上面可知，毛昭宪等人揭示了关节软骨化学一力

学耦合的物理机制，并基于热力学框架下的混合物理论建立了关节软骨的三相耦

合模型，从而也给出了一种研究复杂材料的化学．力学耦合现象的思路和方法，

对我们的研究有重要的指导意义。

从上面化学敏感粘土材料、离子响应的聚合物胶体材料和关节软骨的化学一

力学耦合研究的情况来看，不同材料的化学．力学耦合现象的物理机制也不近相

同，用来描述这些材料化学．力学耦合现象的理论也有几种。因为混合物理论在

研究化学．力学耦合材料方面具有一定的优势并且许多研究者也用混合物理论做

出了一些成果，所以在下一节中我们基于混合物理论推导三相材料化学．力学耦

合本构方程。

4．2--*H介质化学．力学耦合模型

假定我们所要研究的材料包含三种组分：固相、液相和离子相，每一相都均

匀分布在由固相形成的整个区域。根据第二章的混合物理论的一些基本方程，我
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们可以写出关于三相模型的控制方程和本构方程。

在本章中口代表混合物材料的第口相组分，所有or的取值范围为s，厂，，，其

中J代表固相，／代表液相，Z代表盐离子。如果我们用丸表示第or相的体分比，

那么由材料的饱和条件，可以得到如下公式：

∑≯口=1 (4—1)

如果三相材料的任意两相间都没有质量交换，则可以得到混合物中每一相的

质量守恒方程：

娑+di叩v：0(4-2)
at

’

其中P口表示第or相的表观密度，其表达式为P口=≯辞群，这里霹表示第口相的

真实密度；v口表示第口相组分的速度。如果如果第口相的真实密度的真实密度

是不可压缩的，则第口相的质量守恒方程可以写为：

警+div矽v：0(4-3)
钟

’

对于整个混合物质量守恒方程可以写为：

∑娑+divp"v口：0 (4．4)
。!暑J 8t

、 。

如果第口相的真实密度的真实密度是不可压缩的，则整个混合物的质量守恒

方程方程可以化简为如下形式：

div(JD5V5+p”V”+p7V7)-o (4-5)

如果忽略相与相之间的质量供给，则第a相的动量和动量矩守恒方程可以写

为：

∥等+矿册。：diVT“+P％‰口(4-6)
其中r是第or组分偏应力张量；b。是第口组分的外部偏体力密度；万口是混合物

中其它相对第口组分的动量供给。对公式(4．6)求和，可以得到整个混合物的动量

守恒方程，如下：

口三．，矿等+成V。·VV口=d；vrr+。善，，矿b口 (4-7)



其中T=T’+r+T。表示整个混合物的总应力。上式用到了公式矿+万”+万。=0，

其表示整个混合物中的动量供给总和为零。

由第口组动量矩守恒方程可以得到：

M。=L—E (4—8)

其中嘲口是混合物中其它相对第口组分的动量矩供给。当我们忽略局部的动量矩

供给时，可以得到应力张量是对称的。

对于混合物材料的每一相都有能量平衡，所以我们可以写出下面混合物中第

口相的能量守恒方程：

矿等+加。吼口=tr(rr)-diVq“+力。∥(4-9)
其中e口是第口相的内能；r表示第口相的速度梯度；q口是第口组分偏热流矢量；

尸是第口组分的产生应密度；，是其它组分对第口组分的能量供给。

混合物材料中的第口相的热力学第二定律的表达式可以写为：

成唬m睁成讹]_等≥。 ㈣
则对于混合物材料的整体的热力学第二定律可以表示为：

斟矿鲁+aiV等∥争 洚Ⅲ

如第二章中所示，引入Helmhotz自由能(Helmhotz free energy)密度％，

其表达式如下：

A4=e口一砌口 (4-12)

将第口相的能量守恒方程(4．9)和Helmhotz自由能密度式(4-12)代入到第口相的

热力学第二定律的表达式(4．10)qb，熵不等式可以写为：

纠矿(警Ⅳ詈一吖卜口∥吖扣]>o件㈣
由第二章章中的本构假设部分，我们假定取T，C，pw,p‘为独立变量，Helmhotz自

由能彳口为相对变量，则其可以表示为：

A口=A。(丁，C，pw,∥，C，) (4—14)
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一DA"：丝丝-卜I竺墨+篓型．{I-筌型+答笙 (944-15,-I)一==⋯一一—卜⋯一--二--—-+一一 - 、I

Dt OT Ot 阮8t a矿Ot Opl Ot ac’Ot
、 。

我们把公式(4—13)中的求和形式分解成如下形式：

∥(警州罟h删_刀s oVs--qS；m订

∥(普Ⅳ丝Dt)h+tr T”LW)_ztWovw_qW；divT (4-16)

∥(詈叫罟hrU)-7ri．V-qi吾m订≥o
将公式(4-15)代入到熵不等式(4一16)中，并对其中一些项化简可以得到如下公式：

口舅∥(筹+r／)DT-瓦．__1 qt)divr

+tr

+tr[(
r+-2‘∥(de：t繁嚣w耕od)lc∥p等∥万∥坠1z J l
T”V肿p”(p4等∥吾∥吾)I]Lw]

+trI／T／+·bt2I+ff／∥爹+∥爹∥筹]I)。]
+∥等(^V’)Ⅳ∥筹(Vw_V1)Ⅳ
+∥O印AS，[、vI--Vs)·Vff‘O∥AW I、V1--VW)·Vp7

桫(Vs--Vw)·M筹+∥(Vs_V1)删IO把A'(4-17)

刮p”筹∥一vw帅‘筹(Vs_Vi)0c Oc 卜】C．1l
‘

I。
。

一万’·v。一万w,V”一7rl’"V7≥0

因为熵不等式对于任意热力学过程都成立，且熵不等式是U，Lw，0的线性函数，

因为U，LTM，“是任意独立变化的，为了保证不等式成立，它们的各项系数必须为

零，可以得到本构关系和动量供给：

T’观F[p3篆C∥丝Oc∥筹卜 (4舶)
k a aC』

’

一50．



掣一pp5爹V等+∥爹]I ㈤。，

万。一∥等即”VⅣ等V爹V ㈤。，
+纠t v乙J石OAt+K删(vw-v9+蚝(v，一v，)

石⋯叫o-舢矿一vp-p‘渊∥等V ㈣
一∥答即，+k(v，吖)+K。I(v!-vW)

万7叫爹吵胴_瓦Oilt√等V (4_23)

+p，．，筹即，+瓦(v，一vf)+Kw，(Vw--VI)
我们假定三相介质材料是均匀的并且各向同性，固相是一种线弹性材料，忽

略固相的线性性质，液相为无粘性流体。由于固相是一种多孔可渗透的材料，液

相在固相中可以渗透，并且我们假定液相在固相的渗透系数与应变无关，同时忽

略液相和离子相之间的作用。应用无穷小应变理论对公式(4．18),--(4．23)进行简化，

可以得到下列公式：

o’=一妒5p+力仃(占)+2／z8 (4-24)

o⋯=一夕”pI (4—25)

一=-TJ (4-26)

万’=^0(V”--V5)+孟麓(V。一V5)(4-27)

7／"”=K。(V。一V”) (4-28)

万。=玩(v5一v7) (4-29)

其中P为液相压力，兄，∥是拉梅系数，￡=Kcc是由于离子引起的膨胀应力，

k，玩分别为液相和固相的扩散阻力系数。
对公式(4．24)’(4．26)求和，可以得到混合物整体的应力张量表达式：

a=一pl-T。I+2tr(e)+2／tF (4-30)

对于这个混合物的线动量守恒方程，考虑在静态情况，则由公式(4-6)得到：

divo=0 (4—31)

对于液相的动量守恒方程，忽略液相的速度和体力，公式(4．6)可以化简为：

diⅦ”+万”=0 (4—32)



将液相的动量供给项公式(4-28)代入到液相的动量守恒方程公式(4．32)，并可以得
到公式：

divo”+如(V5一V”)=0 (4．33)

将上式(4-33)和液相的本构方程公式(4．25)代入到液相的质量守恒方程公式

(4—5)，可以得到：

aiv喙跏w)=。 ㈣
对于离子的扩散，忽略液相和固相对离子扩散的影响，则可以由质量守恒方

程得到离子的扩散方程：

害+DV2c=o (4．35)况
V

其中c为摩尔浓度，D是离子扩散系数。

至此得到三相介质的基本方程，我们总结一下三相介质的控制方程和本构方程：

o=一pI一毯d+旯仃(占)+2胪 ’(4．36)

diVo=0 (4．37)

乳(一警跏“矿)=o (4-38)

Oac，+DV2c=O (4．39)a
V

4．3三相介质的化学．力学耦合有限元方程

下面给出三相介质混合物的边界条件。在力学场中边界条件，假定在边界r：

上满足位移条件，即：

U5=酽(OnE) (4-40)

同时在边界r?上受力载荷

n·仃≯P(onF) (4．41)

其中n·《可理解为作用在边界上的有效应力向量。

液体相的边界条件有：

pll=面(onrf) (4．42)

譬即·n=q，(on r参) (4-43)



件40卜(4-43)。首先建立这些方程的等效积分形式，采用加权余值法，得到：

￡∥V(一pI—Kccl+。：)dy+L旷·(i’一f)dr=0(4-46)

工_乳学蹦w缈妒。刊眦 ㈣
+L∥(譬咿q，dF=。

¨¨’

川：害+删c卜+t w，(埘_qf)ar-。 (4．48)

工旷V(一pI-KcCl+a。e)dV

=一工V∥·(一pI—tcI+a：)d矿+f：∥·(一pI)ndF(4-49)

+L∥·(一疋cI+6：)ndF

￡∥V．(-譬跏I“)dy
=￡加砌矿一f／q Wf·(c譬啪·n卜 件5。，

+工V以警Ⅷ∥．

￡∥般吼dy 件5。，

=川：势矿+￡忡．J)肌￡V棚dy
—



+工∥(静y一工V栅矿
=一L矿·分dr+L∥·(多n)dr+￡∥q，dr一丘∥q7dr
现在对位移、速度、压力和浓度进行插值，

U5=Nu：，P=NpP。，c=N。c。

采用伽辽金法，权函数的插值形式为：

w5=NwT,，w=Npw。，∥=N。W：

将式(4—53)gi(4．54)代入式(4．52)中，可得有限元方程：

Hu：+Ap。+De。=e

(A)T矗：+Ep。=《

G亡。一Cc。一Mu：=砰

雕料E

(4-52)

(4—53)

(4—54)

(4-55)

羽=豳 件黝

H=fBTDsBdV， A=工(LB)TNpdV

D=工K。(LB。)TN。dV， e=L NT；sdF+L NT加dF

E=工∥BPTBpdV，

G=工NcrN。dV，

M=一fKpB。。BdV，

t：=∑p：《dF
c=一．￡DB／rB。dV

t：=Ip?qLdF

(4-57)

这里N，Np，N。为形函数矩阵，B，Bp,B。分别为应变矩阵。Ds为材料刚度张量。

到此就推导出了聚合物胶体的在考虑化学效应影响时的有限元方程，可以写为：

Cfi+Ku2f (4-58)

其中

f o

C=l A。T
l-0

o] f-H
0 l，K=1 0

G。j 【-．M

．．54．．

f=[主主] c4—59，

A

E

O

1●●●●●●●●J

D

o℃

A

E

O

O

O

O



4．4本章小结

本章研究了三相介质的化学一力学耦合现象，其中包括固相、液相和自由离

子相，并且描述了三相介质由于离子扩散而产生的体积膨胀或收缩的现象。基于

混合物理论建立了三相介质的化学一力学耦合模型，推导出了三相介质的本构方

程(4．18卜(4．23)和控制方程，并忽略一些相与相之间的一些复杂作用，应用无穷

小应变理论对得到的方程简化，从而得到了三相介质的线性方程(4．36卜(4．39)。

最后推导了三相介质的有限元方程。





第五章聚合物胶体化学一力学耦合行为的数值模拟

5．1引言

聚合物胶体可以看作由聚合物网络、盐离子和水组成。这种材料具有导电性、

膨胀性和高分子兼容性，因此在发生力学变形过程中，还同时存在其它复杂的物

理过程、化学过程和生物过程，而且这些过程往往是相互影响和互为制约。聚合

物胶体在外界的刺激下能发生可逆体积应变并且体积变化可以达到很大，有时能

膨胀到原始体积的几倍到几十倍，其与生物柔韧组织具有相似的功能。基于这种

独特的性质，聚合物胶体被广泛用来制作各种仿生器件，如人造肌肉和化学、pH

传感器。

由于多场耦合的机制十分复杂，对于此类多孔介质多场耦合现象的研究吸引

了大量的学者的注意。此类多孔材料研究涉及力学场、化学场和温度场等以及它

们的相互作用与耦合。Bowen[18‘20】以现代连续介质力学框架内的混合物理论为基

础，将体积分数视为独立变量，给出了不可压缩和可压缩流体饱和多孔介质模

型。Lai[25】等描述了软骨组织的膨胀和离子的转移，并用非线性有限元方法模拟

了软骨组织的变形和膨胀。Lorct[6s-70】等建立了关节软骨组织的电．力．化耦合的三

相模型，写出了关节软骨的本构方程。Gajot34，71】等建立了饱和粘土的两相模型，

描述了两相之问的质量传输与扩散。并推导了弹塑性本构方程。Bo一3'16一J等概

括了多相混合理论的推导过程，并且给出了一些数值模拟算例。杨庆生【72】等利用

能量原理构造泛函，通过泛函变分方法导出了耦合的线性本构关系，研究了导电聚

合物和生物软组织多场的耦合行为。Rikent73】等基于混合理论建立了三相模型，

包括固体、孔隙水和营养物质，模拟了生物组织中的化学．力学耦合和生长现象。

Li Hua[12，74】等中阐述了了响应水凝胶的化一电一力耦合行为，发展用来描述生物材

料的膨胀的pH刺激多效应祸合模型(MECpH)。这个模型描述电势效应、力学变

形和离子流的传输，在固定电荷离子团的浓度和扩散水凝胶离子之间建立了联

系。

本章在总结以上文献中关于材料的化学．力学耦合的研究方法，采用第四章

中建立的基于混合物理论的三相介质的化学．力学耦合模型，对聚合物胶体进行

数值模拟。
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5．2聚合物胶体材料

聚合物水凝胶是由高分子三维网络与溶剂水组成的多元体系，是一种能够吸

收大量水分从而引起宏观(体积)形状变化的聚合物网络，是自然界普遍存在的一

种物质。所谓智能水凝胶，是指那些对温度、pH值、盐离子、力学载荷、溶剂、

光强、电／磁场强度等一种或几种参量敏感，并且在其作用下自身的物理化学性质

会产生可逆变化的水凝胶。由于这类材料对外界刺激的响应可逆性使其在分子器

件，调光材料，生物活性物质的温和、高效分离，酶和细胞的智能固定化以及药物可

控释放等高新技术领域有广泛应用前景，而其研究和应用涉及众多学科，具有多学

科交叉的特点，是目前具有挑战性的高新技术研究前沿领域l，51。

5．3数值算例

X

图5．1聚合物胶体的儿何模型

Fig．5·1 Thegeometry model of polymer gel．

：j斟牟茸
⋯甜：墨二bj
{{}喜．j．．!～{
≤；㈡⋯j⋯{
⋯F⋯卜㈠__⋯≯⋯

⋯{{㈠一：⋯}
⋯H⋯}}n⋯÷

!■■■⋯一r

图5．2聚合物胶体的有限元网格模型

Fig．5—2 The finite element model ofpolymer

gel．

如图5．1所示，50mmxlOOmm的聚合物板ABCD，E、F、O分别为AB、

CD、EF的中点，其中AB边长为100mm，AD边长为50mm。我们假定模型为

平面应变问题。其中聚合物胶体的各种材料参数见表5-1。



表5-1聚合物胶体的材料参数

Table 5-l the material coefficients ofpolymer gel．

E 1．08 MPa D 4．9e一8 m2／s

D 0．48 Kc 298X8．314 J／mol

当初始条件为：聚合物中离子初始浓度为159mol／m3，模型中的初始压力为

零。力学边界条件为BC边在x方向的位移固定，AB边在Y方向的位移固定，

其余边自由并没有外力作用；离子浓度的边界条件为BC边施加一个200mol／m3

的固定浓度载荷，其余边与外界没有浓度交换；压力边界条件为BC边压力为零，

其余边的压力通量为零。

1×103s 1×104S 1×105s 1X106s

图5．3聚合物胶体在不同时刻的变形图

Fig．5-3 The deformation ofpolymer gel in different time

图5．3给出了模型在不同时刻的变形图，其中变形的放大因子为40。由图

5．3中我们可以看出由于模型中初始浓度为159mol／m3并且在BC边上作用一个大

小为200mol／m3的固定浓度，所以离子向模型内部扩散。由于模型中离子浓度的

变化导致了材料的体积应变，所以我们看出当lxl03s时离子开始由边界BC向模

型内部扩散；当t=lxl04s时，离子继续向模型内部扩散，课可以看出模型中离

子浓度增大的区域比t=-lxl03S时的面积增加，而由于离子浓度的增大引起模型

的变形也比较明显；当仁l×105S时，离子继续扩散；最终当t=1X106s时，我们

可以看出离子在整个模型中的浓度等于BC边的固定浓度200mol／m3。

图5．4和5．5中分别给出了D点和F点的离子浓度随时问的变化曲线。由图

5．4中，可以看出点D在t=0s时，浓度为159mol／m3，随着时间的增加D点的离

子浓度非线性增加，最终大约在t=5×105s时等于边界BC出的离子浓度

200mol／m3，所以图5．4也反映了离子在模型中的扩散。图5—5中给出了点F的

离子浓度随时间变化曲线，点F的离子浓度变化和点D的离子浓度变化大致相

同，只是点F较点D较早达到平衡状态。
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图54 D点的浓度随时间变化曲线

Fig．5_4 The concentration ourve of point D

图5．5 F点的浓度随时间变化曲线

Fig．5-5 The concentration curve ofpointF

图5-6 F点在X和Y方向位移随时间变化图

Fig．5-6 The displacemnt b-1drve ofpoint F in X andYdirections

(a) (b)

图5．7 D点在x和Y方向位移随时间变化图

Fig．5-7 The displacement olrve ofpoint D in X and Y directions

图5-6和5—7中分别给出了点F和点D的X方向和Y方向位移随时间的变

化曲线。由于边界BC存在大小为200mol／m3的离子浓度，从t=0s时刻开始离子

向模型内部扩散。由于离子的扩散使得模型内部的离子浓度发生变化，由于聚合

物胶体材料存在着化学．力学耦合特性——离子浓度的变化引起聚合物胶体的体



第五苹聚合物胶体化学一力学耦合行为的数值模拟

积应变。由图5-6(a)可知，则点F的X方向的位移从t=-0s时刻非线性减小最终

达到平和状态，其位移等于0．2x 10刁m。由于5-6(b)，同样可以看出点F在Y方

向的位移也是从0时刻开始非线性减小最终达到平衡状态，其在Y方向的位移

值大小为0．2xlO～m。由图5．7(a)可以看出点D在X方向位移在刚开始有一个正

位移这是由于离子在刚开始向模型中扩散使得模型底部缩小从而引起了模型顶

部点D在X方向上有一个正的位移，随着时间的增加点D的X方向的位移逐渐

减小，最终达到平衡状态。由以上结论可以看出模型由于离子的扩散从而引起了

模型的变形。

由于聚合物胶体是由固相(聚合物网络结构)、液相(空隙水)和离子相组

成。当离子在聚合物胶体中扩散，引起了聚合物胶体材料产生一个体积应变。由

于聚合物胶体中存在着液相，因而由于聚合物胶体材料产生的体积应变将会引起

其空隙水压力的变化。如图5．8中所示，在不同时刻中聚合物胶体中液相的压力

分布也不相同。由于在lxl04s时刻离子扩散还没有到达模型的顶部，所以在模型

的顶部液相的压力近似为零，同时由于模型中底部的BC边的压力边界为零，所

以在模型的底部压力为零。由图5．8中的t=5x 104s、Ix 105s可以看出由于离子

进一步向模型内部扩散，从而引起了模型更大的变形，其中液相的压力也不断变

大，最终由于模型中的BC边的压力边界条件为零，所以在平衡状态时模型中的

压力为零。

1×104s 5×104s 1×105s l×106S

图5-8不同时刻模型中液相压力分布图

Fig．5—8 The pore press distribution for the model in different time

图5-9。5．12分别给出了点F、D、A和O的压力随时间变化的曲线。从图

5-9．5．12，可以看出点F、D、A和O的压力在t=0时刻从零开始增加达到一个

最高点，然后逐渐减小最后达到平衡状态时的压力为零。这是由于离子扩散引起

的聚合物胶体产生体积应变，由于聚合物胶体中存在液相，从而由于体积应变产

生了液相的压力变化，由于模型底部BC边的边界条件为零，液相从边界BC逐

渐排除，从而最终状态的聚合物胶体中的液相压力为零。以上结果看以看出聚合

物胶体中的离子扩散不仅引起了聚合物胶体发生变形，也引起了聚合物胶体的液
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相压力变化。
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图5-9 F点液相的压力随时间变化曲线

Fig．5-9 The pore press curve ofpoint F
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图5．11 A点液相的压力随时间变化曲线

Fig．5-1 1 The pore press curveofpointA

5．4本章小结

图5．10 D点液相的压力随时间变化曲线

Fig．5·10 The pore press curveofpoint D
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图5．12 O点液相的压力随时间变化曲线

Fig．5—12 The pore press curve ofpointO

本章根据第四章中建立的三相介质的化学．力学耦合模型，把此模型应用到

聚合物胶体材料包括固相、液相和自由离子相，同时考虑聚合物胶体中离子的化

学一力学耦合效应，即离子的浓度改变引起了固体相的变形。本章给出了一个聚

合物胶体化学一力学耦合模拟算例。由数值算例的模拟结果可以得出，由于离子

在聚合物胶体中扩散从而引起了聚合物胶体材料的变形。由于聚合物胶体产生了

变形，并且在三相介质的化学．力学耦合模型中考虑了由于材料变形引起的液相

的压力变化，所以从本章给出的结果中可以看出离子在聚合物胶体中的扩散引起

了聚合物胶体材料的变形和其中液相压力的变化。



总结与展望

本文研究自然界中广泛存在的一些材料(生物组织、聚合物胶体、化学敏感

的粘土)的多场耦合现象，如流固耦合现象、化学力学耦合现象(材料不仅在承

受力学载荷时会发生材料变形，而且在受到化学刺激的作用下也会发生材料变

形)等等。由于材料的这种特性，我们无法用一般现有的弹性或其它本构关系来

描述这些材料的力学行为，所以有必要发展一种新的本构关系来描述这些复杂的

材料属性。

由观察可以得到：这些具有化学．力学耦合现象的材料一般具有复杂的材料

结构，例如：当聚合物材料在浸入盐溶液中，这时聚合物材料会吸收水，’并且溶

液中的盐离子会向聚合物中扩散。对这种饱和的聚合物材料研究发现，这种饱和

状态的聚合物材料表现出了化学．力学耦合现象。这时我们发现材料中包含了三

种不同状态的物质：聚合物网络结构、自由移动的水和自由扩散的离子。聚合物

网络结构的几何模型十分复杂无法直接建模，并且其对离子的浓度变化时产生应

力变化，自由移动的水在材料受到压力作甩排出材料之外。正是这些物质的复杂

的相互作用，从而产生了整体材料的复杂的性质。因此，我们产生了把材料看作

为几相物质混合物而成的思想。因为我们仍然在连续介质范围内研究材料属性，

所以把每一相物质看作均匀分布在整个材料域，而且所有相都重叠分布在整个材

料域，用体积分数来描述每一相物质在材料中所占的体积的比例。以上便是应用

混合物理论研究多相介质耦合性质的基本思路。

由于本构关系是基于经验并加以抽象化了的物质性质的数学描述。物质的性

质是通过本构变量来体现的，在选择材料的本构变量以及在列出本构方程时，必

须满足一定的物理和数学要求。根据连续介质理论中有关本构理论的推导方法，

合理选择材料的独立本构变量，在每一相材料满足本构假设(Eringen八公理假

设)、基本的守恒方程和熵不等式的限制，得到每一相物质的本构方程和控制方

程，然后结合给定的边界条件和初始条件，即可求解材料的变形。

最后本文根据以上介绍的混合物理论建立了两相流固耦合模型，推导了材料

的本构方程，并且给出了两相流固耦合材料的有限元方程。本文把两相流固耦合

模型应用到椎问盘组织，模拟了椎问盘组织在力学作用下的变形，给出了一些椎

间盘的数值模拟结果。文中还把混合物理论应用到了三相材料中建立了描述材料

化学．力学祸合现象的模型，考虑了聚合物胶体在离子浓度变化时产生体积膨胀

和收缩现象，并建立了聚合物胶体在化学作用下的本构方程，模拟了聚合物胶体

在化学作用下的材料响应。
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我们可以看出混合物理论能够较好的描述复杂材料的多场耦合性质。混合物

理论基于连续介质理论，但是又能够体现材料的微观复杂性，为我们描述复杂多

相材料提供了一个可行的方法，同时混合物理论又需要进一步的完善和推广。在

深度方面，需要深入理解混合物理论中数学表达与物理现象的联系，进一步扩展

有关相与相有质量交换、化学反应等情况。在广度方面，要结合具体材料应用混

合物理论得出能够反应材料特性的本构关系，比如可以把混合物理论应用到具体

的生物软组织(心肌、血管壁组织等等)、一些高分子凝胶材料，并考虑生物组

织中的一些具体材料结构和物理现象(如药物扩散以及药物对组织力学性能的影

响)。
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