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摘要

土钉技术始于上世界70年代，主要用于土体开挖后边坡的支护。由于其

具有快速简便，经济可靠，适用范围广等优点，在工程中得到了广泛的应用。

但是由于土钉支护结构受力的复杂性，其计算理论的发展落后于工程实践。

土钉与周围土体的作用机理是研究土钉支护体力学行为的关键问题。本

论文在总结分析前人工作的基础上，主要应用理论分析对这一问题进行研究。

论文的主要工作及成果如下：

(1)将土钉分为主动受拉和被动受拉两种状态，基于半无限体的Mindlin

解，根据土钉与周围土体的变形协调关系，建立了土钉周围剪应力的求解方

程。

(2)通过拟合方法，对原求解方程进行简化，并得出了沿土钉剪应力分

布的弹性解析表达式。在此基础上，通过数值积分，得出了土钉轴力、土钉

及土体位移的分布形式。

(3)对主动受拉状态，分析了轴力作用下土钉剪应力分布的特征，以及

钉土相对刚度E／E,,值对剪应力分布的影响。

(4)对被动受拉状态，分析了开挖荷载作用下土钉剪应力分布的特征、

开挖面位移的分布形式，以及钉土相对刚度E／Ea值对剪应力分布的影响。

本文主要针对土钉这一支护体进行理论研究，较现有计算方法有改进，

研究的成果亦可应用于全长粘结式锚杆。

关键词：土钉；锚杆；Mindlin解；解析解
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Ab stract

Modem soil nailing technology,as a retaining structure for earth excavation，

has been widely used since 1 970s due to its convenience and rapidity in

construction，economy and reliability．However,because of its complex

mechanical behaviors，the design．and calculation theory of soil nails lags behind

the engineering practice．

The key problem in researching mechanical behavior of soil nailing structure

is the action mechanism between soil nails and the soil．In this paper,on the basis

of present research achievement，the author tries to develop the analytic solution

of this problem．The major work and conclusions are as follows：

(1)The status of soil nail was distinguished into active tensile and passive

tensile．Based on the Mindlin solution of semi-infinite body,and deformation

compatibility between the nail and the soil，the differential equation to solve shear

stress around soil nail was established．

(2)By simplifying expression in the equation with fitting method，the

equation was solved readily and the analytic expression of the shear stress along

the soil nails is presented．Furthermore，the axial force and displacement of soil

nails can be obtained with numerical integral method．

(3)For the active state，the characteristics of shear’stress distribution of the

soil nails under axial load，and the influence of relative stiffness of soil and the

nail(E／Ea)on the shear stress distribution along nail were analyzed．

(4)For the passive state，the characteristics of shear stress distribution of soil

nails subject to excavation release load，the displacement of excavation surface

around the soi、nails，and the tnfluence of E沲a on the shear stress distribution were



analyzed．
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Moreover,the results achieved in this paper also can be applied to fully

grouted bolt．

Key words：soil nails；bolt；Mindlin solution；analytic solution
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第1章 绪论

1．1土钉支护的发展概况

1．1．1土钉支护的概念

土钉(soil nails)源自法文clouage de sol[11，于上世纪70年代在法国首

先使用，是一种用于土体开挖后稳定边坡的挡土支护技术。将较密排列的细

长杆件——钉体(如钢筋或钢管等)置于原位土体中，并通过灌浆使土钉与

周围土体粘结，随后在土面挂钢筋网，喷射混凝土形成复合支护体系。在土

体发生变形的条件下，土钉通过与土体接触面上的粘结力或摩擦力被动受拉，

并主要通过受拉工作给土体以约束或使其稳定，提高土体的力学强度，达到

支护目的。

1．1．2土钉支护的发展

土钉支护(soil nailing)技术始于20世纪70年代，可以视为基于施工“新

奥法"(New Austrian Tunneling Method)发展起来的。所谓“新奥法"技术即

将喷射砼技术和全粘结注浆锚杆结合起来，使隧道开挖时洞体周围的地层经

加固产生一些变形后趋于稳定，土钉支护将临时支护和洞壁加固合二而一，

开挖和支护同步进行【2】o

土钉支护首先是在欧洲应用于地铁的支护工程中，进而得到世界各国的

研究与应用。从历史上看，有记载的首例应用土钉支护工程[31是1972年由法

国著名的承包商Bouygues和Soletanch在凡尔赛郊区附近应用土钉技术进行

支护的铁路拓宽工程，采用了在土中置入钢筋并在坡面喷混凝土面层的临时

支护，整个开挖和支护工程是分步进行的。在钻孔前先用钢筋网挡住坡面，

在钻孔中放入钢筋后注浆，共用25000多根钢筋，土钉的长度为上部4m，下
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部6m，面层为50～80mm厚的喷射混凝土。1974年，又在Les Invalides地铁

车站支护工程中首次采用不注浆的击入钉，直接将插筋击入土内代替插筋注

浆。这种施工特点成为Bouygues土钉支护系统的中心。随后土钉支护技术在

世界范围内得到了迅速发展和广泛研究【4】。

我国在土钉支护的应用、研究和开发相对而言起步比较晚，一直到1982

年，山西太原煤炭设计研究院的王步云大师才在国内首次将上钉支护技术用

于柳湾煤矿黄土边坡的加固。随着我国经济建设的快速发展，城市建设规模

不断扩大，高层与超高层建筑如雨后春笋般拔地而起，土钉支护技术开始在

国内流行，并出现了一些代表性的工程，以其具有的突出优点和显著的经济

效益而迸发出蓬勃生机，受到重视和研究。如今，土钉支护得到了广泛的应

用，而且土钉复合其它支护方式的应用也得到很大的发展。至今，土钉支护

已经发展成为挡土支护的主要手段和技术之一，并且其应用的领域正不断得

到扩展，其应用前景十分广泛。

1．2土钉支护的研究现状

目前对土钉支护结构的研究有三种途径，’即试验研究、理论分析及数值

模拟研究。

1．2．1试验模拟与现场实测研究方面

由于影响土钉支护机理的因素复杂多样，因此试验研究在目前土钉支护

技术研究中占据着主要地位。目前研究土钉作用机理的试验可以分为室内的

直剪试验、离心模型试验及室外的现场抗拔试验、足尺墙试验。

第一个土钉支护大型研究工程为“Bodenvemagelung”，该工程进行了几

个足尺(比例尺为1：1)土钉墙的测试试验及稳定性研究。美国对于土钉支护

亦进行了研究，最为著名的研究工程是历时4年的Clouterre工程，共完成了

3个大型土钉墙试验和6个现场工程的详细原位测试。主要研究结论有：土钉



西南交通大学硕士研究生学位论文 第3页

的拉力沿其长度变化，最大拉力位置不在端部面层处，而是离开面层一定距

离；土钉在使用阶段主要受拉。西德Karlsruhe大学岩土力学研究所利用4年

时间共进行了7个大型足尺土钉墙试验和许多模型试验，主要结论有：土钉

支护工作性能与重力式挡墙类似；钉距应小于1．5m。此后，德国的Stocker、

Gasller，英国牛律大学的Jewell和Pedley，威尔士大学的Briddle及Barr，美

国路易斯安那州大学的Juran等等不胜枚举，都通过试验测试，并结合理论分

析方法对土钉支护技术的研究做出了较大贡献15】。

Fujita等【6】总结了30例现场试验成果，提出了临界锚固的概念，认为锚

固体超过这一长度则锚固力增加很少。A．Kilic、E．Yasar、A．G Celik等【71

对全长粘结式锚杆的锚固力受锚杆长度、锚杆直径、注浆材料的强度和水灰

比等因数的影响进行了实验，指出：实验表明，锚固力的大小可以通过改善

注浆材料的力学性质，如改善注浆材料水灰比、搅拌时间、外加剂等；增加

锚杆直径和锚杆长度可增加锚固力，但最大不超过锚杆材料的抗拉强度。而

后，A．Kilic、E．Yasar和C．D．Atist通过试验；讨论了不同形状的锚杆对锚固力

的影响。

Heytt、Bawdem、Reicher、Kaiser等人对此项内容进行了大量的研究。他

们通过现场和室内试验得出影响锚索(杆)承载力的主要因素是：①水泥砂

桨特性；②锚固长度；③围压。锚索(杆)承载力随锚固长度的增加而增加，但

并不成正比；作用于水泥砂浆外表面的径向侧压越高，锚索(杆)承载力越

高。破坏机理由低围压下水泥砂浆的径向开裂和横向位移变化到高围压下水

泥砂浆表面皱曲受剪切及锚索(杆)沿其与灌浆柱体摩擦面拔出【8~1 01。

我国最早对土钉支护进行的试验研究是北京工业大学历时五年完成的6

个模型边坡的补强试验，一个现场原型边坡的加载试验。之后又进行了一项

为期3年的“工程土质边坡主动制约稳定机制理论与应用研究”。主要结论：

补强后的边坡比未补强边坡承载力提高1倍以上，且变形发展过程明显不同。

王步云等用模型试验研究了土钉在土体中的作用，并用三轴试验研究了土钉
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复合体的强度，试验结果表明，土钉在其加强的复合土体中起着箍束骨架作

用，提高了土坡的整体刚度与稳定性。姜振泉等进行了土钉支护模型的剪切

试验，研究了不同土钉长度和插入角度情况下的补强效果，得出结论：单筋

的抗拉补强作用与插筋密度密切相关，但单筋的抗剪补强作用主要与材料的

抗弯刚度及插筋长度有关；土钉抗拉作用所发挥的补强效果比抗剪作用所产

生的补强效果显著【¨】。李志刚等【12】进行了现场土钉应力测试，研究了上部与

下部土钉的受力机制的不同。张明聚等【l3】做了土钉复合桩锚支护的土钉应力

现场研究。丁振明【14】对土钉应力现场实测，研究了土钉受力产生的因素及内

力随开挖施工的变化规律。杜润泽，明世祥等【l5】通过室内锚杆拉拔试验揭示

了全长粘结锚杆的受力特征及破坏规律。朱焕春、荣冠、肖明等【№17】通过现

场对全长粘结式锚杆进行循环加载张拉试验认为：(1)锚杆在张拉荷载作用

下，由于锚杆表面螺纹的作用，其周边粘结介质处于法向受力状态，法向应

力对认识锚固机理具有重要意义。它是造成锚固体应力分布小、应力高和较

小的锚固深度即可满足锚杆抗拔力要求的重要因素，同时也加剧了粘结材料

破坏的可能性。(2)钻孔内全长粘结锚杆在张拉荷载作用下可能破坏的过程，

首先是孔内粘结介质的横向破坏或断裂，继而是孔壁的剪切破坏，使锚固体

应力向深部传递。．荷载的增高或荷载循环作用次数的增加都可以导致这一过

程的继续，直至某一稳定深度或全部破坏。(3)由于材料力学的全长粘结锚

杆设计理论与锚杆的实际工作状态存在较大差别，过程实际中的锚杆设计长

度应以潜在不稳定体的分布深度为依据。(4)提高孔壁接触面的抗剪强度是

提高全长粘结锚杆锚固力的重要环节。周群通过岩石锚杆粘结机理试验注意

到，锚杆表面形态对抗拔力的影响不是两种介质材料的物理性质简单相关关

系，锚杆与粘结介质实际接触状态有着重要的意义。

上述试验研究成果对揭示土钉工作机理，改进土钉支护设计方法起到了

重要作用。但是试验研究建立在理论分析的基础上，验证和提高理论分析所

得到的结论，可见理论分析的重要。
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1．2．2理论研究方面

土钉支护理论研究的核心在于其作用机理，目前对土钉作用机理的认识

可归纳为以下几种观点：

(1)挡土墙理论。该理论认为土钉长度范围内的土体与土钉共同作用后

形成一整体即重力式挡墙，墙后土体借助该挡土墙的支撑处于稳定状态。这

一理论明显不足就是其破坏形式和机制与土钉支护的实际破坏形式和机制不

符，且通常的土钉密度下，钉～土复合体难以形成真正意义上的挡土墙【l 81。

(2)补强理论。一般认为土体具有一定的抗剪强度，但抗拉强度几乎为

零。土钉支护的补强理论即认为通过钉～土间的界面相互作用，将土钉的抗

拉能力传递到土中，使土体具有一定的抗拉能力，显著提高土的强度和稳定

性。缺点是该原理不能对土钉的受力作定量的分析【1 91。

(3)锚杆理论。该理论认为土钉和锚杆一样，利用锚入稳定区内的锚固

长度提供抗滑力并维持边坡的稳定，并按锚杆的计算方法对土钉进行设计。

实际上这两种支护方法存在着本质上的差别：首先，大多数情况选，锚杆支

护是被动受力机制，它通过施加预应力约束结构的变位，仅在锚固段传递荷

载；土钉则不需施加预应力，是在土体发生变形后使其承受拉力而工作，在

全长范围内与土体接触，其荷载传递沿着整个钉体进行，为主动受力机制，

因此两者的受力状态不一样。其次，锚杆设置的数目有限，而土钉设置较为

密集。再者，锚杆挡墙的面板承受很大的压力，而土钉墙的面层不是主要受

力结构，其主要作用在于保持土体的局部稳定性。最后，锚杆长度多在15-45m

之间，一般很长，直径较大，因此锚杆所承受的荷载大，可达400kN以上，

而土钉长度较小，一般为3～10m，直径亦较小，一般不需要很大的承载力，

单根土钉受荷一般在100kN以下[20J。

土钉的作用是综合性的，既非单纯的补强，又非简单的拉锚，更不是简

单地形成重力式挡土墙。因此要了解其作用机理，应力分布的理论研究就显

得尤为重要。对于锚杆锚固段应力分布的研究有很多，结论差别也很大。
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由于不清楚锚固段的应力分布规律以及随着荷载的增大应力的变化情

况，以英国的小约翰【21】为代表的学者一直引用当锚固处于极限状态下，沿锚

固段剪应力均匀分布的假设。

Philips[221模型假定剪应力分布按指数函数分布。

张季如和唐保付【23】采用了双曲函数来描述这一关系。

王建宇、牟瑞芳[241提出了“共同变形假定”分析锚杆锚固段内力分布。

以上所介绍的理论均采用弹性方法求出杆体周围的剪应力分布，其结果

均显示，锚固段剪应力在项端最大，向里逐渐减小，而且减速也逐渐变小，

最终趋近于0，剪应力沿锚固段的分布呈现为一条以0为渐近线的下降曲线。

但一些现场试验显示，剪应力的峰值并不位于锚固段顶点，而是出现在锚固

段中的某处，剪应力分布曲线是一种单峰曲线，这与以上理论分析的结果不

符。

尤春安[25】提出了无限长的全长粘结式锚杆基于Mindlin解的简化分析方

法，改进了以上几种模型，得到的剪应力峰值出现在靠近孔口处。但其仅仅

适用于受拉拔力条件下的全长粘结式锚杆，忽略了土钉在拉拔实验时在土体

中的受力状态与实际情况是完全不同的。

1．2．3数值模拟研究方面

随着计算机的出现和数值计算技术的发展，对锚固工程问题数值计算分

析方法的研究及应用已十分广泛，目前主流的方法是采用有限元法[26-28]。有

限元方法可分为两大类：(1)提高锚杆加固区的围岩参数或是将锚固力作为

均布荷载作用于土体上来模拟锚杆的作用；(2)采用杆单元、梁单元等模拟

锚杆。第一种方法无法分析锚杆的受力特征，第二种方法中需要模拟锚杆一

土体之间的相互作用，而钉土界面的复杂性使得这方面的研究还有待于进一

步的突破[291。
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1．3问题的提出及本论文主要研究内容

1．3．1问题的提出

土钉的广泛应用，使得对土钉的研究日益受到广大学者的关注。前人在

这一领域进行了大量的工作，也取得了不少成果。但是由于岩土的地质条件、

施工技术条件复杂多变以及土钉体在土体中的力学行为受众多因素的制约，

给理论分析带来较大的困难，许多成果缺乏普遍性和准确性。因此，目前土

钉受力机理的理论研究远远的滞后于应用领域，表现之一即为实际长度的土

钉体的应力分布规律还不能得到正确地描述。理论研究的滞后也制约了应用

研究的进一步发展【30~311。而无论是试验研究或是应用研究都依赖于土钉受力

机理的理论研究，因此本文进行了土钉受力的理论研究。

在锚固理论发展的早期，人们直观地认为，当锚固段在极限荷载条件下，

作用在锚圆体上的剪应力沿锚杆长度呈均匀分布。因此，锚固段的锚固力与

锚圆长度成正比，导致在国内外的多数关于锚固段的计算方法及计算规范都

是建立在这一基础上。实际上，许多学者通过现场试验和实测数据注意到了

在锚固段上剪应力的不均匀性，如Phillips采用幕级数来描述，张季如，唐保

付用双曲函数来描述。这些理论由于假设与实际不符，不能正确地反映锚固

状态的实际情况，例如，众所周知，作用在锚固体上的剪应力的大小与分布

与土体的力学性质有关，但在某些公式中没有被反映出来；另外，根据前述

的某些理论，锚固段所受的最大剪应力峰值是在锚固段的最外端，这一点是

与试验结果以及数值分析结果相悖的。尤春安假设锚固体无限长来描述剪应

力，锚固体尤其是土钉，长度通常多介于3～10米之间，长度有限，不可能是

无限长。因此，这些理论很难应用在土钉的受力分析上。

综上所述，土钉受力理论的一个关键问题，应该在合理的土钉传力计算

模型基础上，获得土钉剪应力和轴力的具有普遍意义的分布规律，为土钉的

计算和设计提供理论依据。
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1．3．2本论文主要研究内容 ‘

鉴于上述理论及方法应用于土钉受力分析上所存在的问题，本论文的目

的就是在比较严谨的理论基础上，建立土钉受力的计算模式，并得到土钉受

力变形的计算公式及方法。为此，本论文主要进行以下几方面的工作：

(1)假设土体是弹性的、均匀的、连续的各向同性半无限体，土钉钉体

与相邻土体之间的位移协调一致。基于Mindlin问题的位移解得到土体位移，

根据变形协调关系，建立土钉应力的求解方程。

(2)对方程进行简化求解，得到土钉沿钉体方向的剪应力分布的弹性解

析表达式。在此基础上，应用数值方法，可求得土钉轴力、土钉及土体位移

的分布。

(3)分析土钉剪应力分布的特征、钉土相对刚度肌。对剪应力分布的影
响、土钉开挖面位移的分布形式，为土钉合理设计提供一定的理论依据。
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第2章锚杆及土钉的力学传递机理及计算方法

实际上，人们在开始探讨锚固技术的机理时就注意到锚杆杆体、灌浆体

和土体之间的力学传递关系。早在1967年，Lutz L和Gergeley M就对钢筋在

混凝土中的滑移性质展开了研究，Hanson(1969)和Goto注意到锚杆杆体表面

上存在着微观的皱曲，这种粗糙的表面对锚固力起着至关重要的作用，在锚

杆杆体与灌浆体之间力的传递主要为粘结力，但是如果荷载继续加大，在锚

杆杆体与灌浆体之间产生了位移，这时粘结力破坏，两者间的摩擦阻力成为

力的传递的主要形式。这些研究表明，锚杆杆体表面的粗糙程度和自身的强

度是影响锚固力的主要参数。在锚固系统中，力的传递由锚杆杆体到灌浆体，

再由灌浆体到土体。

2．1 John模型

在初期阶段，由于不清楚锚固段的应力分布规律以及随着荷载的增大应

力的变化情况，长期以来人们一直引用当锚固处于极限状态下，沿锚固段剪

应力均匀分布的假设，即锚固体所承受的最大的荷载为【21】

尸础=2石alro (2—1)

式中口——锚固体半径；

卜锚固体长度；
面——锚固体与土体之间的粘结强度

这一方面的研究主要以英国的John为代表，根据试验结果获得锚固体与

土体间的粘结强度，A．Serrano．和C．Olalla．等根据Hoek．Brown准则得出锚固

粘结强度的经验公式。例如，根据加拿大国家规范，其允许的粘结强度取

％=o．96√嘎，而我国则一般取％=o．1√叹，这里，嚷为灌浆体或土体的单轴
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抗压强度。大量实验表明，沿锚固段剪应力并不是均匀分布的。

2．2 Phillips模型

20世纪70年代，Evargelista、Sapio等分别对粘性土和粒状土中的锚杆进

行试验，量测到锚固体表面摩阻力沿锚固长度呈非均匀分布，据此，Phillipst22】

提出了假定摩阻力沿锚杆长度按幂函数分布

巾)‰唧(-等) (2-2)

式中锄口广最大摩阻力，该点位于锚固体外端部，即x=0处：
卜锚固体直径；
彳——反映土体和锚固体结合力的相关参数

当么取不同值时Phillips模型的摩阻力分布如图2．1所示。

(k嘲靠d2

图2—1 Phillips模型的摩阻力分布

xld

L

覆

敷

瓴

貌
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2 3双曲函数模型

张季如和唐保付㈣采用了来描述摩阻力分布

r(z)=等

式中工——锚固段长度

D—一锚固体直径

卢_J等

(2-3)

其中G为锚固体和锚固层界面的剪切模量，通过锚杆载荷试验求得。

当鲰不同值时双曲函数模型的摩阻力分布如图2-2所示。

0．12

n10

咖
峨
色0．06

0舛

噍舱

Z 20 舶，／严
∞

图2-2双曲函数模型的摩阻力分布

将
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2．4基于Mindlin解的全长粘结式模型

尤春安【251提出了全长粘结式锚杆沿杆体剪应力分布的弹性解。

假设埋入土体中的锚杆为半无限长，土体为弹性半无限体，忽略粘结材

料的影响，根据土体与锚杆变形协建立方程。

全长粘结式锚杆端头受拉拔力P，根据Mindlin问题的位移解：在平面半．

空间内部深度为c处作用一集中力Q(如图2—3所示)，在B@∥，z)处的垂直位

移

y

／ ～
／

弋心、B(x：y：z)
‘／．．、

—— J

1 r

图2．3 Mindlin解的计算简图

形：里坚4掣丝+—8(1-／／)2-—(3-4／／)+坠竺
8施(1一∥)。R R 碍． (2—4)+堕鹕≯丝+掣，R：R：

。

式中E、∥分别为土体的弹性模量和泊松比；

R，=乒万丽；
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R：=乒万丽。
在孔121处，x=y=z=0，(2．1)式变为

矽：望f!±丝)(三二三丝!(2-5)
2冗E·C-，oJJ

锚固体与粘结材料之间的变形是处于弹性状态，则在孔口处，土体的位

移值与锚固体杆体的总伸长量相等

f戋G型·三出=f击S(Q-2叫砒)沈(2-6)由 2 z 曲E。·一
。 7

式中口——锚固体杆体半径；

G——土体的剪切模量；

E——锚固体杆体的弹性模量；

S—-锚固体杆体的截面积；

f——锚固体杆体所受的剪应力。

．微分方程(2．6)通过适当求导变换，可化为二阶变系数齐次常微分方程

z’+幻彳7+2k7：=0 (2—7)

式中尼=F丽4rigi。
根据式(2-4)进行如‘F变换

删跏冲B善2)
弘一’去孝

可获得标准型韦伯方程
‘

477’一售2+3b=0
该微分方程的通解为

喇≯(C1+C2 I古2∥尹西]
将上式进行逆变换，并根据边界
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．f2xa·钇扬=尸
最后可得

心，=丢(料冲(一矧 浯8，

式中尸——锚固体端头所受的拉拔力；

1 f E 1 ．扭—(1+／．t)(3—-2／t)a2 L瓦j
将上式沿杆长进行积分，可获得锚固体轴力沿杆长分布为

Ⅳ=尸eXp(一矧 ，

协9，

在某特定参数下基于Mindlin解的全长粘结式模型得到的锚杆剪应力分

布如图2—4所示。

2．5本章小结

图2—4全长粘结式锚杆剪应力分布

本章给出了4种传力模型，每种模型都有其自身的特点与不足。
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约翰模型假设当锚固处于极限状态下，沿锚固段剪应力均匀分布的假设。

经过试验与实测，我们已经发现这种假设是不正确的，锚固体表面摩阻力沿

锚固长度呈非均匀分布。

Phillips模型与双曲函数模型得到的剪应力曲线相近，都有孔口位置处剪

应力最大的特点。根据剪应力互等原理和实测表明，孔口单元剪应力为零。

全长粘结式模型改进了以上模型的不足。但其只考虑了锚杆受拉拔力的

状况，忽略了实际情况中锚杆处于土体中的受力状态与拉拔实验时是完全不

同的；其次，假设锚杆为半无限长体，这与实际状况不符；再者，全长粘结

式模型得出剪应力全指向土体深处，此结论与王明恕提出的，近几年在国内

理论分析中普遍被接受的全长锚固锚杆在围岩中受力状态的中性点理论不一

致，全长粘结锚杆应力实测数据亦证实了中性点的存在。综上所述，土钉的

受力分析不适合套用这种模型。
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第3章基于Mindlin解的土钉受力研究

本文中，将土钉的受力状态分为两种：(1)土钉一端承受拉拔力，土钉

带动周围土体变形，称为主动受拉状态；(2)土体开挖后，开挖释放荷载作

用下，土体发生变形，并通过摩阻力带动土钉变形，称为被动受拉状态。

两种状态下的土钉计算简图，如图3．1所示。

P

／／／／／／／／／．／／／／／／／／ }／／／／／／／／／／／／／／／／Z

}
l

}
l

：心)
}
I

}
1

}

(a)主动受拉状态

／／／／／／／／／／／／／／／／／ }／／／／／／／／／／／／／／／／Z

r

}

l

r

：ztz)

I

r

(b)被动受拉状态

图3—1土钉计算模型

纠

缸1



西南交通大学硕士研究生学位论文 第17页

本章将根据锚固体与土体共同作用原理，基于Mindlin问题的位移解描述

土体的位移，建立土钉计算模型，推导出土钉主动受拉状态下和被动受拉状

态下，剪应力沿钉体长度分布的解析解，在此基础上得到土钉轴力分布的数

值解，并研究开挖面的位移分布形式。

3．1弹性半无限体的Mindlin解

设在弹性半无限体内部深度为c处作用一集中力Q，则在占@∥力处的垂

直位移可表示为式(3．1)，其Mindlin解的计算简图如图3．2所示。

w=里±型-【三二丝+—8(1-／／)2-—(3-4／1)+坚竺
8施(1一∥)。RI 足． 砰

(3．1)

y

／ ～
／

＼
一

／。
—_ _】

＼

弋途脚mz，
1 r

图3．2 Mindlin解的计算简图

式中E、∥分别为弹性模量和泊松比；

R。=乒万丽；
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R：=乒万丽。
3．2土钉周围剪力的微分方程

基本假设：

(1)土体为弹性的、均匀的、连续的各向同性半无限体。

(2)忽略粘结材料的影响。

(3)土钉与土体之间的位移协调一致。

以土顶钉头为原点，土钉长度方向为z轴建立笛卡尔坐标系。基于Mindlin

i'口-J题的位移解，在土体内部深度为C处作用一集中力Q，在钉土界面上B(o，O力

处的垂直位移为

肛端祷+一+赫。(3—4∥)(z+c)。-2cz．6ez(z+e)。1

。(厨)3‘．(厨)5 1
式中E、∥分别为土体的弹性模量和泊松比。

利用孔口处土体位移与土钉位移变形协调，可建立微分方程，解出土钉

剪应力分布的解析解。根据土钉受力状态，下面分别做出讨论。

3．2．1主动受拉状态

’。在土钉端头受拉拔力的作用下，主动受拉状态的计算简图如图3．3所示，

设土钉长度为L，土钉钉体在深度Z处所受的剪应力为7(z)，得到孔口处

(工=停=0)的位移为

％2l『剑挚 ㈤3，
=广坐二型．蝮
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瓦甲Q(z)：2翮‘r(zJ是深发z处则脞刀‘间化厥阴集甲刀；
一

G=i寿面是土体剪切模量；
在土钉末端处(萨萨O，z-L)土体的位移为

屹=r粼l掣+訾+-南卜
=r掣b2卜盼南+南‘南卜

图3—3主动受拉状态的计算简图

穿
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根据变形位移协调，在孔口处，土体的位移值等于土钥钥体的总变形量

与土钉末端土体位移值之和

Wo=万+屹 (3—4)

f—口(3-—2u)．三dz：f去(P一2：rajrdz)dz+由 2G z ．山E‘S、 (3．5)

f型2G净L 2(1-砂南+南1‘南卜山 —z
、 。7

fL+z1 I一“)fL十z1’I

式中口——土钉钉体半径；
一

G——土体的剪切模量：

乞——土钉钉体的弹性模量；

S——土钉钉体的截面积；

三——土钉钉体长度。

将式(3-5)进行移项整理得

肛≯』『D．(N翮川出+肛L1协南+c．南卜
式中A=(3-2／1)：

B=2(1一∥)；

c一南；
D： 兰堡

。

基o’S‘a

在L取任意值的情况下上式都成立，应有
。

4‘≯p一㈣+考搏考+c-南
上式整理后得

丁(z)·E(z)+足·p(z皿=卿 (3—6)

式中
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E(z)：—3-—2．U一上～2(1-／．／)—兰，_．—与 (3，7)
、7
z L—z L+z 1一∥(三+z)3

K=D．2翮=』乓：—二星．一彳
Eo·矿 (1+∥)E·a2

对式(3—6)求导并整理，得

等一鬻一南 ㈣8，
丁(z) E(z) E(z)

上述方程为一阶常微分方程，而文献[25】中的得到的是二阶常微分方程，

从这点看，本文的求解方法具有一定的优越性。

对上式求积分并整理，得土钉所受的剪应力为

心，5南e冲卜舒j @卵

3．2．2被动受拉状态

如图3．4(a)所示，在开挖荷载的作用下，开挖面将产生位移使土钉发

生变形和位移。为便于分析，对单根土钉来说，可将土体所受的开挖荷载简

化为均布荷载，得到如图3．4(b)所示的计算简图。

(a)基坑剖面
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开挖荷载：f f＼、靠／／f t s喜工
彩形钐∥钐钐∥彩∥

．r一上．二≤下 T
、l，

(b)单根土钉剖面

图3．4被动受拉状态的计算简图

假设在开挖荷载的作用下，地表处土体产生的位移，设为U1；深度上处

产生的位移，设为U5。土体中设置土钉后，在土钉对位移产生的约束作用下，

孔口处(x可芊0)土体的位移，设为1"／2；土钉末端处(x可=0，z=L)土体的
位移，设为’甜4。土钉钉体的变形，设为z，3。

其中

U： ．．塑如2[La(3-2／t)
do 2G Z

／／：：3[正2a'aj'rdz dz
椰
E、．3
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驴．I『掣b2卜办南+南·南卜
根据位移变形协调条件，在孔口处

“l一“2=蚝一z■+Us (3．10)

弘一广坐二型．三应=
1

ao 2G z

r去c2舭弦r掣净2卜办南+南·南卜

j『学出一r掣讳2卜办南+南·南卜+挚
在三取任意值的情况F上式都成立，应有丝⋯a(3-2,u)三：
三 2G z

雨1(2翮Irdz)一寺‘上L-z一捌‘南一面a．LG 2G习+南+警E．·S、 2G f三+z1 (1一材)f Z，+z、5 三

整理得

彳(z)·E(z)+K·p(z皿=等·争一等·i／15(3-11)
式中

昨)=_3-212一再1一掣一南‘南ZZ L—z L十z l—U t|．+ 、

K：．竺：
En·az

2E

(1+／a)Eo．乜2。

对式(3—1 1)求导整理，得

(3．12)

≯，I--＼一口一

于

》

们

迫％引r
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l-'(z) E’(z) K
·。___--·；。=一_--_-__。_-一-·-_--_I—

z(z) E(z)E(z)
所得微分方程与式(3．8)一样，求解方法相同。

3．3土钉剪应力韵解析解

式

七卜南exp(-K轩]
中，函数1／E(z)形式复杂，直接积分十分困难，故希望以简单的函数代替之，

这里采用拟合的方法。为便于拟合，首先将其变量无量纲化，即

胖_3-2／／一再1一掣一南‘南
二三I—(3-—2／／)一一L一圣(!二生一 兰： I
三【-z’ 1-z7 l+z7 (1一∥)(1+z7)I

=Z1·互(z7)

式中z’=％。

取泊松比炉o．1、0．2、0．3、o．4|、0．5，绘出巨(z7)的图形，如图3．5所示。

可发现其主要特征为：

(1) j乏，使巨(《)=0；

(2) 当Z’一0，E(z7)一4-00；

(3)|当z’一1，巨(z7)一一。
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型：一型一量
万(z) E(z)E(z)

所得微分方程与式(3．8)一样，求解方法相同。

3．3土钉剪应力韵解析解

式

七卜南oxp(_K轩]
中，函数1／E(z)形式复杂，直接积分十分困难，故希望以简单的函数代替之，

这里采用拟合的方法。为便于拟合，首先将其变量无量纲化，即

酢)二_3-2／．／一再1一掣一南‘南
二三I—(3-—2／／)一—三一一圣(!二丝)一
三J z’ 1一z7 1+z7

=Z1·互(z7)

式中z’=％。

取泊松比炉o．1、0．2、0．3、0．4、0．5，绘出巨(z7)的图形，如图3-5所示。

可发现其主要特征为：

(1) j乏，使E(《)=0；

(2) 当z’一0，巨(z7)一+oo；

(3)|当z’一1，巨(z7)一一。
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显然，上式中的毛及日(∥)均由泊松比脚定。取俨o．1、0．2、0．3、0．4、

0．5，得到z：、H的值如表3-1所示。

表3-1系数表

∥ 0．1 O．2 0．3 0．4 0．5

z 0 0．66392 o．64944 0．63313 0．61446 o．59252

H 3．94174 3．70i766 3．461782 3．221786 2．981767

由图3-6、3—7可看出，z：～／1、H-v／．t三L间基本为线性关系，拟合后，得到

Z07(∥)=0．684-0．178／t

日(∥)=4．1817-2．39．98#

拟合后的图形见图3。8、3-9所示，拟合效果良好。

l

0．9

0．8

O．7

O．6

同0．5

0．4

0．3

O．2

0．1

0

(3一13)

(3．14)

O O．1 O．2 0．3 0．4 O．5 O．6

∥

图3-6 Z07～∥曲线
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4．5

4

3．5

3

2．5

釜

2

1．5

1

O．5

O

1

O．9

O．8

O．7

0．6

蠢0．5

0．4

0．3

O．2

0．1

0

0 0．1 0．2 0．3 0．4 0．5 0．6

O 0．1 0．2 O．3 ． 0．4 0．5 0．6

图3-8白t～∥拟合曲线



4．5

4

3．5

3

2．5

遗

2

1．5

1

0．5

0
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O 0．1 O．2 0．3

∥

图3-9喇合曲
0．4 0．5 0．6

线

取不同胜时，比较拟合函数S(z7)与原函数E。(z7)，两条曲线拟合较好。

下面给出俨0．1时的拟合效果，如图3．10。

【∞

3 O 0

2 5 O

20 0

l 5 0

l 0 O

5 O

O

5 0

—1 O O

—l 5 O

L
：0。lo_20·30·一)．50·一)．70·8]

图3—10 E。(z7)拟合效果
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由图3—10看出，两条曲线基本重合。以s(z7)替代E。(z’)，有

舒=翰舡．话出
=鲁．(≯叫訇∥一≯+州z0舱粕h成心)(3-15)

代入式(3—9)，得到

∽=丽C oxp(一K哳，]
-c．M(鲁]唧[r·lzz-(1-Zo)．z)卜I吖(3-16)
式中C为积分系数。其它系数为

M=三：三：!=(三(二量兰：：兰≥≥
， KL2

I=一一 ．

J一鲁(Z02 zo)：丁(Z02--Z0)
3．3．1土钉主动受拉状态的计算方法

对受拉力P作角的土钉，应有

f21ra·"t'dz=P
将式(3—16)垡入，可求出C。由于f(z)难以积分，可运用数值积分方法

计算。

土钉轴力的计算公式为

Ⅳ(z-p_r2翮·f(z皿
也采用数值积分方法计算。

图3．1 1给出了当土体弹性模量E=50MPa、泊松li／．f=o．3、钉体弹性模量
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舻2．1x103MPa、半径a=12．5mm、长度L=7m时在拉拔力P=117．8kN作用下
土钉沿钉体方向的剪应力分布曲线，图3．12给出了相应的土钉轴力分布曲线。

备6．00E+05
厶

h

4．00E+05

8．00E+04

弓6．00E+04
毛

4．00E+04

2．00E+04

0．00E+00

-2．00E+04

●、、l——一

) 1 2 3 4 5 6 j

一 一，一、

图3。11土钉剪应力分布曲线

＼
一|
一|

{
一

＼I、L
I l 2 3 4 5 6 1

图3．12土钉轴力分布曲线
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3．3．2土钉被动受拉状态的计算方法

在变形协调条件式

甜1一／'／2=毪一z■+蚝

中，Ul、“5是由开挖荷载产生的、在未加土钉时土钉顶、底部土体的位移，可

通过公式求出。其余各量与r(z)有关，

为确定C，需先后对沿土钉的剪应力、

其中包含了积分系数C。与上节相似，

轴力进行数值积分，其过程不再赘述。

设土体弹性模量为E=i5MPa、Ar=O．3、钉体弹性模量Ea=2．1x103MPa、半

径a=12．5mm、长度L=7m，在开挖荷载的作用下，钉头处地表的位移“1_O．03m。

经计算后，得到剪应力分布曲线如图3．13所示。

8．0E+07

7．0E+07

6．0E+07

5．0E+07

4．0E+07

量3．0E+07
h

2．0E+07

1．0E+07

0．0E+00

—1．0E+07

-2．0E+07

) 1 2 3， 4＼、～j／‘

Z(m)

图3．13土钉剪应力分布曲线

3．4开挖面位移计算

由Mindlin公式，在土钉剪应力作用下开挖面距土钉距离为，．的一点的位

移可按下式计算



不o

3-14主动受拉状态下的开挖面的位移
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

“m)

图3—1 5被动受拉状态下有无土钉约束的开挖面位移之比

1

9

B

7

6

5

4

3

2

，

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

一≈＼^N≈-l≈v
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第4章土钉的应力分布规律及分析

上一章中，利用Mindlin问题的位移解，导出了土钉处于主动受拉状态、

被动受拉状态时，沿钉体的剪应力分布解析解。本章将据此进行计算分析，

研究土钉受力特征、应力分布规律和影响因素，并与其他模型和实测结果相

比较，为锚杆力学分析和设计计算提供理论依据。

4．1受力特征

分析主动受力条件下和被动受力条件下土钉的剪应力分布曲线，可以得

出他们有一下几个共同特点：

(1)在孔口处，土钉所受的剪应力为零，孔口以下剪应力急剧增大并

迅速达最大值；

(2)土钉钉体所受的剪应力经过最大值后，随着Z的增大逐渐减小．，

并很快趋近于零，达到中性点后，剪应力反向。中性点即为指向相反的分界

点，这点土钉与孔壁相对位移为零‘35。81。经过中性点剪应力数值增大，而后

随着z的增大逐渐减小。上述计算结果的剪应力分布特征，与多数文献报道

的数值分析结果以及试验、实测结果基本一致。

4．2 E／E值对受力的影响

从(3．13)式还可以看出，在弹性状态下，主动受拉拔状态下和被动受拉

拔状态下土钉所受剪应力的大小及分布，均受土体和土钉钉体的弹性模量的

比值彤巴的影响。图4．1及图4．2所示是不同状态下，在不同的观，值条件
下，剪应力沿土钉的变化曲线。从图中可以看出：尉易值越小，即土体越松

软，则土钉所受的剪应力最大值就越小，剪应力分布范围就越大、越均匀；

反之，剧邑越大，则最大剪应力值就大，剪应力的作用范围越小、越集中。
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12

10

B

6
√．、
仍
13_

节
4

2

0

．2

西
13．

p

口 1

图4．1

2 3 4 5 6 7

z(m)

主动受力时剪应力分布与剧瓦的关系

图4．2被动受力时剪应力分布与剧匕的关系
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4．3土钉应力分布形式

主动受力状态下，在靠近地表部分为阻止土钉受拉拔力作用被拔出，土

钉所受剪力背向地表，在土体深处，土体阻止土钉向土体深处方向移动，剪

力指向地表。

被动受力状态下，在靠近地表部分，土钉阻止土体向地表变形，土钉所

受剪力指向地表，在土体深处，土体阻止土钉向地表方向移动，剪力背向地

表。土钉轴向力的增长比土钉剪应力的增长快，土钉最大剪应力在靠近孔口

处，最大轴向力在剪力反向点处。此结论与王明恕提出的全长锚固锚杆在围

岩中受力状态的中性点理论相一致，也符合许多现场实测资料。图4．3为采用

测力锚杆对锚杆全长应力及应变进行测试，所得剪应力与轴力分布[38】。

l ‘X
善’

l
●
●

I

t

’

●

’

～

～
、

。≮． ／中姓点
!‘^

’、 ，

：

．．一-一-一，

硼
，，，一一一

．C 。∥一 ，，

翁溉籼鼍甑九

图4．3实测锚杆应力分布图

4．4与其他模型的比较

符。

Phillips或其它模型的最大剪应力都是位于孔口处(z=O)，与实际情况不

与全长粘结式锚杆模型比较：

(1)随着土钉长度的增加，土钉极限承载力增加，但是当长度增加到临
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界长度后【391，其极限承载力的增加相当微弱。实际工程中，从技术经济的角

度出发，往往设置的锚固长度不可能无限长也不必过长。在基本假设上，全

长粘结式模型假设锚固体无限长，这点是不符合实际情况；

(2)所得的结论中，全长粘结式模型得到的土钉剪应力全指向土体深处，

忽略了中性点的存在，本文研究的有限长土钉模型得到的土钉剪应力，在中

性点处为零，由中性点向土钉两端逐渐增大，图4．4给出了在不同E／Ea值条

件下，两个模型所得的剪应力分布：

(3)全长粘结式模型只分析了土钉主动受拉拔状态下全长粘结锚固体的

应力分布，忽略了土钉在实际情况中的受力状态与拉拔状态下的受力状态是

完全不同的【4例，本文有限长土钉模型，既分析了钉头受拉拔力时主动受力状

态下土钉的受力特征，又分析了被动受力状态下土钉的受力特征。

x 105

{ ； ； 基于MindlinI 解I的土钉模型I ● ● _—p■％mI‘r±-●目7TV
I ● ●==： ● ，oJ H，--●r●-7气二j_

； ； ； 一一文献【25膜Iilr。：型 ．
● ● I√，、IW、●‘一：，=L

} j{
一j

} ，—、t．

{ 77吣
0

＼ ＼

‘f ＼
} ＼

矿 。<
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＼
＼
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_—— 、、，

0 2 3 4 5 6 7

z(m)

(a)五『：50MPa

2

0

8

6

4

2

0

2



西南交通大学硕士研究生学位论文 第38页

兮
正
Y

冒
巴
p

zCm)

(b)庐30MPa

z(m)

(c)庐15MPa

图4．4两种结论剪应力分布的区别
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4．5土钉被动受拉状态下地表面位移的分析

土钉作用下，地表距土钉距离为r的一点的竖向位移

叶¨掣幺砂降南卜
从式子可以看出，位移曲线受土体的弹性模量E值的影响，图4．5给出了在

不同E值条件下地表位移曲线。

5 6 7 8 9 10

r(m)

图4-5地表位移与E值的关系

从图4．5可见，土钉对土体的约束能力在孔口处影响最大；随着r的增大，

影响而减小，r越大即距孔口越远，土钉的影响越小；r大到一定值后，土钉

的影响可以忽略不计，可为土钉间距的设计提供理论依据。

1

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

D

_I毒^g-13



西南交通大学硕士研究生学位论文 第40页

本文的主要工作和结论

结 论

土钉技术作为一种经济可靠，快速简便的挡土技术，已经在我国基坑开

挖及边坡支护中得到广泛应用。土钉工作机理以及力学传递机理，是土钉技

术最基本的原理，受到岩土工作者的广泛关注。

本论文中，在总结分析前人工作的基础上，作者主要应用理论分析对这

一问题进行研究。论文的主要工作及成果如下：

(1)将土钉分为主动受拉和被动受拉两种状态，基于半无限体的Mindlin

解，根据土钉与周围土体的变形协调关系，建立了土钉周围应力的求解方程。

(2)应用拟合方法对原求解方程进行简化，然后求解，得出了主动受拉

和被动受拉两种状态下，土钉沿长度方向的剪应力分布的弹性解析表达式。

在此基础上，应用数值方法，可求得土钉轴力、土钉及土体位移的分布。

(3)对主动受拉状态，分析了土钉剪应力分布的特征、剧既对剪应力分

布的影响；对被动受拉状态，分析了土钉剪应力分布的特征，剧邑值对剪应

力分布的影响，以及土钉作用下地表位移曲线的特征。对被动受力状态下，

土钉应力分布形式和地表位移曲线的分析，可为土钉与孔壁的粘结抗剪强度、

土钉材料的许可抗拉强度以及土钉间距的设计提供理论依据。

与现有计算模型及方法相比，本文的模型及方法与实测更为合理。此外，

虽然本文主要正土钉进行研究，但计算模型及方法亦可应用于全长粘结式锚

杆。

问题与展望

(1)虽然文中的拟合函数取得了满意的效果，但其误差还有待于进一步
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研究。

(2)土钉轴力及位移的计算需采用数值积分方法，希望能够通过拟合反

而方法得到其解析表达式，以方便使用。

(3)本论文作了土钉这一全长粘结式锚固体的研究，适用于土钉这一支

护结构，继而可以推广到全长粘结式锚杆。今后期望将这一理论分析的方法，

运用到锚杆中锚固段的分析研究中。
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附录1

附 录

clc；

clear；

∥id on；

hold on；

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一二一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一参数定义部分一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一

E=5e+7； ％Det

Ea=2．1e+11； ％pa

u=O．3；
‘

a=0．0125； ％／',fl

三=7： ％m

P=I 17．8e+3； ％N

x0=0．684028-0．1 778木“；

H=4．1817-4．1817’。‘zf；

露12木耿(1+z，)木Ea木以^2)；

仁-K屺^2／H；

。J=T水(xO^2-xO)；

M=L术exp(T术(一1．5*xOA2+xO))／H；

％一一一～一一一一～一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一

％一一一～一一一一一一一一自驾乏点i定义音#分一一～一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一

x=O．00：0．001：1：

z=O．000：L／l 000：三：
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毽一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一一事gF童力函数表达一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

for i=l：1001

丘(D=胪O(i)^2-x(i))／(x(O-xO)*exp(T木(O．5‰(0^2一(1啊0)气(力))木(abs(x(i)-xO))AJ；

乒(D=M半((攻i)／L)A2一Q(f)见))／((z(i)／L)-xO)雄exp(T*(O．5木(z(O／L)^2一(1-xO)木(z(f)见))

)叮口6s(G(习汜)吖0))仑六

白nd

毽一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一一求C值一一一一一一一一一一一一一一一一一一一二一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

S：trapz(z,#)；

C=-P／(2物产a木D

肇一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一·一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一一生套f_i_{多事F访，』分彳每鞋l复蛇一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

plot(z,C忱‘b’)；

附录2

clc；

clear；

● T

grta on；

hold on；

譬一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一～一一一一～一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一～一

肇一一一一一一一～一一一一参数定义音$乡}一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一～一

E=5e+7； ％pa

Ea=2．1e+11； ％pa

u=O．3：

a=O．0125； ％m

￡=7； ％m
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P=I 17．8e+3； ％N

x0=0．684028—0．1778"u；

H=4．1817．4．1817"u；

K=2书E／((1+z，)宰Ea宰口，2)；

仁Ⅸ圪^2／H；

J=T木(xO^2-xO)；

M=L木exp(T堆f一1．5*xOA2+xO))／H；

％一一～一一一一一一一一一--一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

％一一～一一一一一一一一一自交’避定义部号}一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一

x=O．00：0．001：1；

z=0．0001：L／1000：∞+0．oooi)；

％一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一_一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一一寥蓼鹿．乃撼走蛙一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

for’卢1：1001

启(力=A扩(0(力汜)^2—0(力尼))／(Q(i)／Z)-xO)宰exp(T木(0．5母(z(力汜)人2一(1-x0)木0(力亿)))宰(

abs((z(f班)《0))q

end

S=trapz(z,fz)；

C=-P／(2*pi木a木研

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一～一一一一

％一一一一一一一一一一～一象n乃il+霉#音S分一一一一一一一一～一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一

for i=I：1001

y(i)=P-(2肇萨∞宰quad(‘inline—N‘，0，产L／1001)；

end ％需要调用：弱⋯‘函数inline—N．计算出的c值要输入

袋一一一一一一一一一一一～一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
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％一一一一一一一一一一一一绘{±5辜拳力分考F一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一

plot(z,y,’r’)；

附录3

clc；

clear；

矿{d on；

办DIdon；

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一-r一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一～一一一一：参数定义部分一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一～一一一一一一一一一

E=5e+7； ％pa

Ea=2．1e+11： ％pa
‘

u=O．3：

a=O．0125； ％m

三=7； ％m

P=I 17．8e+3； ％N

xO=O．684028—0．1 778木“；

／-／=4．1817—2．3998宰“；

^，=2木剧((1+“)幸Ea水口^2)；

T=-一醛L^2／H；

仁P(xO^2-xO)；

M=L木exp(T*(一1．5"x0^2+xO))／H；

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一～一一～一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一～一

毫一一一一一一一一一一一一点j粤芝。单：定义音#乡}一一一一一一一一一一一

x=O．00：0．001：1：

z=O．0001：L／1000：∞+O．O001)；

系一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一一多事应歹j器6麦茎一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一～一一一一一一一一一
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for扛1．1001
．

for i=I：1001

办(D=吼扩G(力^2吠(f))／@(i)-xO)木exp(T*(O．5宰x(f)^2一(1-x0)宰x(D))木(abs(x(f)啊O))协

丘(f)爿汐((z(D厄)^2一(Z(f)亿))／((z(i)／L)-xO)木exp(T*(O．5宰(z(D亿)^2-(1-x0)簟(z(D亿)))宰(

abs((z(力亿)吖0))协

end

end

SS=trapz(z,fz)；

C=-P／(2切萨a牛·卿；
％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一～一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一孑L；：】{椤移量l。鸯#一一一一一一一一一一一一．-一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

for(i--I：1001)

fss(i)=(a宰(3—2水甜)木(1一u)／点3木(Ct尼(D／z(D)；％

and

Sfyl=trapz(z,fss)

％一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一～一一一一一一一

％一一二一一一一一一一一一一一一一一一一一一一地耄之彳移毛多§臣形图一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

R=10；

Nomberl=1 000；

r=O．00：R／Nomberl：R：

forj=l：(Nomberl+1、

for i=I：1001

朋职沪：(口木(1+“)／(4木目)宰C够(D半((8木(1一u)／((rq)^2+z(i)A2)A0．5))+((4木z(i)^2)／((形)

^2+z(f)^2)^1．5)))；
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end

end

W(／)=trapz(z,聊功；

plot(r,彬’r’)；

％一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一END一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

附录4

clc；

clear；

gridon；

办Dldon；

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一参数定义部分一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

E=15e+6； ％50e+6；％10e+6；％pa

Ea=2．1e+l 1，o ％pa

u=O．3；

a=O．0125；’ ％m

￡=7： ％m

ul=1； ％m

S=pi水口^2：

x0=0．684028—0．1 778*b／

H=4．1817-2．3998水“：

K=2’。瞰(1+z，)‰耘^2)；
丁=-K专己^2以士

J=T宰(x0^2-x0)；
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M=L*exp(T*(-1．5*xO^2+xO))／H；

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一自变毒}定义部分一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

x=O．00：0．001：1；

z=O．0001：L／1 000：∞+O．0001)；

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一』一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一

％一一一一一一一一一一一一缺少积分系数的剪F涉力部分一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一

for i=i：i001

fx(O-(L／H)木(x(i)A2-X(O)／(x(i)-xO)木exp((-K*L^2／H)宰(O．5‰(D^2一O-xO)*x(O一1．5*xO

A2+xO))*(abs(x(力加))^((-K*L^2／H)*(xOA2-xO))；

乒(f)=M斗((z(D仡)^2一(z(i)／L))／(z(i)／L-xO)宰exp(T木(O．5木(z(i)／L)A2-(1-xO)木0(D尼)))冰@

bs((z(i)／L)-xO))AJ；

end

汪

一

二

峨

||

赢!一～

||

磊!一一
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～

锻
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～
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～一
一

～一，
～

渤～一，
一

一

～

叮

节

～

一

虹

汽

咖～

～

∞

形

～

一

加

Q

一

一

加

和

雄一

一

如

烈

一

一

：
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一

一

：

F

矽

一

一

：

F

一一一
一
～一一一

一一一一一}|一她d|‘|弩触d!=似
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elld

Sfy3=trapz(z,fs3)

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一～一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一．孑L厍竞’}二体位移部分一一一一一一一一一一一一一一一』一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

for(i=1：1001)

fs4(i)=fz(i)宰(@木(1+“))匈木((1／1陋吃(力))+((2宰(1一“))／(￡+z(D))+(但奉Z(D)／((1一“)木但+

z(D)^3)))；

end

Sfy4=trapz(z,fs4)

％一～一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

％一～一一一一一一一一一一专{剪：彩{分系数稳j分～一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一～一一一一一

Sfy=Sfy2+s渺3一S溺v4

C=ul／Sfy

uu=Sfy2／Sfy

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一一一

％一一一一一一一一一一一一量会J銎害嚣分一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

％plot(z,C％’b．)；

plot(z，C◆，，-．，)；

u2=C*Sfy2

％一一一一一一～一一一一一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一一一一一～一一一一一一一一一一一一一一一

％一一～一一一～一一一一一地毫≤{讧移裔B分一一一一一一一一一一一一一一一一一一一～一～一一一一一一一一一一一一一一一

R=10：

Nomberl=100；

r=0．00：天力＼7-Dmberl：R：
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for j=1：(Nomberl+1)

for i=1：1001

聊坎f)=似宰(1+甜)／(4’四)木C雏(力木((8宰(1一“)／((形)^2+z(力^2)^o．5))+((4电(D^2)／((彤

)A2+z(i)A2)^1．5)))；

end

WQ)=trapz(z,肼9；
end

plot(r,ul一彬侈’；
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