
上海交通大学硕士学位论文
M．S．Dissertation of Shanghai Iiao Tong University

温湿环境下

层合圆柱壳体表面分层屈曲分析

摘 要

局部分层屈曲是复合材料层壳结构的一种重要损伤形式。本文运

用能量法研究了对称层合圆柱壳体在温湿环境下的表面分层屈曲问

题。假定分层区域为椭圆、矩形。对于子层分层，其铺层既可以为单

层，也可以为多层；既可以为对称铺层，也可以为非对称铺层。为了

更好地反映工程实际，在分析子层的屈曲时，考虑了其存在面内横向

位移的因素。通过对几种不同材料、不同铺层形式对称层合圆柱壳体

在各种温湿条件下的表面分层屈曲的实例计算，分析了温湿效应与分

层屈曲临界应变值的关系，研究了母层壳、子层壳的几何、物理参数

对分层屈曲临界屈曲应变的影响，最后探讨了拉伸和压缩屈曲形成的

机制。

关键词

圆柱形层合壳体，表面分层，分层屈曲，母层壳，子层壳

温度，湿度，横向位移
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Buckling Analysis of Near Surface Delamination of Cylindrical

Laminated Shell in the Condition of Temperature and Humidity

A B S T R A C T

Delamination is one of the important defect forms of composite laminate

construction．111 this paper,the effects oftemperature and humidity oi'1 the near surface

delamination in a symmetric cylindrical laminated shell are investigated by using the

energy method．The delamination shape is assumed to be ellipse or rectangle．The

sub·laminated shell caIl be monolayer or multilayer．Also．it carl．be syrnme衄c or

dissymmetric lamination．To accord、析m the engineering practice more accurately

when analyzing the delamination，transveTse displacement of the sub-laminated shell

is thought over．Some delamination examples have been calculated．In these examples，

the cylindrical laminated shells have different laminations and materials．In the

meantime，the effects of temperature and humidity are taken into account．The

relationship between critical strain value and the effects of temperature and humidity

is studied．The relationships between critical strain value and the parameters of

geometry and physics are also studied．The formation mechanism of tension and

compression delamination buckling is approached later

Cylindrical laminated shcll，near surface delamination，delamination buckling，

p盯ent laminated shell，sub—laminated shell，temperature，humidity,transverse

displacement
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第一章 前言

复合材料是指由两种或两种以上的材料组成的一种新材料，它的组分材料具有不同的化

学或物理性质，且各组分材料之间具有明显的界面。在工程上，所谓复合材料通常是指将一

种材料人为均匀地分散在另一种材科中，以克服单一材料的某些弱点．使之具有优于各组分

材料的综合性能，有时甚至是组分材料所没有的优良性能的新材料。组分材料中的分散相材

料称为增强材料，包容相材料称为基体。这种复合材料在很多力学性能指标超过了一股钢材．

在国民经济建设中得到越来越广泛的应用。

纤维增强复合材料从制造到使用，可能存在各种局部缺陷和损伤，从细观方面看，先在

制成的材料内部有各种局部的微小缺陷．例如树脂中孔洞或局部树脂过多，纤维个别断头及

有些区域纤维排列过密或不平直，局部纤维与基体界面脱胶等，有些缺陷可归为损伤．损伤

由细微的到稍大的尺寸，但总的是尺寸较小。在复合材料作为结构受力而发生变形的过程中，

随着载荷增加，原有缺陷扩太或发生新的损伤，例如基体中出现微小裂纹，纤维断裂，基体

与纤维界面开裂等。损伤逐渐扩大，裂纹扩展。复台材料的损伤主要育四种类型：(1)基体

开裂，(2)界面脱粘，(3)分层，(4)纤维断裂。有时这四类损伤不同组合而形成综合损伤，随着

损伤区域和尺寸的增大，宏观裂纹扩展，最后达到材料的断裂破坏．复合材料的破坏过程是

由原始缺陷、微小损伤，随载荷增大损伤裂纹扩展，直到宏观裂纹扩展，断裂的过程。

在复合材料的几种损伤类型中，分层损伤是很普遍的，由于制造中的缺陷、运行中受到

外来物体的碰撞和自由边缘效应等常使层合结构局部分层，在静力或周期载荷作用下，分层

发生扩展；或由发生局部的分层屈曲续而扩展，使结构刚度下降以至引起破坏和失效。产生

分层的原因较为复杂，它与工艺方面的成型、固化、基体和增强纤维界面的胶结以及初始缺

陷等情况有关，也与纤维和基体的损伤破坏过程、层合结构的叠合顺序、载荷形式等力学方

面的因素有关。实验研究表明，由于层合结构厚度方向上的层间粘结强度很小．往往产生裂

纹或分层，使结构的拉伸和弯曲刚度降低。当层合结构在承载状态下，将导致层问分离．其

区域形状可由椭圆、矩形、带形等来描述。随着载荷增加，分层区域可能发生屈曲，并续而

发生分层扩展，导致层合结构整体刚度迅速下降，直到发生破坏。因此研究具有分层的层合

结构在外力作用下发生分层屈曲与扩展的规律及其机理具有重要的理论与实用价值。

早期对复合材料分层损伤的研究．侧重于分层损伤产生的机理，分析影响分层产生的因

素以及分层对层板强度的影响，后来则转向了建立表征分层损伤的模型．近年来陆续发表了

关于层合扳的一维和二维分层屈曲模型的理论分析【2—5】和实验研究的文章【1 1】、【13 1．

Gillespie等人提出层板裂纹扩展的模型【10】：Chai等人从80年代开始，研究了分层屈曲破

坏的一维理论和二维理论【4】、【2】．Yin研究了圆形分层的轴对称屈曲和扩展【5】．也研

究了非对称子层板的屈曲与扩展。但是有关温湿环境下层合壳体具有各种形式的分层屈曲研

究尚为少见。文献【l】仅研究了由各向同性单层组成的层合圆柱壳体，具有沿周向贯穿的

一维分层屈曲模型的简单情况，并且没有考虑温湿效应的影响。

纤维增强复合材料在制造和使用过程中．会发生温度变化，吸收水份．产生变形、内部

应力、材料性能变化、损伤等许多复杂的热和湿的效应。这是因为纤维增强复合材料是一种

多相不均匀材料，纤维和基体的热膨胀系数和湿膨胀系数是不相同的，即使是单向复合材料．

在宏观上没有施加外力并可以自由变形(膨胀和收缩)的情况下，当温度和吸湿量变化时．

也会引起较大的微观湿热应力，这是均匀各向同性材料和均匀各向异性材料所没有的。湿熟
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应力的存在对复合材料的分层屈曲有着重大的影响．不仅如此．温湿效应对材料常数也有一

定的影响。

正是考虑到上述因素，本文研究了温湿环境下纤维增强的对称铺层圆柱层合壳体，在表

面存在一个展开面周界为矩形和椭圆形的任意方向(口方向)二维局部分层，在层壳两端承受

均匀轴向位移的压缩或拉伸作用下，发生分层屈曲的临界应变值s．，及其特性．分析是建立

在母层壳与子层壳都为薄壳的假设基础上，因此应用了层合壳体经典理论及相应的能量准则

求解分层屈曲问题。在分析母层壳体变形时，考虑了广义的轴对称变形(存在均布的面内剪

切)。对子层壳块则引入了扁壳假设．为了更好地反映实际，在本文中还考虑了子层屈曲面

内横向位移。通过数值实例计算，研究了温湿效应、母层壳与子层壳各种几何物理参数、子

层分层的形状、子层壳面内横向位移、铺层材料等对分层屈曲临界应变值的影响。对于层合

结构的特有现象——-{立伸分层屈曲的发生机制和层台壳体中面半径对分层屈曲的影响，也进

行了分析。

建工学院工程力学系 2



上海交通大学硕士学位论文
M．S．Dissertation of Shanghai Jiao Tong University

第二章 复合材料层壳基本理论

以碳纤维／环氧为代表的先进复合材料，由于比强度高、比刚度大和抗疲劳性能好等特

点，常做成多层板壳、夹层板壳和加筋扳壳以及薄壁结构等形式。对于复合材料的板壳层台

结构，由于复合材料及结构的特点，会面临各向异性和层与层之间所引起的各种耦合效应。

复合材料的板壳理论，用于研究复合材料板壳结构在静载、动载和湿热载荷下的变形、应力

分析、稳定和振动等问题。复合材料的板壳理论和各向同性材料的板壳理论一样，包括位移

应变关系、内力应变关系、平衡方程、边界条件和初始条件等基本方程。

§2．1扁壳方程

考虑沿厚度方向的剪切变形，可得下列基本关系和方程。

一、位移应变关系

选取与扁壳表面平行的某一适合的曲面作为坐标面．对于对称铺层的多层扁壳，晟好选

中曲面(简称中面)作为oxyz坐标面，对于不对称构造的多层扁壳，最好迸某一方向的中

性面作为坐标面。选择不同的坐标面，并不会改变力学问题的实质，但是，却可影响基本方

程和边界条件的表达形式、复杂程度和计算工作量的大小。设有一个多层扁壳，墩坐标系

oxyz如图2．I所示．图2．2为其剖面图。对于正高斯曲率壳和零高斯曲率壳，=轴方向和外

法线方向一致．离开曲率中心。

图(2．1)扁壳坐标系

Fig(2．1)shallow shell coordinate

图(2．2)扁壳剖面图

Fig(2．2)section ofthe shel

所谓扁壳，一般来说．要求其上任何一点相对于底平面的斜率芒和譬都比较小，这麟 卯

样．扁壳的微分几何关系和方程式都比较简单。上述扁壳的中面方程可表示为f=f(x，Y)

其中，f表示中面离扁壳底部的垂直距离。假定扁壳在厚度方向不可压缩·在变形前扁壳

的法线变形后仍为一条直线，即法线在x和y方向的平均转角分别为丸和丸。设温度场的
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分布T(x，Y，z)是任意的。壳体在oxyz坐标上的位移分量分别为Ⅳ。，v。和w0，则壳体截面

上任意一点p(x，Y，z)的位移分量“，v和w分别为

“=“o+：庐，】
v=v。+：以} (2_1)

w=w。 】

当温差分布为AT(x，Y，：)，吸湿浓度分布为e(x，y，：)时．多层扁壳中第k层因应力引起的面

内应变为

警+z警+惹R+土2(警]2苏 苏 ， L蠡J

盟Oy+z盟Oy+惹R+三2㈤， L抄j

丝+：监+：f监+盟1+丝+一0w一0w
咖 苏 l Oy 苏J R口0x Oy

一{ij}△丁一{至i}e cz—z，

式(2—2))等号后的第一项是总应变，其中，罢生+z是生．誓+z宅I汞眦 靠 卯 卵

等+z警+：(等+警卜位移分甄，vo和转角丸-办所提供的应变；兹，季
和薏是位移w对于扁壳所产生的蛾如Ry NN．靛x,y方向的曲率糨i1为
扭曲率，和通常一样，对于薄壳，可忽略R，，R，，R。因=的不同所引起的微小差别

圭(警]2，圭(爹]2．瓦0w万0w是有限挠度情况下所引起的应变分量。式cH，等号后的
第二项是由温差所引起的应变，第三项是由吸湿量变化所引起的应变。式中的口，，口，和成

风分别为x和y方向的热膨胀系数和湿膨胀系数-口w和岛为x和，轴夹角的热膨胀和湿

膨胀系数．△丁为温差，e为吸湿量，下标t表示是第l】}层的。

二、内力应变关系

在复台材料板壳理论中．内力{Ⅳ)和内力矩泓}的表达式如下：

建工学院工程力学系 4
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㈤={鬟}=￡仨卜=喜￡．仨卜z czl，

似，={鬟}=c仨}砘=喜￡，仨}础 cz叫，

令{Ⅳ0，恤口．{Ⅳ“}和{M，分别表示由于温差△丁和吸湿量变化e所引起的内力
和内力矩，上标T和H表示与温度和吸湿量有关．则有

{Ⅳ7}-

缸7}=

{Ⅳ”}=

∞“}=
口1：

Q22

Q26

口16
一

Q26

Q66

as

Q26

Q66

Q"
一

Q26
一
Q66

㈨(Zx陋
。㈨虬。

卜]^
川。肛舭

其中否。为偏轴刚度系数，与正轴刚度系数的关系由下式给出

～C．ezdg

百ll=QjI COS4占+2(Q12+2Q66)sin2 cos20+Q22 sin40

蚕12=(glI+Q22—40“)sm
2

Ocos2口+Q12(sin4 O+cos4口)

瓦=Q J sin40+2(Q12+2QⅡ)sin2 Ocos2口+如cos48
百．。=(QIl—Q12—2Q∞)cos38sin0+(Q,2

Q。=(9

Q。=(9

—9：一2瓯

+Q22—2Q12

)cosOsin 3护+(Q2

一Q22+2Q“)cosOsin3 0

一鲮2+2Q6．,)cos 30sinO

一2Q66)cos2 Osin
2

0+066(cos4 0+sin4 9)
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(2-'-9)

缸，k、溉k为层壳第七层工、y方向及捌平面的热膨胀系数向量和湿膨胀系数向量，它

们与主方向热膨胀系数向量和湿膨胀系数向量的关系由下式给定

阱雕淘12鼬

Ⅳ：

N
y

N“

M，

M
y

M
xv

4。

A12

A16

骂，

B12

且。

B12 B”

B22 B26

岛。 风。

D12 D16

乌：岛。

D2。巩

N：

N：

碟
M：

M：

M姜

图(2．3)主方向与任意方向

Fig(2．3) main and random directions

监ax+惹R+三2(斟， L教／

詈+薏R+三2㈤咖 ， l印j

监+监+型+业堂
咖 苏 月。 Ox砂

盟
苏

盟
旁

监．堕
却 新

(2一lO)
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其中-AF t BF和D”由下列各式确定

铲艇如=喜戮也吨-)
毛=艇础=圭喜蘸’(hi吨)
D,j='Q。zz出=；喜彰’(hl嵋)

h★、h¨如图2．2所示·

式(2一l●)可以简写为

{嵩)=[鲁}考]{嬖}一{茄；}一{苗：1) c：一·：，

式中[卅、[别、[D】阵分别为层壳的拉伸刚度阵、耦合刚度阵和弯曲刚度阵。k寸为中面

应变向量，{K}为曲率向量。

§2．2边界条件

一、对于非矩形扁壳，如图2．4所示．取边界的外法线方向为H的正方向，边界的正切线方

向S由下述规则确定，即在心和xyz坐标系中．从+H转到+5方向与从x方向转到Y方
向相同，则边界条件为：

“：=群，“?=虬-o，屯=无．丸=五，w=面 (2—14)

其中“：和“?为坐标面上边界的法向和切向位移．丸和≯。为相应的转角。

图(2．41边界上的方向 图(2．5)矩形扁壳边界

Fig(2．4)directions On boundary Fig(2．5)boundary ofrectangular shel

二、对于矩形扁壳，如图2．5所示．边界条件为：

“。=瓦，V0=瓦，戎=五，九=瓦，w=面
在式(2一14)和式(2—15)中，边界上的已知值用加一横来表示·

建工学院工程力学系
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第三章考虑温湿及子层横向位移时的层壳表面分层屈曲

圆柱壳的几何形状比较简单，又是可展曲面，制造起来比较方便，因此应用甚广。由于

制造中的缺陷、运行中受到外来物体的碰撞和自由边缘效应等，在复合材料层台结构靠近表

面处常发生层间分离现象，其区域形状一般可近似地用圆、椭圆、矩形、带形来描述。

复合材料在制造和使用过程中，会发生温度变化．吸收水分和其它液体，产生变形、材

料性能变化、开裂、破坏等许多复杂的热和湿的效应。考虑温湿效应是分析材料损伤、破坏

的一个重要方面。

基于以上两点，本章研究了温湿环境下各向异性对称铺层圆柱层壳．在两端承受均匀轴

向位移的压缩或拉伸作用下，发生表面分层屈曲的临界应变值及其特性，考虑了材料弹性性

质和热膨胀系数依赖于温度变化的因素。子层的分层形状分别为矩形、椭圆。分析是建立在

母层壳与子层壳都为薄壳的假设基础上，因此应用了薄壳经典理论及相应的能量准则求解分

层屈曲问题。在分析母层壳体变形时．考虑了广义的轴对称变形，对子层壳则引入了扁壳假

设并考虑了它的面内屈曲横向位移。

§3．1层壳表面分层屈曲模型

考虑一圆柱层台壳体．如图3．1所示，在x轴方向上承受等应变拉伸或压缩，假定在远

离边缘的内部存在二维的表面分层区域．是一个单层的或多层的分层．它的几何主轴与圆柱

壳体主轴的夹角为a，称为方位角。把该分层壳块称为子层壳，它可以为任意的铺层形式。

其余部分层壳则称为母层壳．为对称铺层形式。假定子层壳厚度很薄，h／f<<l，如图3．2

所示在分析母层壳变形时，可以忽略其分层影响．把母层壳等价于无分层的层合圆柱壳体a

假定母层壳是对称铺层的一般各向异性层壳．置于温湿环境中，在层壳两端承受轴向载荷作

用．子层壳的拱高很小，但考虑了其面内横向位移。当母层壳沿轴向的拉伸或压缩应变达到

某一临界值时，子层发生失稳，此时的临界值为分层屈曲的临界应变值．或简称为分层屈曲

应变。

图(3．1)层壳的尺度与坐标系

Fig(3．1)dimension of the shel l and coordinates

子层p的分层形状可以有多种，一般可近似地用圆、椭圆、矩形、带形来描述a本文

中涉及的子层形状为矩形和椭圆．事实上，带形分层可作为椭圆形或矩形分层的特例处理，

而圆形分层则是椭圆形分层的简单情形。

本文将用经典层壳理论来分析母层壳的变形．用考虑横向位移的扁壳理论来分析子层的

变形。最后，运用相应的能量准则求解分层屈曲的临界应变。

建工学院工程力学系 8
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图(3．2)母层壳与子层壳

Fi g(3．2)parent laminated shell and sub-laminated shell

§3．2母层壳的变形分析

与子层屈曲直接有关的是层壳在子层边界附近区域的变形。由于假定分层位于远离边缘

的层壳内部，可以不计自由边缘效应．而且子层壳的厚度相对于母层壳很薄t所以在分析母

层壳的力学变形时，我们可以忽略由于子层的分离而引起的母层壳总刚度下降，把整个层壳

等价于无分层的母层壳。

母层壳的尺度与坐标系oxy如图3．1所示。当给定母层壳的轴向位移“o．温差△，和吸

湿浓度e时．由于圆柱形层合壳体是轴对称的，有

铲铲孚，“刮(m v-V(工)

N2=0，N12=0

式中￡为母层壳的轴向应变，“、V分别为x、y方向位移a

故几何方程为
du w dv

蜀2i’5：一i’‰2磊
w为母层壳径向位移。

当母层为对称铺层时，BF=0，由层壳理论的内力应变关系式(2一13)可得

卧
A11

A12

A16

42

』22

—26 ㈤

(3—2)

(3—3)

、●●●●●●It，●I●l_J

r

l

r，r掣
ⅣⅣⅣ

，●●●●●●●●●●，、●●●●●●●L

一

、●●●●●●、r●●●J

●

2

旺占S，，●●●●，●●t●●●●●●L1●●●●●●●，j

m

拍

醣

A

4

A
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其中{Ⅳ寸，{Ⅳ”)分别为母层壳的热内力和湿内力。
对于均匀温度变化，△r沿层壳厚度不变，则由式(2—5)得：

‘

对于均匀吸湿浓度，P沿层壳厚度不变，则由式(2—7)得

(3—6)

式(3—5)．(3—6)中的[互】★为母层壳第k层的偏轴刚度阵，其与正轴刚度阵【Q]I的关系

由第二章的式(2--9)给出．此时该式中的口角为母层壳各铺层主方向(1，2)与坐标系or2的

坐标轴(x，y)的夹角。k，k、∞；}。为层壳第七层x、Y方向及捌平面的熟膨胀系数向量

和湿膨胀系数向量，它们与主方向热膨胀系数向量和湿膨胀系数向壁的关系也已经在第二章

中讨论了。≈为母层壳各个单层的坐标，与图2．2中的魄相对应。

由(3—5)、(3—6)式可知，当△r，8给定时．{Ⅳj．{Ⅳ”)为常量。
由(3—4)式得

0=At2占1+彳22占2+一26，12一Ⅳ；一Ⅳ岁 (3—7’

0=A16)81+彳26s2+一66y12一Ⅳ；一Ⅳ； (3—_8’

即：

爿22占2+』26，12=Ⅳ；+Ⅳ岁一爿12sl (3—-9)

彳2652+一66，12=Ⅳ；+Ⅳ岁一A16占I (3一lo)

将晶替换为EO得：

一22岛+爿26y12=Ⅳ；+Ⅳ罗一』412岛 (3—11)

一26占2+A黼y12=|v；+_Ⅳ，一At690(3--12)

解之得： 铲锗岛+型≮警乎堂c。卅，
‰=篆等”型鼍老乒堂c。叫，

建工举院工程力学系 10
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令

则有

卅=生：§墨!§=生鲢!12
A22AH一爿刍

厅=墨堑墨12=生趁璺也
A22A“一』嘉

。：垒!笪±笪!二垒!丝±丝!
AnA66一一矗

(3一15)

d：型监+N,r；e)-A26：(Ny：+Nr：)
一22—66一一矗

占2=小岛+C，n2=n占o+d (m，门，C，d皆为常数)

而岛=粤为给定值，故肌岛+c，n岛+d皆为常数
f

将上两式代入几何方程(3—3)中．当坐标原点取在母层壳对称面上时，积分可得母层壳的位

移表达式：

“=占。x ]
v=(H岛+d)x} (}一16)

W=一Rm80—RcJ

§3．3母层壳在子层壳坐标系中的位移分量

首先我们将母层壳位移“、v、w转换到子层壳坐标系中。如图3．1所示子层壳，方位

角为a，中心距母层壳中心对称面距离为，0，在子层壳中面建立局部坐标系o'x'y’。如图，

对于oxy坐标系中的任一点P(x，Y)-有

x=lo+一COSG-y’sina

，2工’sina+Y’COSG

代入位移分量式(3一16)得

“=占o，o+60X’COSa一如y’sinat

y
J l

p(x，，)
]

O ，．i匕P
。歹i

— X

图【3．3)两坐标系关系

Fig(3．3)Relation between two coordinates

． v=(n占o+d)to+(力so+d)x7COS一(n占o+d)y’sina (3——17)

w=一Rmeo—Rc

设Ⅳ’，v’，w’为母层壳在子层壳坐标系o'xyz’中的位移分景，则有

建工学院工程力学系
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p1
{v’}=[一@)
1w『J

其中c彳c口，，=[二i}：cs薯ina口； 将(3一17)代入上式得
甜’=[z’COS2口+(麒’一y')sinacosa—ny’sin 2口】氏+(COS +n sina)lo o+

lodsina+x'dsinacosa-y’dsin
2
a (3一19)

v’=【／"IX’COS2口一(砂’+x')sinacosa+y‘sin2a]so+(ncosa-sina)loEO+

10dcosa+x'dcos2口一y'dsinacos

W’=-Rm岛一Rc

§3．4子层壳的变形分析

(3—20)

(3—21)

用玎，石，面表示子层壳在自身局部坐标系O'X'ytz’中的位移分量．对于子层壳，由于

沿厚度方向剪切变形甚小，此时式≯，=一掣，矿，=一半。由图2．1、图3．1的几何关系出 ’dV

可以得出曲率半径R。=一÷，R，=一土，R，，=一_—L(式中R近似地取为
slna

+

COS口
+

sin口COS口

氧层壳中面半径)。
，、-

萄裔(2一lo)式得子层壳中面应变为：

o要+三(豺一扣a

弘爹+圭研一詈⋯
，，!．：塑+立+罢竺一2兰sm口cos口峙。万+瓦+丽可-2i8m∽03口

同样可得曲率为：

p窘，。=雾^=z焉 (3—23)

建工学院工程力学系 12
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[盯]。=【酉】．珏s]。一【口】。AT一【卢]。e}

=[虿】+缸￡]。一乇【七】一[口]。△7'一【卢】。P}

吲l=[占]o一≈[k】

(3—24)

(3—25)

式中【占】0为子层壳中面应变，陋]I为子层壳第七层总应变a【占】‘-【口】I△r叫卢]^P为第k层

应力引起的应变。【口】★、【用1分别为子层壳第k个单层的热膨胀系数向量与湿膨胀系数向

一
量，毛为子层壳第k个单层的坐标，它们的计算方法和母层壳的相同。[Q L为子层壳第k

单层的偏轴刚度阵，其与子层壳的正轴刚度阵的关系也由第二章的式(2--9)给出，此时式(2

—9)中的目角为子层各层的纤维方向与子层坐标系o'x'y’的轴O'X’的夹角(如图3．4所示)。

子层壳第k单层的弹性应变能可写成

=圭卿。％嘲陋M1⋯嘲nm地

2j1俨]o_删晒M一嘲地
一寺肌占】。一z+嘲7【玑(㈨△丁+帆e)dv。
一，●

(3—26)

则整个子层壳块的总弹性应变能为

u。：兰以：羔寻肌￡]。一≈【削)7面。拈]。一以【削枷。

一兰导肌占】。一z。嘲}7[虿】．(【口】。△r+【用。。)巩
k-I‘“

畦黔翩‰-2[占m动啡嘲7【团耻枫

一薹圭卿而(吼仉mh肚九蟊舰叭㈨)k
建工学院工程力学系
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=三2彬陬】0-2Ⅲ陶卅⋯慨明扭t

一三2缈“(瞬7】+【万“])一嘲Ⅵ面7】+【面”】)扭t
={m占】j[加陋]o-2㈨【动【七]+【明7回[女]
一^

一M：(田7】+眄”】)+【叫’(【面7】“面“】)泌。
(3—27)

式中[j】、[百】、[石】分别为子层壳拉伸、耦合、弯曲刚度阵，【而7]、[面7】分别为

子层壳的热内力和热力矩，[甭”]、【．西”】分别为子层壳的湿内力和湿力矩。它们的计算式

如下：

瓦=∑爵”(毛一址．)

瓦=导兰酽(=：q20

瓦：÷兰蟊t，(=：一∞
j^ti

(j、-，=1,2，3)

Ⅳ一
{而7)=∑【互]。慨}。ZlT(z。一Zk-I)

k-l

{面7)：il己N【型--L{q)。△r(司一《2一，)
Z k-I

{而“)=
Ⅳ一
∑【互】。眠)。e(zt一=“)
★一l

矿}=丢扣¨肋州乒毫)
一

(N为子层总层数．【Q】；为子层壳在子层坐标系中第k单层的偏轴剐度阵)

将U。6式(3—27)展开得：
‘

建工学院工程力学系 14
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％=圭∥。2．．29r0占；Aiz+2620y吕ALn+2E；，马A26+占，02如+，饥

-26：k，Bll-29．；k,B12—2y，o k，B16—2占：女，B。2—2占；0822—2r。。k，B26

—2占，0七廿马6—2￡；七掣B26—2，廿0七叫B66+七，2 D1 I+2k，k，D12+2k，k掣D16

+2k yk。DM+ky2Dn+kq2D％一s 0。“lT—s10N：一soyH P1"一《N；一y‰N0

一y 0。“。14+kiM：+kxM：+kyMj+kyM；+kwMr+kpM；、dsk
(3—28)

§3．5分层屈曲问题的求解

假定子屡边界和母层壳固定连接。则当子层壳发生屈曲时．必须满足周界上的变形条件。

即在边界上有：

厅=“’，石=一，面=w’ (3—29)

巫：亚：0 (3-30)
苏’ 旁’

为了满足边界条件，应当适当选取子层壳的位移形式。当不考虑子层壳的面内横向位移时，

可以认为子层壳的位移孑=“’．彳=一．为了更好地反映实际的层壳表面分层屈曲情况，

在子层壳的位移万、哥中可以加入线性项以反映其面内横向位移的情况。以下就针对不同的

子层形状给出其位移形式。

(1)子层为矩形

￡扫

图(3．4)矩形子层

Fig(3．4)Rectangular sublaminate

选取下列形式的子层壳位移：

建工学院工程力学系
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石=[x'eos2a+(mc7一y’)sin口cos口一砂’sin 2a]eo+(COS口+n Sin口)矗如+

，adsin口+工公sin口cos口一y'd
sin 2口+(x“一口2)(_y“一62)口。工’

石=[nx'cos2口一(，矿’+x’)sin cosa+y'dsin 2a]占-o+(刀cosd-sina)los。+

?。dc。sa+x'dCOs2口一Y’dsin口c。sd+(一2一口2)(J，¨一62)乜1Y’

丽：一R埘占。一Rc+(∥一口2)2(一“一b 2)2(口2+a3∥+a4Y’2+asX≯’)
(3—．31)

显然式(3—31)满足边界条件式(卜29)、(3—30)a

上式中的(x“一d2)(_y“一b2№。x’，0“一口2)(y“一62)氏Y’为考虑子层面内横向位移时

而增加的两项。d。(f=0,1，2，3，4，5)是待定常数-2a、2b为矩形的两边长·

(2)子层为椭圆

￡臼 日￡

图(3。5)椭圆子层

Fig(3．5)Elliptical sublaminate

选取下列形式的子层壳位移：

石=[x'cos2 a+(nx’一y’)s证acosa—ny’sin 2aleo+(COSG+九8in口)矗氏+

w。；n口+x锱n口。⋯一∥s；n：口+(1一事一菩)¨‘
石=[．tlX"COS2口一(he’+x')sin口cosa+y'dsin2口】岛+(订cosa-sina)lo占。+

w。咖“细。：a√d衄口cosa+(1一事一等)叩’
面卅慨一＆十(1一等一营2(a2+a3x'2+a4Y2+asx”

(3—32)

显然式(3--32)满足边界条件式(3—29)、(3--30)·

上式中邮一事一等h“ct一事一等hy’为考虑子层面内横向位移时而增加
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的两项。口，(f=0，1，2，3，4，5)是待定常数，d、b为椭圆的长短轴。
e创 C3呻8J

将子层壳的位移式代入}}q然后再代入子层壳的总弹性应变能表达式∈}2冲．经过积

分得子层壳的总弹性应变能Um表达式。由于无横向载荷作用．子层壳边界上是给定位移

因此子层壳的总势能丌即等于总弹性应变能。根据nE疗珏准则【20】，得到屈曲特征方
程：

式中

1器aa，aa卜批。l ，l
“⋯

f，』=0⋯1 2 3，4，5

厶=弓80+L

元素巴和乃是与层壳的几何参数口、b、R、a，物理常数』Ⅳ、目、见及温湿效

应△丁、P有关的函数。显然式{蠢岛关于岛的高次方程，求解方程的根即可得到子层屈曲

的临界应变值占。。在其根中负根的绝对值最小的根即为子层壳的压缩屈曲的临界应变，而

正根的最小值为子层壳拉伸屈曲临界应变值。

建工学院工程力学系 17
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第四章圆柱层壳表面分层屈曲的计算实例及分析

本文对几种典型的对称层台壳和各种子层形式的屈曲应变进行了数值分析，得出了屈曲

应变的数值解，并且就各种不同铺层的对称层壳和子层的几何与物理参数以及温湿效应对子

层屈曲的影响作了分折。还就予层的面内位移线性项作了分析。

对称层壳的铺层形式包括：【(O，45，90，—45)5]，、【90，(土15)3】，、【90，(±口)3]，、

[(±60，O，90)j】，、[(0)I。]，、f(0，±30’90)，】，等，并且选取了不同的材料弹性常数。

考虑了分层形状分别为椭圆形、矩形的单层与多层铺层的子层，并选取了不同的参数：

子层主轴方位角口、厚度、分层区域尺寸等。

由于复合材料由纤维和基体组成，而纤维和基体的热膨胀性能不同，单向纤维增强的复

合材料在熟膨胀性能方面也具有各向异性(力学性能为各向异性的)，另外树脂基体一般在

湿度环境下易于吸湿．而纤维一般吸湿性较差．复合材料吸湿后发生变形．由于纤维和基体

吸湿性不同，使复合材料的湿度变形也具有各{耳异性。本文考虑了不{司材料静熟膨胀系数．
和湿膨胀系数。并给出了一种线性解的脱层屈曲模态，即考虑材料常数是温度的线性函数的

情况。

本章层壳的材料分别为：AS／3501，玻璃环氧．T300／5208．其材料性能如下表所示。

表4一l材料性能
Table 4—1 properties of the materials

表4—2材料的湿热膨胀系数

Table 4—2 humidity and thermal coefficients of the materials

热膨胀系数(10’6／k) 湿膨胀系数

,cxl 口2 届 ∥2

AS／3501 —0．3 28．1 0 0．44

玻璃环氧8．6 22．1 0 0．6

三≥!Q!§兰塑 !：Q： 丝：§ Q !：垒
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本文计算所得的各曲线图列于本章末，其中图4．I、4，2、4．3、4．4、4．5、4．6、4 7、

4．8、4．9、4．10、4．24对应母层壳为[(O，45，90，—45)5】，时的分层屈曲。圈4．II、4．12、4．13、

4·14对应母层壳为[90，(+15)，】，时的分层屈曲。图4．15、4．16对应母层壳为[90，(±口)3】，时

的分层屈曲·图4．17、4．18、4．19、4．20、4．31、4．32对应母层壳为[(±60，0，90)5]，时的

分层屈曲a图4．2l、4．22、4．23、4．25、4．26对应母层壳为[(o)10】，时的分层屈曲。图4．27、

4．28、4．29、4．30对应母层壳为【(0，妇O，90)5】，时的分层屈曲。

§4．1层壳分层屈曲现象的特点

整个层壳在单向拉伸和压缩咀及温湿载荷作用下都有可能发生分层屈曲现象，分别称之

为拉伸屈曲和压缩屈曲。具体是哪种屈曲和很多因素有关。比如铺层材料、铺层角、铺层厚
度、温湿变化大小等。

在理论上．子层屈曲应变特征方程的根有可能出现正值或负值。见特征方程式：

肌]j=0

式中乃；0岛+乃 (f，，=0,1，2，3，4，5)

由于元素己和乃是与层壳的几何参数口、b、R、口，物理常数一F、吼、Do．及温

湿效应△丁、P有关的常数，显然特征方程为关于岛的高次方程。此方程的解存在正根和负

根的情况。当根为负值时，即得到通常意义下的层壳子层压缩失稳临界应变g。，。当根为正

值时则得到复台材料结构所特有的拉伸屈曲现象。

从后面的计算实例可以看出．特征方程的根均为实数，且可正可负。如果几个根全为正

值或负值，我们就取其中绝对值最小的一个作为子层的拉伸或压缩屈曲临界应变，这时．层

壳在轴向载荷和温湿载荷下只发生拉伸或压缩屈曲．如果根中正负都有．则取正根中的最小

值作为拉伸屈曲应变．而负根中绝对值最小值作为压缩屈曲应变，该种层壳在拉伸或压缩及

温湿载荷作用下子层均可能发生屈曲现象，

．
图4．3表示当对称铺层母层[(0，45，90，--4s),]，，子层为[0，45，90，--45]时-具有不同的

母层壳半径R时的占。--G曲线。口为子层方位角，从图中可见，具有不同中面半径的层壳

都在一定的子层铺层a时发生压缩屈曲。从图中可以看出-在口<35。，占。随着口的增加

而减小，而在350<口<900时-占。随着口的增加而增加。对于给定的子层方位角，在同
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等条件下，s。的绝对值随着母层中面半径矗的增加而有减小的趋势．即越有可能发生压缩

屈曲。

图4．12表示当对称铺层母层【90，(+15)3】，，子层为[90】时，具有不同的温差时的

占。一口曲线。口为子层方位角，从图中可见，三种温差下都在一定的子层铺层a时发生拉

伸或压缩屈曲。从图中可以看出．在大概0<口<15。．拉伸屈曲应变L，的绝对值随着a的

增加而减小，即越有可能发生拉伸屈曲。在38。<口<90。时，t，随着a的增加而减小，

即越有可能发生压缩屈曲。对于给定的子层方位角．在同等条件下，s．，的绝对值随着温差

的增加而有增加的趋势。即越难发生拉伸或压缩屈曲．这时与具体的铺层材料、不同的铺层

形式有关的现象。在15<口<38。的空白区，对于压缩的情形．则此种表面分层屈曲尚未发

生时，母层壳就发生了整体失稳。对于拉伸的情形．则此种表面分层屈曲不会发生。椭圆形

分层与上述类似，见图4．18．

文献【3】认为，拉伸屈曲是由于母层和子层之间的泊松比差异(亦即各向异性差异)

引起的。从圈4．22中可以看出，随着子层单向铺层角口的增大，占。减小，发生拉伸屈曲的

可能性加大，当母层与子层的纤维铺角相差较大，则其泊松比差异也大。显然图4．22的子

层当口=90。时，这种差异最大，而同时拉伸屈曲应变占一最小。因此子层和母层的各向异

性差异是发生子层拉伸屈曲的主要原因。

实际上．层壳分层的拉伸屈曲现象有着明确的力学意义。当母层壳在纵向上承受单向拉

伸载荷及温湿载荷时，由于子屡和母层的泊松比差异．它ⅡJ在面内横向上的变形人小不同，

该方向上母层的拉伸刚度较小因而收缩变形较大，而子层具有较大的拉伸剐度．收缩变形小。

为满足变形协调条件．子层在面内横向上就必然受到母层的压缩作用．随着层壳承载增加，

该压缩作用也增大，当达到一定值时，子层即发生屈曲。因此，所谓拉伸屈曲实质上是由于

子层和母层的泊松比差异，当层壳承受单向拉伸载荷时发生的子层局部的失稳现象。

我们已经讨论了母层与子层各向异性差异对子层屈曲应变的影响。可知，随着母层和子

层泊松比差异增大，子层的压缩屈曲发生的可能性减小，而拉伸屈曲的可能性变大。这种可

能性的增减．对各种铺层形式的层壳而言只是子层屈曲应变值数值的增减．在某些区域拉伸

或压缩屈曲不发生．是由于当层壳承受的轴向载荷及温湿载荷下达到临界屈曲应变之前，层

壳发生了整体失稳或断裂破坏．

§4．2子层铺层形式及参数对屈曲应变的影响

子层的铺层形式和参数对屈曲应变有着重要的影响，以下就针对不同的子层分层形式

不同的子层参数对屈曲应变的影响分别加以分析。

(I)不同子层分层形状对占。的影响

母层壳为【(0，45，90，—45)5】，，子层分层为【0,45，90，—45]·对应于不同的分层形状的

建工学院工程力学系



上海交通大学硕士学位论文
M．S．Dissertation of Shanghai Jiao Tong University

占。一口曲线示于图4．9。从图中可以看出，对于相近尺度的、相同方位角的子层分层屈曲，

矩形的临界屈曲应变绝对值比椭圆的要大。也就是说，在上述条件下的分层屈曲．其分层形

状更易为椭圆而不是矩形。此外在大约O(口<20。的这一区域，无论是矩形分层还是椭圆

形分层，它们的临界应变都随着方位角的增大而增大，而在20。<口<900的区域，两者的

临界应变都随着方位角的增大而减小．同时两者的临界应变值还随方位角的增大而接近，直
至900时归于相同。

(2)分层的铺层形式和层数对占，，的影响

为了分析分层的不同铺层形式与层数对分层屈曲的影响．本文计算了具有不同铺层形式

和单层数目子层的层合圆柱壳体，对层壳【(0，±30，90)5】，具有【0，30】、【O，±30】、【O，+30，90】

分层结构的计算结果绘于图4．27，容易看出相对于四层单层的子层屈血，二层单层和三层单

层的临界应变值的绝对值要小的多。这就说明，相对于四层单层的子层屈曲，二层单层和三

层单层的分层屈曲应变更易发生。

当然这种现象也不是绝对的，从图中可以看出．二层单层和三层单层的应变曲线有相交

现象，说明压缩分层屈曲应变值不再随着分层的层数的增加丽提高．还与分层的铺层形式、

分层的方位角口有关。就于本图为例．在0<口<20。时，对应于二层单层的临界屈曲应变

比对应于三层的要小，而在口>200的区域。对应于二层单层的临界屈曲应变反而比对应于

三层的要大。

对于有些子层分层，不但存在压缩屈曲，而且有拉伸屈曲的现象。如图4．11对应于层

壳[90，(+15)3】，．子层【90】的F。曲线．从图中可以看出在0<口<10。区存在着拉伸屈曲

现象。图4．21也表明了这一点．

(3)分层的尺寸大小对占，，的影响

子层分层的尺寸大小对临界屈曲应变有着很大的影响。母层壳为[(0，45，90,-45)，】，，子

层分层为【0，45，90，—45】，对应于不同的分层尺寸的临界应变曲线如图4．4所示。图中的三

条曲线分别对应于边长为10、12、14的正方形分层。在这里呈现了一种比较复杂的情况．

即三条曲线相互交叉。不具有一般的规律性，但是，从图中还是可以大致看出．在比较大的

方位角区域，大尺寸的分层比小尺寸的分层的临界屈曲应变的绝对值要大，说明小尺寸的分

层屈曲更容易发生。

§4．3母层铺层形式及参数对屈曲应变的影响

母层的铺层形式和参数同样对屈曲应变有着重要的影响，以下就针对不同的母层分层形

式，不同的母层参数对屈曲应变的影响分别加以分析。

(1)母层的铺层形式对占。的影响

母层的铺层形式对分层屈蓝有着重大的影响，本文的所有分层屈曲临界应变曲线图就是
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在各种不同的母层铺层形式下得到的·图4．15和图4．16表示母层为[90，(±日)3】，、子层为

[90】的层合壳体在不同的母层壳铺层角占情况下．分层屈曲临界应变的变化。其中图4．16

没有考虑温湿效应．而图4．15则考虑了温湿效应。从图4．16可以看出在300～45。的范围

内，拉伸屈曲的可能性更太，因为此范围内对应的方位角区域最宽。在口>22。的区域不发

生拉伸分层屈曲，同样对于a<38。的区域不发生压缩屈曲．在500<盘<90。的区域，不

同母层铺层角的临界屈曲应变曲线几乎重叠，表明在这一区域．母层铺设角对屈曲应变的影

响甚微。同时注意到，无论对于何种母层铺设角，拉伸分层屈曲应变绝对值随子层的方位角

的增加而增大．而压缩分层屈曲应变绝对值随子层的方位角的增加而增大而减小。

考虑温湿效应时的情形要复杂一些．出现了与不考虑温湿效应时不同的特点。但临界届

曲应变曲线的总的变化趋势并没有改变。

(2)层壳单层厚度对占，，的影响

影响临界屈曲应变的又一个重要因素是单层的厚度。图4．14所示为母层为

[90，(±口)3]，、子层【90】的层合壳体在不同的单层厚度下的分层屈曲临界应变曲线图。从图

中很容易的看出，对于拉伸屈曲应变．在相同的子层方位角下，对应单层厚度薄的屈曲应变

要比厚的值小一些，也就是说，单层厚度薄的更容易发生拉伸屈曲应变。对于压缩屈曲应变．

在相同的子层方位角下，对应单层厚度薄的屈曲应变绝对值同样要比厚的要小一些，说明单

层厚度薄的同样更容易发生压缩屈曲应变。

(3)母层壳中面半径R对占，，的影响

母层壳中面半径R对临界屈曲应变值的影响很明确，图4．3、4．6为母层壳

【(0，45，90，—45)j】，．子层分层【0，45，90，—45]时对应于矩形和椭圆形分层的占。一口图。图

4．17、4．18为母层壳【(±60，0，90)，】，，子层分层【±60】时对应于矩形和椭圆形分层的占。一a

图。从这些图中可以很容易的看出，随着母层壳中面半径R的增加，临界压缩屈曲应变的

绝对值变小。也就是说随着R的增加．分层压缩屈曲更容易发生，不管子层的形状如何。

§4．4湿热效应对屈曲应变的影响

纤维增强塑料基复合材料的固化温度取决于所使用的塑料，通常分为高温固化和常温固

化。对于在常温下固化并且在常温下使用的复台材料．温度变化的幅度不大．通常可以不考

虑温度变化对应力的影响。但对于在高温下固化的复合材料，当使用的温度不同于固化温度

时，便会产生热变形。另外，塑料机体易于吸湿，而材料水分含量的变化也会引起湿变形。

而湿热变形会导致应力产生，它们对复合材料的强度有较大的影响，所以在分析时必须加以

考虑。

(1)热载荷对s。的影响

通常，材料弹性性质和热膨胀系数井不是一成不变的，它们会随着温差的变化而变化。

为了更好的反映工程中的实际．在本文中考虑了材料弹性性质和热膨胀系数随温差变化的因

素，即材料常数是温度的线形函数：
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El=Elo(1—0．5x10～At)： E2=E20(1-0．2×10一At}；

G12=Go(1—0．2xlO—At)； 口l=crlo(1+0．5x10。At)

口2=口20(1+0．5x10—3出)

其中：巨o、E20、Go、口Io、口20是结构在常温时的弹性常数和热膨胀系数，At是温升值a

图4．21所示为母层为【(0)，。】。、子层【0】的层合壳体当不考虑吸湿时在不同的温差下的

分层屈曲临界应变曲线图，材料为T300／5208。此条件下，层壳同时存在拉伸屈曲和压缩

屈曲。温度效应的影响是显著的．图中的几条曲线分别对应着常温、温差50。、温差100。的

情形。可以看出，当温差变大时．拉伸临界届曲应变的绝对值变大，发生拉伸屈曲更难了。

同样，当温差变大时，压缩临界屈曲应变的绝对值也变大，发生压缩屈益也更难了。对于如

图4．12所示的母层为【90，0：15)3】，、子层为【90】的层合壳体也有类似结论。对于不同的母

层铺层形式和材料．温度效应的表现效果是不一样的．有些受温度影响很大，而有些则几乎

不受温差的变化影响。图4．8所示为母层为【(O，45，90，—45)，】，，子层为【0，45，90，-45】的层

合壳体分层屈曲临界应变随温差的变化曲线图，材料为』S／3501，子层方位角为30。。从

图中可以看出．当温差为350。时的临界屈曲应变值的绝对值仅比常温时的临界应变绝对值

大0．00015，温度效应在此表现的不是很明显。再看一个实例，圈4．26所示为母层为

[(O)，。】。。子层为【O】的层合壳体分层屈曲临界应变随温差的变化曲线图，材料为

T300／5208，子层方位角为30。。从图中可以看出，当温差为350。时的临界屈曲应变值

的绝对值比常温时的临界应变绝对值大0．012，温度效应就非常显著了。为了更好的比较这

两个实例中临界屈曲应变对温度变化的敏感度．现将图4．8、4．26归并到同一张图4．25中，

从图中可以看出，相对于母层为【(0)．。】，，子层为【o]的层合壳体分层屈曲临界应变随温差而

剧烈变化，母层为【(0，45，90，—45)，】，．子层为【O，45，90，—45】的层合壳体分层屈曲临界应变

随温差的变化非常平缓，近乎一条水平的直线。

能够对上述的现象做出合理的解释，由材料性能表知道．复合材料T300／5208的热膨

胀系数口l=0．02。a2=22．5，而复合材料AS／350I的热膨胀系数为C11=-0．3，

t2"，=28．1。其中AS／3501的∞与T300／5208的52'I之比为一0．3／0．02=-15。相差了一

个数量级。

图4．29所示为母屡为【(O，：t：30，90)5 J，，子层为[0，：t30，90】的层舍壳体分层屈曲临界应

变随温差的变化曲线图。材料为AF／3501，子层方位角为30。，子层的分层形状为椭圆形。

图4．32所示为母层为[(±60，0，90)，]，，子层为【+60】的层合壳体分层屈曲临界应变随温差的

变化曲线图，材料为AS，3501．子层方位角为30。．子层的分层形状为椭圆形。这些实例
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再一次验证了上面所傲的分析。

注意到图4．32中．在子层的方位角20。<口<65。区域，几条临界屈曲应变曲线几乎

重叠，说明此种结构在这一区域中受温差的影响是很小的，也说明了温差对材料屈曲的影响

还与具体的层壳结构有关。

(2)湿载荷对￡。的影响

图4．22所示为母层为【(0)IoL、子层[o]的层合壳体在不同的吸湿浓度下的分层屈曲f临

界应变曲线图，材料为T300／5208．此条件下，层壳同时存在拉伸屈曲和压缩屈曲。湿效

应的影响是显著的，图中的几条曲线对应着吸湿浓度分别为O、0．003、0．006的屈曲临界

应变。可以看出，当吸湿浓度变大时，拉伸临界屈曲应变的绝对值变大．发生拉伸屈曲更难

了。同样，当吸湿浓度变太时，压绾临界屈曲应变的绝对值也变大，发生压缩屈曲也更难了。

对于如图4．13所示的母层为【90，(±15)3】。、子层为【90】的层合壳体也有类似结论。图4．1

表明的情形也是如此。

对于不同的母层铺层形式和材料，湿度效应的表现效果是不一样的，有些受湿度影响很

大，而有些则几乎不受吸湿浓度变化的影响。图4．5所示为母层为【(0，45，90，—45)，】。．子

层为[0，45，90，—45】的层合壳体在常温时分层屈益临界应变随吸湿浓度的变化曲线图，材料

为AS／3501，子层方位角为30。。从图中可以看出，当吸湿浓度为0．025时的临界屈曲应

变值的绝对值仅比无吸湿时的临界应变绝对值大0．0003，湿度效应在此表现的不是很明显。

图4．23所示为母层为【(O)m】，，子层为[o】的层合壳体常温时分层屈曲临界应变随吸湿浓度

的变化曲线图。材料为T300／5208，予层方位角为30。．从图中可以看出，当吸湿浓度为

0．021时的临界屈曲应变值的绝对值比无吸湿时的临界应变绝对值大0．0175．湿度效应就

很明显了。为了更好的比较这两个实例中临界屈曲应变对湿度变化的敏感度，现将图4．5、

4．23归并到同一张图4．24中，从图中可以看出，相对于母层为[(o)，。]，，子层为[0】的层合

壳体分层屈曲临界应变随湿度变化而剧烈变化，母层为[(0，45，90，—45)，】，，子层为

『o,45，90，—45】的层合壳体分层屈曲临界应变随吸湿浓度的变化非常平缓，近乎一条水平的

直线。

图4．28所示为母层为【(O，±30，90)5L，子层为[0，±30，90】的层台壳体分层屈曲临界应

变随湿度的变化曲线图．材料为AS／3501．子层方位角为300．子层的分层形状为椭圆形。

图4．31所示为母层为【(±60，0，90)5】，．子层为[±60】的层合壳体分层屈曲临界应变随湿度的

变化曲线图，材料为ASl3501．子层方位角为30。，子层的分层形状为椭圆形．这些实例

再一次验证了上面所做的分析．

注意到图4．31中，在子层的方位角45。<口<75。区域，几条临界屈曲应变曲线几乎

重叠，说明此种结构在这一区域中受湿度变化的影响是很小的，也说明了湿度变化对材料屈

曲的影响还与具体的层壳结构有关．
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(2)温湿载荷对占。的影响

图4．30所示为母层为【(0，±30，90)，]。，子层为【O，±30，90】的层台壳体在不同的温湿条

件下的分层屈曲临界应变曲线图，分别对应于常温无吸湿、温差1000吸湿浓度0．006、温

差200。吸湿浓度0．012三种工况，材料为AS／3501，子层方位角为30。，子层的分层形状

为椭圆形。结合(1)、(2)的讨论可以看出，温度效应和湿度效应的作用效果是一致的。也就

是说，温差增大和吸湿浓度增大对层壳表面分层屈曲的影响一致，温差减小和吸湿浓度减小

对层壳表面分层屈曲的影响一致。就图4．30，图4．2来说，当温差增大吸湿浓度增大时，

层壳的压缩屈曲临界应变绝对值增大。当温差减小吸湿浓度减小时．层壳的压缩屈曲l临界应

变绝对值减小，更容易发生压缩分层屈曲。

§4．5子层面内位移对屈曲应变的影响

由层壳表面的分层届曲的模型可知，为了更好的反映实际的层壳表面分层屈曲情况，在

子层壳的面内位移中加入了线形项。未考虑子层面内位移对屈曲影响与考虑面内位移对屈曲

影响的曲线比较图见4．20、4．10、4．19。图4．20对应于母层壳K土60，0，90)5】，，椭圆形子

层分层【±60】的曲线比较图。从图中可以看出当考虑子层面内位移时，压缩临界屈曲应变绝

对值比未考虑时的值要小．并且子层方位角越小，这种差别也越大。就图4．20对应的材料

结构来说，当子层方位角大致为8。时，这种区别达到最大．两者相差O．005。当然这种差

别也与具体的层壳结构有关。图4．10所示为母层壳[(0，45，90，—45)，】；具有矩形分层

[0，45，90，—45】时的曲线比较图。在这张图中，考虑子层面内位移线形项时的临界屈曲应变

与不考虑时的值相差无几，并且这种差别也几乎不受子层方位角变化的影响。不过．与图

4．20所示的层合结构类似，即考虑子层面内位移时的压缩l临界屈曲应变绝对值比来考虑时

的值要小。

注：本章图例中各参数的单位约定如下

(1)长度单位：m／'R

(2)角度单位：度

(3)温度单位：t

(4)热膨胀系数单位：10。七一1
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图“．1) 母层【(o，45，90，—45)5】，，矩形子层【0,45，90，—45]，单屡厚O．1mm．考

虑子层横向位移和吸湿效应．口=5ram．b=4mm、R=45ram，AT=0

F i g(4．1)cylindrical shell[(0，45，90，-45)5】，，rectangular sub-shell[0，45，90，-45]，

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity effect。口=5mm、6=4ram、R=45ram·AT=0

0 15 30 45 60 75 90

一O．006 r一一—————————————r——————————1- ／ 1

—0

￡ 一0
Cf

—O．

一O

旺
0 15 30 45 60 '75 90

围“．2)母层[(O，45，90，--45)5】，，矩形子屡【0，45，90，—45】，单层厚0．1mm．考

虑子层横向位移和吸湿效应．口=5ram、b=4ram、R=45ram

F i g(4．2)cylindrical shell[(0，45，90，_45)j】，，rectangular sub-shell[0，45，90，_45】，

monolaysr thickness O．1mm。Consider the transverse displacement of sub-sheU and

humidity effect。a=5ram、b=4mm、R=45ram
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图“．3) 母层[(0，45，90，—45)5]，，矩形子层[0，45，90，—45】，单层厚0．1mm．考

虑子层横向位移和温湿效应．口=5ram．b=4ram、△丁=400k、e=0．02．

F i g(4．3)cylindrical shell【(O，45，90，_45)5】；，rectangular sub-shell[0，45，90，-45】，

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity、temperature effect。口=5ram、b=4ram、△，=400k、8=O．02

—0．006

—0．008

￡ 一0．01

—0．012

一O．014

0 15 30 45 60 75 90

0 15 30 45 60 75 90

图“．4)母层[(0，45，90，—45)5】，，矩形子层【o，45，90，—45】．单层厚0．1mm．考

虑子层横向位移和温湿效应．口=6、R=45ram、△丁=200k、e=0．们．

Fig(4．4)cylindrical shell[(0，45，90，_45)5】，·mc诅nguLar sub-shell[0，45，90，—45】．

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity、temperature effect。口=6、R=45ram、△r=200k、P=0．01。
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图(4．5) 母层【(0，45，90，—45)，】，，矩形子层[0，45，90，—45】，单层厚0．1mm．考

虑子屡横向位移和吸湿效应．口=5ram、6=4mm、R=45ram，△r=0

F i g(4．5)cylindrical shell[(0，45，90，_45)5】。．rectangular sub-shell【O，45，90，_45]，

monolayer thickness 0．1mm。Consider the咖sversc displacement of sub-shell and
humidity effect。口=5ram、b=4ram、R=45ram．AT=0

—0．006

—0．00e

E ‘0．01
cr

一0．012

．0．01 4

0 15 30 45 60 75 90

0 15 30 45 60 75 90

囤“．6) 母层[(O'45，90，—45)5】，，椭圈子层【0，45，90，—45】，单层厚0．1mm．考

虑子层横向位移和温湿效应．口=16ram、6=8ram、△r=200k，e=0．012

Fig(4．6)cylindrical shell[(0，45，90，-45)，】。t elliptical sub-shell[0，45，90，_45】，

monolayar thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub．shell and

humidity、temperature effect．a=|6ram、6=8ram、△r=200k、e=O．012。
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a

图(4．7) 母层【(O，45，90，—45)，】，，椭圆子层【0,45，90，—45】，单层厚O．1mm．考

虑子层横向位移和吸湿效应．口=16ram、6=8ram、丑=45ram，△r=0

Fig“．7)cylindrical shell[(O，45，90，-45)5】，·elliptical sub-shell(o，45，90,--45]，

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transVel'Se displacement of sub-shell and

humidity effect。口=16ram、6=8ram、R=45ram．AT=0

0 50 10 0 150 200 2 5 O 30 0 350

△T

圈(4．8) 母层【(O’45，90,-45)5】，，椭圈子层【O，45，90，—45】，单层厚O．1mm．考

虑子层横向位移和温度效应．口=16ram、b=8ram、R=45ram

Fig(4．8)cylindrical shell[(0，45，90，_45)5】，，elliptical sub-shell[0，45，90，-45]，

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and

temperature effect。打=16ram、占=8ram、R=45ram
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图“．9) 母层[(0，45,90，—45)，】，，-t-,垦[o，45，90，—45】，单层厚0．1mm．考

虑子层横向位穆和温湿效应．R=45mm，△丁=100_i}、e=0．009

Fig(4．g) cylindrical shell[(0，45，90，-45)5】。，sub-shell【O，45，90，_45】，

monolayer thickness 0．1ram。Consider the dlspiacement ofsub-shell and humidity，

temperature effect。R=45ram一△丁=100k、e=0．009

一O．007

。0·

。0一

一0

￡

cr一0．

一0．

一0．

一0．

O 15 30 45 60 75 90

O 工5 30 4S 60 75 90

图(4．1 0) 母层【(O，45，90，—45)5】。，矩形子层【O，45，90，—45】，单层厚0．1mm．考

虑子层横向位移和温湿效应．口=5ram、6=4ram、R=45mm，△r=100k、

e=0．009

Fi g(4．10)cylindrical sholl[(O，45，90，-45)s】，t rectangular sub-shell[O，45，90，-45】，

monolayer thickness 0．1mm．Consider the transverse displacement and humidity、

temperature effect。a=5ram、6=4ram、R=45ram、△r=lOOk、e=0．009

建工学院工程力学系



上海交通大学硕士学位论文
M．S．Dissertation of Shanghai Jiao Tong University

o．04

o．03

o．02

￡ o．ol
酉

。

一o．ol

。o．02

一o．03

o 15 30 45 60 75 90

／

；厂i。
0 15 30 45 60 75 90

圈(4．11)母层【90，(+15)3】；，矩形子层[90】，单层厚0．1mm．考虑子层横向

位移和温湿效应．口=6ram、b=5ram，R=80ram、AT=50k、e=0．009

Fig(4．11)cylindrical shell[90，(±15)3]，·rectangular sub-shell[90】，monolayer

thickneSS 0．1mm。Consider the tTansveTse displacement of sub-shell and humidity、

temperature effect。gi'=6ram、6=5ram、R=80ram、△T=50k、e=0．009

0_04

o．03

O_02

￡
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围“．12) 母层【90，(±15)3】，，矩形子层【90】，单层厚0．1mm．考虑子层横向

位移和温度效应．口=6ram、b=5ram、R=50ram、e=0

Fig(4．12)cylindrical shell【90·(±15)3】，t rectangular sub-shell[90]，monolayer

thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and temperature

effect。d=6ram、6=5ram、R=50mm、e=0

建工学院工程力学系 3l



上海交通大学硕士学位论文

!；!；!!：!!些：!竺竺!!竺塑!!i：!!!!些些：竺!尘 ：：

0．04

D．03

O．02

￡0．01
口

O

一0．01

—0．02

—0．03

0 15 30 45 60 75 90

}，．／——e：0}‘一‘ =：：0009
}一一，一’7 一⋯e=o．01 4
l

}一

} 一} ／，夕

} ∥ 槲潮脯
0 15 30 45 60 75 90

图“．13)母屡【90-(+15)3】，，矩形子层【90】，单层厚0．1mm．考虑子层横向

位移和湿度效应．口=6ram、b=5mm、R=50mm、△丁=0

F i g(4．1 3)cylindrical shell[90，(+l 5)j]，·㈣gular sub-shell[90】，monolayer
thickness 0．1m掰。Consider the transverse displacement of SUb-shell and humidity

effect。口=6ram、b=5ram、R=50mm、△r=0
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￡0．01
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图(4．1 4) 母层【90，(±15)3]，，矩彤子层【90]，单层厚r．考虑子层横向位移和

温湿效应．口=6ram、b=5ram、R=50ram、△T=50k、F=0．009

F i g(4．14)cylindrical shell[00，(+1 5)3】，，rectangular sub-shell[90】-monolayer

thickness ，． Consider the t瑚sverse displacement of sub-shell and humidity、
temperature effect。口=6ram、b=5mm、R=50ram、△T=50k、e=0．009

建工学院工程力学系
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图(4．15) 母层【90，(±口)3]。，矩形子层【90]，单层厚0．Imm．考虑子层横向

位移和温湿效应．口=6ram、b=5ram、R=50ram、AT=50k、e=0．009

F i g(4．1 5)cylindrical shell[90，(±目)3 1，，rectangular sub-shell[90】，monolayer

thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and humidity、

temperature effect。a=6ram、b=5ram、丑=50ram、AT=50k、e=O．009

0．04

0 15 30 45 60 75 90

0．03：
：
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O·01

￡口0

—0·01

—0．02

—0．03
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e=30。

e==45。
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图(4．f 6) -e层-[90，(±曰)1】，．矩形子层[90】，单层厚0．1mm．不考虐子屡横

向位移和温湿效应．口=6ram、b=5ram、It=50ram、△丁=0、e=0

F i g(4．1 6)cylindrical shell【90，(±占)3】，．rectangular sub-shell【90]，monolayer

thickness 0．1mm．Don’t consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity、temperature effect．a=6ram、b=5ram、R=50ram、△，=0、e=0
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图(4．17)母层【(±60，0，90)j】，，矩形于层【±60]，单层厚0．Imm．考虑子层横

向位移和温湿效应．口=5ram、b=4ram，△，=50k、P=0．009

Fig(4．17) cylindrical shell【(+-60,0，90)s】。，rectangular sub-shell[±60】

monolayer thickness 0．1mm-Consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity、temperature effect。a=5ram、b=4ram、AT=50k、P=O．009

一o．

一o

￡
cr．o．

·0

一O．

一O

一0．

O 1S 30 45 60 75 90

O 15 30 45 60 75 90

图(4．18)母层【(±60，0，90)51，，椭11-t-屡[士60】，单屡厚0．1mm．考虑子层横

向位移和温湿效应．rJ=16ram、b=gram、AT=50k，e=0．009

Fig(4．18)cylindrical shell[(+_60，0,90)，】，，clliptical sub-shell[+60】，monolayer

thickness O，lmm．Consider the tr孤sVe体e displacement of sub-shell and humidity、

temperature effect。口=16ram、b=8ram、AT=50k、e=O．009

连工学院工程力学系
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圈“．19) 母层【(±60，0，90)j】，，矩形子层【±60】，单屡厚0．1mm．不考虑温湿

效应．a=5ram、b=4ram、AT=0、e=0、R=45ram

Fi‘(4．19) cylindrical shell【(±60，0，90)5】，，rectangular sub-shell【+-601，

monolayer thickness 0．1mm。Don’t consider the humidity、temperature effect。

d=5ram、b=4ram、△T=0、e=0、R=45ram

o 15 30 45 60 75 90

o 15 30 45 60 75 90

围“．20)母层【(±60，0，90)s】，，椭圆子层[+60】，单层厚0．1mm．考虑温湿效

应．a=16ram，b=8ram、△丁=50k．e=0．009

F i g(4．20)cylindrical shell[(+60，0，90)5】，，elliptical sub-shell[+60]，monolayer

thickness 0．1mm。Considerthe humidity、temperature effect。口=16ram、b=8mm、

△T=50k、e=0．009

建工学院工程力学系
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图(4．21)母层[(o)】o】，，矩形q-a[o】，单层厚O．1mm．考虑子层横向位移和

温度效应．口=4ram、b=7．5ram、R=45ram、e=0

Fig“．21) cylindrical shell[(o)Io】，，rectangular sub-shell【0】．monolayer

thickness 0．1mm·Consider the transverse displacemem of sub-shell and temperature

effect。口=4ram、6=7．5ram、R=45ram、e=0

O．03

0．02

￡
0·。1

甘

0

一O．01

—0．02

o 15 30 45 60 75 90
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围“．22) 母层【(O)10】，，矩形子层【0]，单层厚0．1mm．考虑子层横向位移和

湿度效应．Ⅱ=4ram，b=7．5ram、R=45mm、△T=0

Fig(4．22) cylindrical shell【(O)10]，，rectangular sub-shell【o]．monolayer

thickness O．1mm a Consider the trarlsverse displacement of sub-shell and humidity

effect。口=4ram、b=7．5ram、R=45ram、△丁=0

建工学院工程力学系
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-O．0175
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￡
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0 0．003 0．006 0．009 0．012 0．015 0．018 0．021

e

围(4．23)母层[(0)。o]，，椭圆子层[0】．单层厚0．1mm．考虑子层横向位移和

湿度效应．口=16ram、b=8ram、月=45ram、AT=0

F i g(4．23)cylindrical shelI【(0)Io]，，elliptical sub-shell【0】·monolayer thickness

0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and humidity effect-

口=16ram、b=8ram、R=45ram、AT=0

e

围(4．24)母层【(O，45，90，—45)s】，，椭圆子层【0,45，90，-45]-b母屡[(0)lo】，，椭

圆-I-&[o】的比较图．R=45ram，AT=0

Fig“．24)comparison diagram oftwo kinds ofdelamination·monolayerthickness

0．1mm．Consider the tTansveTse displacement and humidity effect． R=45ram．

△T=0

建工学院工程力学系 37
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△T

图(4．25) 母层【(0，45，90，—45)j】；，椭圆-f-&【0，45，90，—45】与母层“o)10】，，椭

圆子层【0]的比较图．R=45ram，e=0

Fi g“．25)comparison diagram oftwo kinds ofdelaminadon，monolayer thickness

0．1mm．Considerthe transverse displacement and temperature effect．R=45ram，

e=0

0 50 3-00 3．50 20 0 250 300 350

0 50 100 150 200 250 300 350

△丁

图(4．26)母层【(O)】。】。，椭圆子屡【0】，单层厚0．1mm．考虑子层横向位移和

温度效应．口=16ram、6=8ram、R=45ram、P=0

Fig“．26)cylindrical shell[(O)10】，一elliptical sub-she¨【0】，monolayer thickness

0．Imm。Consider the u'allsverse displacement of sub-shell and temperature effect-

口=16mm、b=8ram、R=45ram、e=0

建工学院工程力学系
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围(4．27) 母层【(O，±30’90)5】，，椭圃子层，单层厚O．1mm．考虑于层横向位移

和温湿效应．口=】6ram、b=8ram．矗=45ram、△T=100k、P=0．009

Fig(4．27)cylindrical shell[(O，±30，90)5]，·rectangular sub-shell，monolayer

thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and humidity、

temperature effect。口=16ram、b=8ram、R=45ram．△r=lOOk、P=O．009

0 15 30 45 60 75 90

图(4．28)母层【(0，±30，90)5】，．椭圆子层[0，鸪O'90】，单屡厚0．1ram．考

虑子层横向位移和吸湿效应．口=16ram、b=8ram、R=45ram，AT=0

F i g(4．28) cylindrical shell【(O，BO，90)5】，，elliptical sub-shell【0，土30，90】，

monolayer thickness 0．1ram a Consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity effect．口=16ram、b=8ram、R=45ram—AT=0

建工学院工程力学系 39
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图(4．29) 母层【(0，+30，90)5】，，椭圃子层[0，±30，90]，单层厚0．1mm．考虑子层

横向位移和温度效应．口=16ram、b=8ram、R=45ram，e=0

F i g(4．29) cylindrical shell[(o，±30，90)5】，·elliptical sub·shell【0，：P．30，90】，

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-she[1 and

temperature effect。口=16ram、b=8ram、R=45ram，e=0

—0．016

一O．01B

一0．02

一O．022

％．0．024

一O．026

一O．028

O 15 30 45 60 75 90

0 15 30 45 60 75 90

圈“．30)母层[(0，±30'90)5】，，椭圆子屡【0，±30，90】，单屡厚0．1mm．考虑子层

横向位移和温湿效应．a=16ram，b=8ram、R=45mm

F i g(4．30) cylindrical shell【(0，+-30，90)5】．．elliptical sub-shell[0，+30，90】-

monolayer thickness 0．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and

humidity、temperature effect。口=1 6ram、b=8ram、R=45ram

建工学盹工程力学系 40



上海交通大学硕士学位论文
M．S．Dissertation of Shanghai Jiao Tong University

围“．31)母层【(±60，0，90)5】，，矩形子层[+60]，单层厚0．1mm．考虑子层横向

位移和温湿效应．口=5ram、b=4ram，R=45ram、△7’=50k

Fig(4．31)cylindrical shell[(±60，0，90)5】，，rectangular sub-shell【-+60]，monolayer

thickness 0．1mm。Consider the tTansverse displacement of sub-shell and humidity、

temperature effect。口=5ram、b=4mm、R=45ram、△，=50k
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o 15 30 45 60 "／5 90

围“．32)母层【(±60，0，90)5】，，矩形子层[±60】，单层厚0．1mm．考虑子层横向

位移和温湿效应．口=5mm、b=4ram、R=45ram、P=0．009

F i g(4．32)cylindrical shell[(±60，0，90)5】，，rectangular sub-shell[=坼0】，monolayer

thickness O．1mm。Consider the transverse displacement of sub-shell and humidity、

temperature effect。口=5ram、b=4ram、R=45ram，e=0．009
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第五章 计算流程

实例计算是本文的一太重点，本文涉及的实例计算有计算量大、参数多、关系复杂等特

点。所以，在着手计算之前必须有个通盘的考虑。本文采用的计算工具为Mathematica 4．0

版．这是一套能进行复杂的数学公式推导、数值计算、矩阵运算以及绘图等操作的强有力的

数学工具。

§5．1模块划分及功能

总的计算程序可以分为四个大的模块．分别是：输入模块、计算模块、方程求解模块、

绘图模块。

(1)输入模块比较简单，只要在输入文件中按照指定的顺序输入材料常数、热膨胀系数、

湿膨胀系数、各单层铺设角度、各单层坐标等数据。随后输入模块将被计算模块读入并进行

数值计算。

(2)计算模块负责计算下列各项：子层壳拉伸刚度阵【A】、子层壳耦合剐度阵[占】、子

层壳弯曲刚度阵【五】、母层壳拉伸刚度阵叫](其中A．．可不求)、子层壳热内力向量【甭7]、

子层壳热力矩向量[面7】、母层壳热内力向量【Ⅳ7】(其中Ⅳ：可不求)、肌、n、c、d、

子层壳块的总弹性应变能【，m等(见第三章)。

(3)方程求解模块负责计算下列各项：子层壳的总势能、屈曲特征方程、方程的根。求

解方程所得的根即为子层屈曲的临界应变值占。。在其根中负根的绝对值最小的根即为子层

壳的压缩屈曲的I临界应变，而正根的最小值为子层壳拉伸屈曲临界应变值。

(4)绘图模块负责各种图形的绘制工作。包括s。，一口图、占。-t图、占。一e图a

计算涉及的程序文件有：《input》、《刚度阵计算》、《mmtrx》、《流程计算》、《画图程

序》。其中，《input》对应于输入模块，‘刚度阵计算》和《mmtrx》对应计算模块，《流

程计算》对应方程求解模块．‘画图程序》对应绘图模块。这里说明一下‘mmtrx》，实际

上．它对应第四章式(4—1)中的方阵【棚．求方阵的行列式即可得特征方程式，之所以将它

单独列出是因为本文一共涉及了四个《mmlrx》，分别对应：矩形子层考虑横向位移、矩形

子层不考虑横向位移、椭圆子层考虑横向位移、椭圆子层不考虑横向位移。各程序文什的清

单列于附录中。

§5．2计算流程图

以下是本文的计算流程图。流程图决策框中的输出标志是指用于标明输入文件中是否为

母层壳数据的标记。通常用l表示输入文件为母层壳数据，用O表示输入文件为子层壳数据．

建工学院工程力学系
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图(5．1)计算流程图
F i g(5．1) flow chart of the calculation
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Q912一(口u+Q12一●tQ66)·“sin[·it^¨“2)·((Cos【sita])‘2)+
Q12★((sin[0it丑])‘●+(Cos【sita])“4)j

口922=Qn·(Sin【lit．a])“4+2·(Q12+2·Q66)·((Sin【·itI】)‘2)·((co·【0ih】)“2)+
Q22'(Col【mira】)‘4；

Q916-(Q11·口12·2·Q66)★Sin【-it-】t((co·【·itI】)‘3)+

fQl2一Q22+2★Q66)·((Sin【-it-】)‘3)·Cos【·it-l；

0926=《Qn-Q12-2·Q66)t((Sin【·itI】)“3)·Cos【·itI】+
《口12一。22+2·口65)tsinf·it·】t“co·【·it叫)‘3)；

。966-fQll+∞2—2·Q12—2·Q66)★((Sin【-itI"‘2)·((C．ol【iit^])‘2)+
Q66·((Sin【·it^】)‘4+(Com roit^】)‘‘)】；

alfafalfal一，·1f止一，-itI-J：t
M口dul·【n．

^lfa．x=alfaltCol【·it·】★co·【sital+aJ．fa2·窖in【·itI】·sin【-it-】

alfay 2 alfal·Sin【·it·l·Sin【git．a】+-1f-2·Cos【sita】-e．ol【mit．a】

^1f-’叮t(alfal一·&fa2)★2 t Sin【mit．a]·Cos【-itI】】；

b．tI【betal，ht^2一，sita】：=
ModuleI()，
b．t酞=b．tIh Cos【siva】·COB【sita】+l-ta2★sin[,its]·Sin【sit．a]j
bot^y 2b·tal★sin【lira】·Sin【siva】+b·t^2★C．oa[0it-1·C．os【siva]，

b·t-’呵。(b·t^1一b·t^2)·2·sin[·it-】★Cos[·itI]】；

A11=0j^12=0j A16t 0；A22=0j A26 z Oj A66=O；

Bll=0j B12=0；B16=0；B22=0j B26=O；B66 z Oj

Dll=0j D12-O，D16=0j D22=0；D26-0；D66‘0；

NxT=0i№．T一0j NxyTl O，

MxT=0j岣一一0j№叮T=0，

N蝮=0jl叶Ht 0，NxyB‘0，
煳=0；啦H；0jM呵H=0j ·

蛆irI l Modul·【{i，nn，
●r·

●10，Q20，9120，

e1．e2，v12-v21，912．

-J．fal0，-1fa20．

“fal，alfL2，
b．乞^1，b．t12，

_itI一

￡七，zk91}，

file血ta=R·“iLi·t【“input”】，
-r；fil龇a【[1】】；
nn=fil．dIta[【2】1，

Q10=fi工·d-t^【【3¨；

120=fil·cht-【【‘】】j

v12·fil·“t-【【5】】；
吨1。￡i1·dItI【【6】】；



g】．20=f：i．1Qda’；a【[7】l j

alfa'10=f'；ledata[[el J j

alfa20 z filedata【【9】】；

lⅪtal；filadata【IX01】；

b·ta2=filQdat．a【[11】】j

·1=·10·‘1-0．5·d·taTtl0‘一3)j

Q2=Q20·(土-O．2·clear．aT★10‘-3)j

912=9120·(1·O．2·O№t：,tlT"itl0‘-3)?
Ilfal z alt!a10★(1+O．S_“tIT·10“一3)j
alfa2 E alflu20★(1+0．S★dataT·J．0“一3)7

For【i=1I i{nn r i++，

titI=fJ．1eclal：a【[12+(i一1 J·3¨，

zk=file“ta[[13+(i一1)·3J】，
zk91=fillchta【【14+(i-1)★3】】，

∞eo吼t【01．．2，v12，v21，912，-itI】j
A11=A1¨Qgu·(=k-吐91)；
A12=A．12+Q912·(zk-zk91)；

A16·A16+Q916★(吐·zk口t1)；
^22=^22+Q922·(zt—zk91)j

^26=A26+Q926★(zk—zk91)；

A66 z A66+时66t(zk—zk91)；
Bll z Bll+(11 2)·。911·(吐·zk一￡b91·zk91)；
B12{B12+C1／2)★Q912★(‘k·zk—zk91·zk91)；

B16=B16+(1／2)·口916·(zk★zk-zkglt zk91)；

B22=B22+(1／2)·口口22★(tkt zk—zk91．t zk91)j

B26=B26+(1／2)tQ926★(zk·zk-zk91-·zk91)；

B66=B66+(1／2)·钾66·(zk·zk-zk目0．·zl‘91)；
Dll=Dll+(1／3)·口911t(zkt zk·zk-zk91★；k91·zk91)；

D12=D12+《1／3)★Q912·(zk·zk·zk—zHl·Ek91·zk91)；
D16=D16+{1／3)★口916·(zk·zk·zk—zkqtJ．·zk91★zk91)j

D22=1322+(1／3)·Q922·(zk·zk·zk-zkg】．★zkgl·zk91)；

D26 cD26+(1／3)_∞26t(zk·zt·zk—zkglt z幻1·zkgl Jj
D66=D66+(1／3)★。966·《zk★zk'zk—zkg】-'zkgl★zk91)j

llf-【a1．fal，&J．fa2．mit．,al j

l疆t-rb．t-1，l疆ta2，·itIJ；

NxT=ltxT+(QglJ．★a_】．fax+Q912★alfay+Q916·-1f-】呵)★“t-T·(zk-zk91)；
NyT=NyT+(幻12·alfu+Q口22·alfay+Q926··1f-，叮)·“t·T·(tk-zin91)；
N捌叮z肺q，T+(0916·-1f·x+0925·allay+。口66·-1f-研)·detaT·(zk一￡k91)j
MtT‘MxT+

(1／2)·(Q911t·1f-x+口912★-1f矗y+0916·alf“y)★“t-Tt《zk★zk一￡k91·；k91)
啦叮一I妈rT+(1／2)★(Q912★-1f“+口922taJ．f-y+∞26t-1f-xy)·
“tlT·(zk_zk—z，【91★zk91)；

№【yT z地q叮+(1／2)·(Q916t-1f-x+Q口26·allay+Q966--1f-q)·
dltaT·Izk·zk—tk91tzkgX)j

蹦=NtH+(Q911tlDetu+Q912·b·t|IY+Qgl右·b·t|懂y)···(1k—Ek91)；
NyH=NyH+(Q912★b·t“+0922·b·t·Y+口926·b-t-xy)★··(tk—zk91)，
托q丑=N聊l+(。916·b．t-x+口926·b·t-y+Q966★b·t“y)···Izk-Ek口1)j
MxH；

MxH+f1／2)t fQ911·l_tax+Q912tb·t-y+臼16★ht-qy···(zk★zk·zkgl★zk91)
咐H：均球+{1，2)·(钾12·b·t-x+Q922tb·t_y+。926·b·t-xy)·
··(tk·zk—zk91·zkgJ．)；

此q．H=地码埠+(1／2)·(口916★b·t·x+臼26★b·t—y+Q966tb．t-xy)·
·★(zk·￡k—zkgl·zk91)】；



A1l tAlltl0‘6j

A12。A12·10“6；

A16=A16t10‘6j

A22=A22t10‘6；

A26=A26t10“6j

A66=A66★10“6；

B11=B11●10‘3；

1312=B12·10‘3：

B16=B16t10“3；

B22=B22·10‘3：

B26=B26·10‘3j

B66=B66t10“3；

MxT=MxT●10“一3j

啦T=№喝·10‘一3j
l由‘yT=l血码一·10‘一3；
N姐·N妇●10“6；
NyH=lly丑·10‘6j

№叮H=N州·10‘6j
MxH E M蚶·10“3j
嘶H=崎旧★10‘3 7
№删=地‘yH·10“3j

工ffsr》0．

Printf”thi0 3．m-嶂． ·ho．J-d b·count·d t!irstj”】；

m=(A26·A16一A66·A12)，(A22·A66-A26·础6)；
n=(A26tAl2一A22★A16)／(A22·A66一^26·A26)j

c=(A66·(NyT+NyH)-^26·(№吖T+N珂H))／(A22·A66一A26·A26)j
d：(A22·(19xy'g+N删)-A卫6t(NyT+NyH))／(^22★A66一A26tA26)，，
Print【l_tlaj．·io zc． Ihoule b．∞∞t“lair’”¨】

‘2)

vT-w=Det【衄trx】j
kklAkt臂叶_w／．(-O．．0．-1畸0，-2_．0，-3_O．a4_．0．-5．．Ol；
ttttt—kkkk|c／．(-·10·J．0“一3，b_8★10‘·3．r呻45·10‘一3．detaT．．20一·_．O-009}，

111王1-ttttt：／．(O．_．0)，

瑚出bb·Exp-nd[11111】；

xB0=bbbbb／．(c呻0)；

bbbbb z bbb蚰一x10j
bbbbb=bbbbb／．{0．_．0)j

bl出bb=EII}-nd【M’b岫，c】，
xll-bbbbb／．{￡．．O)；

bbbbbt bbbbb—x●1j

bbbbb—bbbbb，．‘O．呻O)j

瑚出bb·E譬p-nd【蜘蛐／c]?
xu2=bbbbb／．(c-．0)j

bbbbb=bbbbb—xs2；

bbbbb=bbbbb，．{O．_．0}j

瑚出bb=E'田-nd【瑚蛐／c】，
x·3-bbbbb，．{￡呻O}；

bbbbb=bbbbb—xB3；

bbbbb=bbbbb／．{O．呻0}；

b柚出b=Exp-nd【瑚蛐／c】；



xs4=bbbbb：

e·oee=Solve【fcx4★c“4+fcx3·c‘3+fox2★E“2+fcxl★c+fcx0嚣0，E】

rtl=e／．·¨¨l[1]lj
rt2=e／．·¨¨f【2]】j
rt3=e／．·∞··I[3]】；
rt4=e／．-¨··¨4]l，
rtl=rtl／．{fcx0_．xs0，fcxl_．xsl J fcx2．．xs2，fcx3一xs3，fcx4呻xs4)

rt2=rt2／．{fox0．．xs0，fcxl_．x81，fcx2．．xs2，fcx3．÷xs3，fox4_xs4)

rt3=rt3／．{fox0呻XS0 r fcxl--b xsl，fox2呻xs2，fcx3_xs3 r fcx4呻x84)

rt4‘rt4／．(fcxO_．xs0．fcxl_．xsl，fox2畸xs2，fox3_xs3 r fcx4_xs4)

Print[“rtl-4 m roots of the oquation”】
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