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摘要

随机动力学系统以各种各样的形式出现在自然科学的许多领域。近年来，对随

机动力学系统的研究成为理论界和实验界的焦点。本论文用解析的方法研究了由关

联噪声驱动的随机动力学系统中随机共振现象、平均第一通过时间的对称性破缺及

其在激光系统中的应用。论文包括三个方面的工作。

第一，研究了由关联噪声驱动的双稳系统和激光系统中的随机共振现象，讨论

了各种参数对随机共振形式的影响。f根据建立模型的不同，我们对三种随机系统中

出现的随机共振现象分别进行了研究。(1)首次研究了锯齿型双稳势阱模型中随机

共振现象。运用绝热近似理论，导出了输出信号功率谱和信噪比的解析表达式。研

究发现，信噪比随着加性噪声强度变化时，不仅会出现共振，还会出现抑制、单调

减少和单调增加四种情况；信噪EE随着势垒高度的变化曲线会出现抑制、双极值和

单调下降三种情况。(2)首次研究了无限深双稳势阱中的随机共振现象。运用绝热

近似理论，得到了信噪比的解析表达式。在信噪比随着噪声关联强度的曲线中观察

到了多重随机共振现象，并且还发现信噪比随着加性噪声强度和乘性噪声的变化，

既出现了共振也出现了抑制。(3)研究了出现在具有周期调制噪声的单模激光系统

中的随机共振现象。首次将信号和噪声以相乘的形式引入单模激光系统中，考虑关

联的泵噪声和量子噪声的情况，运用线性化近似方法，导出了激光处于稳态时的光

强关联函数、功率谱和信噪比。第一次在激光系统中发现信噪比随着关联时间的变

化既出现单峰的随机共振又出现多重随机共振。而且，当适当改变参数时，还会出

现多重随机共振和单峰形式的随机共振之间的转变。寸t

第二，首次研究了噪声间关联对对称双稳系统的平均第一通过时间的影响。，运

用解析方法导出了由关联噪声驱动的对称双稳系统中的相反方向平均首通时间的关

系，证明它们不再具有空间对称性(空间对称破缺)。研究发现，(1)由于噪声间关

联的存在，导致对称双稳势的平均第一通过时间左右不对称，即T+≠T～。而且，它

们随着噪声强度的变化规律也完全不同。(2)由于关联效应使平均首通时间随噪声

强度的变化，出现共振、抑制，乃至于出现“相变”。作为例子，分别导出了四次方

模型和锯齿模型的平均第一通过时间。由平均第一通过时间的解析式，进一步证明

了在同样参数区，0一寸工+；五)≠，(J+一x．；丑)，不仅如此，还发现T+(即
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T(x一_x+；五))和T。(即r(x+斗石一；五))随着乘性噪声强度Q和：31：1性噪声强度D的

变化呈现出不同的规律。在四次方模型中，当T+～a曲线出现一个极大值时，T一为

单调减小；当，+～D曲线出现单调增加一三极值一单极值的相变，而r一只是单调减

小；减小参数Q，当，+～D曲线表现为单调减小一两极值一单调增加，即另～形式

的相变，而丁一～D曲线仅单调增加。对双稳锯齿模型也有类似表现。

第三，研究了在相关色噪声作用下，单模激光的定态性质。t运用由我们研究组

提出的近似方法，导出了具有白关联的不同自相关时间的加性色噪声和乘性色噪声

驱动的单模激光三次方模型的场幅定态几率分布及其均值、协方差，分析了在闭值

上时，激光光强均值和协方差受噪声间的关联强度A和噪声的“颜色”的影响。

关键词：随机共振；平均第一通过时间：双稳系统；单模激光；关联噪声；
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ABSTRACT

There are various stochastic dynamics systems in many scientific fields．Recently,it

has become a hot focus to investigate the stochastic dynamics systems by means oftheory
and experiment．In this papeL using the analytic methods，the phenomenon of stochastic

resonance and symmetry-breaking in the mean first passage time，which OCCOI in the

stochastic dynamics systems driven by correlated noises，and its applications in the laser

systems，are studied in detml．Three aspects are included in this paper．

First，the phenomenon of stochastic resonance occurring in a bistable system and

laser system，which are driven by correlated noise，are studied．Further,the effects Oil the

form of stochastic resonance by parameters are discussed．By setuping various models，we

investigate the phenomenon of stochastic resonance in three stochastic systems．(1)By

using a bistable sawtooth potential model，the phenomenon of stochastic resonance is

firstly studied．Using the adiabatic elimination theory,we derive the analytic expression of

output signal power spectrum and signal—to—noise ratio，and detect that：There are not only

resonance but also suppression and monotony in the dependence of signal--to--noise ratio

upon the additive noise intensity；There are three case，suppression，two—extreme，and

decreasing monotonously,in the dependence of signal--to--noise ratio upon the barrier

height．(2)By using a bistable box potential model，the phenomenon of stochastic

resonance is studied firstly．Using the adiabatic elimination theory,we derive the analytic

expression of signal—to—noise ratio．The phenomenon of stochastic resonance is observed

in the dependence of signal·-to··noise ratio upon the correlation intensity,and both

resonance and suppression appear in the dependence of signal··to··noise ratio upon the

additive noise intensity and the multiplicative noise intensity．(3)The phenomenon of

stochastic resonance in the single·mode laser system driven by periodically modulated

noise is studied．Multiplicatively introducing the noise and signal into a single-mode laser

system firmly,taking the correlated pump and quantum noise into account，using the linear

approximation method，we derive the analytic expression of laser intensity correlation

function，power spectrum，and signal—to—noise ratio，and find firstly that，the two forms of
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stochastic resonance(the single—peak form stochastic resonance and stochastic

multiresonance)in the curve of the dependence of signal—to—noise ratio upon the noise

correlation time，Furthermore，when the correlation intensity between noises and the
intensities ofboth noises are changed，the two forms ofstochastic resonance alternates．

Second，effect on the mean first passage time in symmetrical bistable systems by

cross’correlation between noises is studied firstly．By studying symmetrical bisable

systems driven by correlated noises，we derive the relation between the mean fast passage

time in two opposite directions，and prove that，the mean first passage time in two

opposite directions is not symmetrical any more when noises ate correlated．Two

conclusion are drawn：(1)The existence ofcross—correlation leads to symmetry-breaking in

the mean first passage time．Furthermore，the dependence ofthem upon noise intensity are

entirely different．(2)It iS the effect of cross—correlation who induces the resonance and

suppression，even the occurrence of the phase transition．When兄=0(without

CROSS—correlation)，the dependence of the mean first passage times in two opposite

directions upon noise intensity is always monotonous．As examples，the mean first

passage time in the quartic bistable model and the sawtooth bistable model are calculated，

respectively．From the analytic results ofthe mean first passage time，we testify further the

relation T(from工一to x+，A)≠T(from x+to x一，旯)in the sam．e areR of the

parameter plan．Moreover,it is found that the dependences of T+(i．e．，T(from x—to

x+，A))and T一(i．e．，T(from x+to z一，A))upon the multiplicative noise intensity a

and the additive noise intensity D exhibit entirely different pmperties．In the quartic

bistable system，when the T+VS．Q cllrve exhibits a maximum，while the T—VS．O

curve is monotonous；when the T+VS．D curve experiences the phase transition from

increasing monotonously to possessing three extrema to possessing single extreme，while

the T—VS．D curve just increases monotonously．Decreasing Q，when the T+VS．D

CUI'VC experiences another phase transition，from decreasing monotonously to possessing

two extrema to increasing monotonously,while the T—VS．D curve only increases

monotonously Similar behaviours alSO exist in the sawtooth bistable model．

IV
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Final，the stationary property of a single-mode laser system driven by correlated

colored noises is studied．Using all approximation method derived by US for the colored

noise，we derive the stationary probability distribution，the mean value and the normalized

variance of the laser intensity of a single-mode laser cubic model driven by correlated

multiplicative and additive colored noises．Moreover,the influence ofthe mean value and

the normalized vailance of the laser intensity by correlation intensity between noises and

the eoloreness ofnoise ale studied．

Keywords：Stochastic Resonance；Mean First Passage Time；Bistable System；

Single—Mode Laser；Correlated Noise；Adiabatic Elimination Theory；,

Linear Approximation Method
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1．1非平衡统计物理概述

1综述

非平衡统计物理是研究系统在远离平衡时与外界环境及内部耗散共同作用下的

宏观突变行为与现象的一门物理学学科【岫】。近四十年来，非平衡统计物理取得了巨

大的进展，对物理学和对整个自然科学乃至社会科学产生了深远的影响，大大改变

了人们思考问题的角度，改变了人们对自然与社会以及整个世界的认知方式。

对于近平衡态的研究，以涨落耗散定理、昂萨格倒易关系和最小熵产生定理为

主要内容的线性热力学和近平衡态统计物理已经发展成熟。对于远离平衡态的研究，

普里高津(Ilya Pfigogine)学派的耗散结构理论【”】和哈肯(Herman Haken)学派的协同

学16-81是最有影响的两种理论学派。耗散结构理论和协同学都是研究非平衡开放系统

中的自组织和合作行为，但两者处理问题的思路是完全不同。

耗散结构理论从“非平衡是有序之源”的观点出发，通过热力学分析、动力学

分析(突变论处理方法)和随机方法的综合考察，对于复杂系统自组织问题作出了

一系列开创性的工作，但也留下了一系列的有待进一步解决的问题[3．51。协同学正是

在这种情况下延生。哈肯学派认为熵这一物理量对非平衡的描述是不很恰当的。他

们从激光理论抽象出适用于其它系统的内容，建立了协同学。协同学研究系统中子

系统之间是怎样相互合作、协调作用以产生宏观的空间结构、时间结构、功能结构。

他们对于每个子系统都合理地写出运动方程，其中包含了决定性力和随机力之间的

协同作用，即广义的朗之万方程。然后，对这些朗之万方程进行动力学和统计学的

考察。由于系统包含的子系统很多，哈肯提出了序参量和伺服原理：对于一个高维

(甚至是无穷维)的非线性系统，在不稳定点(分叉点)附近，存在着不稳定模和

稳定模，后者完全由前者支配。通过绝热消去法，原来的高维系统就变成了一个维

数很低的方程组，即序参量的演化方程。该方程控制着系统在临界点附近的动力学

性质，通过求解此方程，即可得到各种时间、空间和功能结构【6培l。

二十世纪八十年代以来，远离平衡的非平衡统计物理研究又有了较大的突破，

发现了非线性随机系统中的许多新奇现象，如：随机共振【91、共振激活【10．”1、淬火现

象[91、噪声诱导相变[921】、噪声诱导输运[22．341、分子马达㈣及蛋白质分子的能量输运
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p6】等等。这些研究工作大大促进了非非平衡统计物理在物理学的各个分支和其它诸

如化学、生物学、生态学、天文学、大气物理、地球科学等自然科学乃至经济学、

金融学、新闻学等社会科学领域的应用，成为理论物理和其他自然科学以及社会科

学的交叉点，大大改变了人们对自然和整个社会的认识。另一方面，这些研究工作

也使人们认识到，“世界是随机的”这一观念并不意味着我们将会失去对世界的把握

和控制，相反，在本论文对随机共振的研究中，我们将会看到噪声在许多情况下充

当着积极的角色。正如英国<新科学家》周刊1999年1月9日的评论文章标题：“噪

声有妙用”。

1．2噪声

在宏观世界里，随机涨落是普遍存在的。这种涨落是快速变化的、随机的、不

可预言的，我们称之为噪声。通常，人们认为噪声总是消极的东西，它产生杂乱的

运动，破坏次序，破坏功能，抹去相和相之间的差异，导致系统均匀，起到破坏相

变的作用19]。但是普里高津(Ilya erigo舀ne)学派的耗散结构理论认为“无序是有序之

源”，即系统“通过涨落达到有序”。这之后，更多的研究发现噪声在系统的演化中

起到了决定性的作用，使许多在确定性方程中不可能产生的相变行为在噪声的作用

下成为可能。这些相变导致了序的形成和对称性的破缺。就目前研究来看，噪声在

各种随机系统中起着关键性的作用，比如：随机共振，噪声诱导相变、噪声诱导输

运以及分子马达等142-45]。

根据噪声起源的不同，可分为内噪声和外噪声。内噪声通常认为是系统内部的

统计性质引起的结采。它是系统自发产生的，一般与体系体积的倒数成正比，因此

这种噪声比较小。例如，在激光系统中，量子噪声是由于粒子的自发辐射引起，它

就是内噪声。同时，它也是量子效应的直接结果，源于量子力学的不确定原理刚。

外噪声则是由于系统所处的外部环境引起的，它Eh乡l,部条件完全控制。例如，激光

系统中的泵浦噪声就是外噪声。在运用理论模型处理时，一般通过对系统引入的各

个参量加以控制，来实现外噪声对系统的控制作用。

人们常常应用朗之万方程处理随机动力学的问题。在朗之万方程中，根据噪声

与参量作用的不同形式．可分为加性噪声和乘性噪声。与参量无关的噪声源，用加

性噪声描述。例如，内噪声通常就是加性的。而与参量有关的噪声源用乘性噪声。

例如，外噪声通常就是乘性的。

2
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此外，噪声还可根据其统计性质，分为白噪声和色噪声。其统计性质为分别为

白噪声和色噪声【9】：

1)白噪声

白噪声的统计性质为：

<善(f)>=0且<亭(f)善(J)>=2DS(t～s)， (1．2．1)

其中<>代表系综平均(注意，这里与量子力学中波函数的狄拉克表示法不同)。

之所以把它称之为白噪声，是由于其功率密度：

s(oJ)=I 2DS(t)·P““dt=2D，

为常数，与CO无关，即谱是白色的。这种噪声实际上是没有的，只是对实际噪声的一

种抽象近似。因为这种噪声具有无穷大的功率(W z陋(国)砌=oo)，所以真实的噪

声必然要对功率谱进行截断，仅保留其低频部分。这样作的结果正是色噪声的特性，

使噪声的不同时刻之间具有了关联，对S(oJ)一种常用的截断是使S(oJ)为洛伦兹型：

滟)=羔
2)色噪声

色噪声(这里主要是指O—U噪声)的统计性质为：

c(出)：<善(f)孝(s)>：旦exp(一￡二丑) (1．2．2)

当r专0时，C(△，)=2DS(At)，色噪声回归为白噪声[3s-40]。图1．1是用数值模拟得

到的一个色噪声样本。

图1．I色噪声的一个样本
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噪声又可分为高斯和非高斯两种情况，一方面高斯噪声集平稳、高斯、马尔可

夫性等统计性于一身，数学上处理起来比较容易；另一方面，大数定理又使得高斯

噪声是许多实际问题中的涨落的有效近似。其高斯噪声的高阶矩满足：

<f(fI)善(f2)⋯孝02。-1)孝(，2．)>=∑【c(，^一th)⋯c(rk。一tk)1，

<善(rl活(f2)⋯f(r2，1)>=0 。

在这里，噪声是人们对自然界中所有物理量的涨落的一个通俗而形象的叫

法，不仅仅是指我们日常用语中的“噪音”。以上对噪声的分类以及噪声统计性

质的不同数学描述，是人们对各种实际物理系统中噪声理想化的理论抽象，它

们只是在一定程度上描述了噪声的实际物理状态。这样做的目的，是为了便于

理论上对噪声的定量分析与计算。随着人们对噪声研究的进一步深入，将会有

更多理想化形式的噪声被引入到各种物理系统。

1．3噪声间的关联

整个自然界之所以多姿多彩，正是由于它们之间都有着一定的联系；人类社会

之所以走向文明，正是因为人与人之间存在相互作用。人类认识自然的过程，也就

是人与自然的相互作用的过程。否则．这个世界就是一个不可认知的“谜”。因此，

自然界中引起涨落的各种噪声源之间也必然会存在着一定的关联。

在过去，有不少的工作为了简单起见。认为各个噪声源问没有关联【．“。Fox和

Roy[421研究了量子噪声和泵噪声问没有关联时的光强涨落，并得到一个新的朗之万方

程，即现在普遍使用的单模激光光强的Langevin方程。但是，自然界中的同一系统

或同一过程的不同噪声源之间必然存在某种形式的关联。基于这样的考虑，1991年，

Fulinski等人提出在某些情况下，两个噪声之间可以存在关联1431。随后，许多研究者

研究了噪声间存在关联时的情况，而且这些结果进一步与实验相符m“l。1993年和

1995年，朱世群M、曹力和吴大进等人l勰】把Fulinski等人的工作推广到单模激光中，

并分别研究了加性和乘性噪声之间的关联对激光光强定态性质和瞬态行为的影响。

龙全等人对单模激光和双模激光中的噪声关联作了深入的研究149-52】。1995年，

Madureira等人【53I在关联加性和乘性噪声驱动的双稳系统中发现了“巨抑制”现象。

Zhou等人巧4】考虑了量子噪声的实部与虚部问的关联，吸引了许多研究者在这方面作

了大量的工作155]。柯等人15¨¨考虑量子噪声的实部和虚部间的关联，得到的光强朗

4
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之万方程在A。=寺时，与Fox和Ro产21等得到的结果完全一致，并且揭示了激光的
Z

锁相正是由于量子噪声的实部与虚部间的关联所致。1997年，贾亚等人【581在研究一

个双稳系统时，在相互关联的加性和乘性噪声作用下，发现系统出现了重复相变。

自从1981年首次发现随机共振现象以来[591，随机共振现象一直以来成为人们研

究随机动力学系统的重要课题。1998年和2000年，Tessone．J和wio．S将噪声间

的关联引入到对双稳系统中随机共振的研究，发现了信噪比对噪声强度的“顽固性”

[60“】。2000年和2001年，贾亚等人研究了分别由相互关联的加性和乘性白噪声和由

相互关联的加性和乘性色噪声驱动的双稳系统中的随机共振现象，发现了双峰形式

的随机共振[62-631。在2002年和2003年，我们也研究了许多由相互关联的加性和乘

性噪声产生的随机共振现象，发现了单峰形式和多峰形式的随机共振[64-651。在后面

的章节，我们还将详细地介绍我们的工作。

下面我们将简要介绍噪声间的各种关联形式。

1991年，Fulinski等人ml提出了两个白噪声孝(f)和77(f)问的占函数关联，即白关

联形式，其统计性质为

<善(f)>=<rRt)>'0

∽：!篓黧=够(f-s) (13．1)2DS(y220，s)=<叩(f)节(s)>=t-s)
、⋯’‘7

y2l(f，s)=<77(f)毒(s)>=y。20，s)=<毒o)叩(J)>=221 D厕8(t—s)
其中旯为噪声关联强度，这里是个常数。

1996年，魏雪勤等人陋1提出了两个色噪声善(f)和rl(t)间的e指数关联，即色关

联形式，其统计性质为

<亭(f)>=<rt(t)>=0

‰(f，f，)：<黝㈣>：垒唧(一生型)
fI l"I

继，f，)：<㈣㈣>=Oexp(一生1) (1捌
r2 r2

如以即硝撕／⋯M。Ⅺ华唧c一訾，
其中旯为噪声关联强度，这里为常数。
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1997年，贾亚等人【67】提出了两个白噪声孝(f)和叩(f)间的e指数关联，即色关联

形式，其统计性质为

<善(f)>=<r／(t)>=0

nl(，，S)=<孝(f)孝(J)>=2QS(t—S)

y22(f，S)2<,l(t)rl(s)>=2D(5(t—s) (1．3．3)

讹。)：<似(。)扣桃。)：<鼢(。)>：坐亘eXp(_幽)
f r

其中A为噪声关联强度，这里也是个常数。

1998年，Tessone．J和wio．s[60l提出了两个白噪声毒(f)和r／(t)间含时关联强度的

占函数关联，其统计性质为

<亏(r)>=<叩(f)>=0

yll(f，5)=<善(f)孝(s)>----．2Q6(t—S)

以f，s)：<叩0)叩(s)>：2D6(t—J) (1·3·4)

，：。(，，j)=<rl(t)4(s)>=，。：(，，s)=<孝(f)叩(s)>=2五“)√五匹谤(f—s)
这里噪声关联强度不再为常数。Tcssone．J和Wio．S假设它的形式为

兄(f)=旯o cosO．t (1．3．5)

2000年，Tessone．J和、Ⅳio．St61】又给它加了一个初始相位西，成为

A(f)=九cos(O．t+妒 (1．3，6)

至于两个噪声之间为什么要取这些关联形式，各类文献中都没有从物理意义上

去定量的解释，或者从数学上进行严密的证明。每种关联形式的给出都是一种假设，

而且根据研究的必要性，我们还可以提出新的恰当的关联形式。这些假设的关联形

式的正确性只能由从它导出的理论结果与实验结果是否相符来判断。这就如同量子

力学的五个基本假设的正确性，是由于从它导出的所有微观量子效应与实验相一致

的结果。

1．4逃逸问题和平均第一通过时间

逃逸问题是研究系统从束缚区(稳定区)进入逃逸区(不稳定区)的性质和规

律。例如，一个具有大的电阻阻尼的电路系统，设x表示电压，‘表示临界值，t表

6
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示稳定值。当初始电压小于临界值x。，系统会自动稳定到x。的定态，但一旦某种原

因使某一时刻的电压超过临界值五，系统会逃逸出束缚区。也就是说，电压会由于

某种正反馈机制进一步放大，直至器件被烧毁。这时气就是使电路系统正常运行的

最大电压。这里所说的“某种原因”主要指的是系统受到的不可避免的噪声。我们

感兴趣的是，当不存在大的宏观外力时，系统由于受到不可避免的噪声作用而产生

的逃逸。尽管随机力的强度很小，但它仍然可以引起各类稳定系统的崩溃。所以，

研究系统的逃逸问题对于估计系统的稳定性，对于根据实际需要来设计系统，有着

重要的意义【9】。

所谓平均第一通过时间是指系统的某一物理量在噪声的驱动下第一次到达边界

的统计平均时间，一般简写为MFPT。它是描写随机系统的一个重要特征量之一。

在一般的文献中(噪声强度很小的情况下)，人们常把平均第一通过时间的倒数定义

为逃逸率【9l。因此，对逃逸问题的研究和对平均第一通过时间的研究密切相关。由于

对逃逸问题的研究，平均第一通过时间(MFPT)很早就引起了人们的观注。1943

年，Chandrasekher[6sl曾用MFPT的几率分布估计过逃逸率。1945年，Uhlenbveck等

人∽】研究过具有初速度的布朗粒子的MFPT几率分布。先前人们主要研究马尔可夫

过程。近年来，人们的目光又转向非马尔可夫过程。1981年，Hanggi等人【70】提出了

用广义的的主方程描述离散的非马尔可夫过程的MFPT理论。1985年，Hanggit7I】

提出了“退耦合假设”计算MFPT，接着又讨论了双态噪声及纯扩散条件下的

MFPT【72]；同年，Sancho也讨论了双态噪声系统的MFPT问题，得到～维双态线性

噪声系统的MFPT的精确公式【73】。1986年，Fox[74】采用泛函与路径积分方法，得到

了近似的FPE，无须作Hanggi假设，MFPT的理论结果和实验结果相符。接着，Fox

把MFPT理论用来处理激光中的噪声【75】。Masoliver等人㈣讨论了高斯色噪声情况

下的MFPT，并且指出了Hanggi的假设和Fox的结果都是他们的特定近似。Sancho

等【7 7J通过投影算子方法，借助于记忆核的向后方程，直接得到MFPT的形式方程，

MFPT也可用奇异微扰方法进行研究。1988年，曹力等人运用投影算子技术到处了

平方O—U噪声驱动的单变量系统的MFPT方程，并得到了近似解【飓】。1989年，刁操

政等人对内外噪声同时驱动下的MFPT问题进行了研究，推动了MFPT的近似公式，

并对所得的结果进行了推广和应用【7”。进入九十年代，提出了许多解决非马尔可夫

情况下MFPT问题的新方法和新技巧。例如，插值法【80】，统一色噪声展开川，统一
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展开理论瞰】等。

平均第一通过时间的计算，不仅是解决逃逸问题的基础，也是分析随机共振现

象的关键问题之一。因此，在这里简单介绍一下最基本的计算平均第一通过时间的

方法【38】。

以噪声驱动的一维系统在齐次过程的情况为例，假定粒子在区间(a,b)中，并

且时刻f_0的初始位置是J，口和6两点设定为两个吸收壁。因此，粒子时刻r仍然

在区间(口。b)中的概率为

rJD(J’，杠。逑’=G“，)0．4．1)
假定粒子离开区间(a,b)的时刻是，，则(1．4．I)式可写成

Pr。6仃≥f)=从工’，忙。皿’0．4，2)
这意味着G(x，f)与Prob(T≥f)表示相同的物理量。由于系统是齐次的，我们可

以得到

仄工’，啦’o)=仄J’雌，-t) (1．4．3)

向后福克．普朗克方程可以写为

警磐叫J)昙M仰毛烈曲等舶k'o) (14．4)
优 靠 ’

Z 傲。 。

其中，4(曲为漂移项，B(∞为扩散项。于是G(工，f)服从方程

下aG(x,t)=扯)昙G(列)+{烈J)善G㈨) (14．5)
甜 靠 Z 斑’

边界条件为

烈善’，ok'0)=a(x一善，) (1．4．6)

因而

G“卟恬：= n4刀

若膏：a或工：b处为吸收壁，即在J：a或j：6处，粒子立刻被吸收，所以
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<厂(乃>一j。f(t)dG(x，r)

T∽=一￡掣df-羹G㈨碴

L(x)=n t4—1G(工，t)dt

I?OG(x,t)：G(x，。)一G(工，o)：一1．to Ot
。、’7 。、。’。7

‘

砸)昙G∽r)+扣)等G∽归一1卿 Z 班一

令妒(工)=exp忙[2A(工7)B(工’)】正r’}，

mo盟竖￡篓：堡盘堡篁鳘!
J口妒(y)

9
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若X=口为反射壁，X=b处为吸收壁，且a<b时，N习zNg-通过时间为

m)-2～ixb d(yy)j：辫(1．4．19)
若x=b处为反射壁，x=a处为吸收壁，且a<b时，则平均第一通过时间为

荆=z畴J；磐(1．4．20，
1．5随机共振概述

对非线性系统输入一个电流I(t)，j=f(x)+，(f)，再测量系统的输出x(f)。如

果这一输入信号同时含有信号S(t)和噪声r(t)，即，(r)=S(f)+r(f)，因此我们可以

研究输入信号和噪声对输出产生的影响，尤其是研究在各种非线性条件下，输入信

号和噪声在输出中表现出的协作效应。以某种方式定义输入和输出的信噪比，当固

定输入信号强度而增加输入噪声强度时(即降低输入信噪比)，人们自然期待输出信

噪比也会降低。当原系统厂(工)为线性时，实际情况的确如此。但当系统f(x)为非线

性时，并非如此。当系统的非线性与输入的信号和噪声之间存在某种匹配时，如果

增加输入噪声，不仅不减低，反而大幅度地增加了输出的信噪比，出现了噪声和信

号之间的协作效应【91。在这种情况下，存在某一最佳输入噪声强度，使系统产生最高

信噪比的输出。输入噪声低于和高于这一强度，输出信噪比都会显著下降。这一现

象很容易使人联想起力学中熟知的共振现象。由于这种类比性，人们称上述随机系

统的协作现象为随机共振。

在激光系统中，由于激光工作物质的自发辐射和泵浦能量的涨落，输出激光光

强会随机地变化。McNamara等人【831和Mandel等人【州在双模激光系统中发现随机

共振现象。这对于提高激光的效率有重要的作用。在电磁系统中，实现随机共振的

第一个实验是1983年由S．Fauve等人【85】在Schmitt触发器电路系统中完成的。从此

在各种复杂的电子设备中均发现了随机共振现象，特别是在隧道二极管和半导体二

极管的I—V曲线中，观测到随机共振曲线f8们引。这对于提高电子线路的信噪比提

供了新的思路。在神经系统中，神经脉冲序列在神经元之间传递时，也发生随机共

振现象【8”。通过研究，将不仅会深入地认识随机共振，而且对神经系统中信息传递

lo
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的认识也会有巨大的跨越。因此，对随机共振现象的研究具有重要的理论和实际意

义。

1)随机共振的概念及其发展

自从1981年首次发现随机共振现象以来【59l，许多学者对这种奇怪而又神秘的现

象作了大量的研究。在探索和研究的过程中，他们在理论和实验的各个方面都取得

了丰硕的成果。直到现在，随机共振的理论和实验还正在不断向前发展，人们对随

机共振现象研究的规模也越来越大。因此，随着人们对随机共振的认识越来越深入，

随机共振的概念也在不断发展和扩充。

根据国外和国内的研究情况，可以把随机共振的概念的发展过程大致分为两个

阶段。第一个阶段是从二十世纪八十年代到九十年代初期。在这一阶段，随机共振

的基本含义是指一个非线性双稳系统，当仅在小周期信号或弱噪声驱动下都不足以

使系统的输出在两个稳态之间跳跃，而在弱噪声和小周期信号共同作用下，随着输

入噪声强度的增加，系统输出功率中调制信号的频率处出现一个峰值。当噪声强度

达到某一适当值时，输出信号的峰值达到最大，即共振凹1。

第二个阶段是从二十世纪九十年代初期到现在。在这一阶段，随机其振的概念

有了很多很大的扩展。这些扩展可以概括为以下四个方面。第一，以前普遍认为的

三个必要条件19,90](非线性系统、噪声和周期信号)被突破，人们在无外信号或线性

系统中也发现了随机共振现象[91-92J。第二，传统的随机共振局限于单峰形式的共振

情况【9舯】。1997年，Vilar等‘931首次发现了多峰形式的共振，即多重随机共振，现在

已成为研究的一个焦点165]。第三，传统的随机共振一般由信噪比与噪声强度的关系

来刻画体现19,64剃，州。1998年，Barzykin等[951提出也可以用信噪比与噪声自相关时间

的关系来体现。第四，传统的随机共振注重在噪声参数的某个或某些匹配点出现对

信号响应的极大值，Tessone和wio等提出对随机共振中噪声参数的“钝化”现象

进行研究[60-6。9c,-971。所谓噪声参数的“钝化”是指，在噪声参数的一个相对大的范围

内都能够维持共振峰的高度不变，似乎类似于物理学上常用峰的半宽度描述的物理

量。

2)随机共振的发现

随机共振现象是Benzi．R和他的同事【59l在1981年研究古代气候特征时发现的，

并用于解释第四纪全球气候冰期和暖气候期交替出现所具有的周期性(大约为十万

年)变化。
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第四纪气候记录的主要特征是：它的时间序列功率谱在105年周期处有一个很强

的峰值，这与这一时期地球气候的冰期和暖气候期交替变化的周期大致相符。曾在

1930年，Milankovitch【98]指出气候变化的频率与地球绕太阳运动的轨道参数有关，把

注意力由地球内部引向外部空间。1976年，Hasselmant叫指出，短时间的随机扰动(如

天气的变化)会对气候的长期变化产生影响，并建立了随机气候模型。1981年，

SutrenlloOl进一步发现：在不含确定性外部作用力的能量平衡模型中引入随机扰动，

将导致在模型的两个平衡态之间的随机跳跃，而这些跳跃具有一个105年的数量级的

平均特征时间。1982年，Benzi R等人㈣1创造性地把随机共振应用于第四纪冰川问

题的研究。通过把小周期信号和随机扰动同时引入能量平衡模型，他们建立起完整

地描述第四纪冰期和暖气候期交替变化这一奇特现象的双稳气候模型

dT 6(T)， ∥(f) ，

dt C’1+p(1一T／T00一T}r2)(1一r／r3)J

其中，／a(t)=1+O．0005coscot (r_o=2丌／105)是地球轨道离心率变化引起的日照率

的年平均变化。正<疋<正，五一墨=10K，五和五是被不稳定气候态疋分开的两

个稳定气候态。卢为隐含着随机扰动作用的无量纲参数。占(丁)和C分别是地球表面

辐射率和地球热容量。

具体地说，在上述双稳气候模型中，地球处在非线性条件下，小周期信号被假

设为太阳常数的周期性(十万年)变化，随机扰动来源于地球内部海洋和大气回流

的短时间涨落。二者本身都不足以引起地球气候从冰期到暖气候期的大幅度变化，

但只要有能产生l足温度差的外部驱动力，在内部弱随机扰动的协同作用下，地球气

候在冰期和暖气候期之间以近似于小外部周期信号的周期为周期作温度差为10K数

量级的大幅度变化。至此，第四纪冰川世纪之谜得到了科学圆满的解释，而其中随

机共振的运用则起到了关键性作用。

3)随机共振现象的研究手段

现代物理学分为理论物理、实验物理和计算物理三大分支。理论物理是从一系

列的基本物理原理出发，列出数学方程，用数学分析方法求出解析结果。实验物理

是以观测和实验为基本手段来揭示新的物理现象，检验理论物理推论的正确性及其
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应用范围，并为理论物理的进一步发展提供依据。计算物理则是计算科学、数学和

物理学三者之间的交叉学科。它主要是采用计算科学的方法，应用大规模高速计算

机作为工具，去解决理论或实验物理中在目前研究水平和实验条件下不能解决的问

题，其结果可以用以检测和指导理论物理和实验物理。

随机共振现象属于非平衡统计物理的研究范畴。人们对随机共振现象的研究始

终贯穿着现代物理学的这三种研究手段。从1981年首次发现随机共振现象以来【591，

最先开始的是理论和实验的研究。这一过程中提出了绝热近似理论和微扰理论，并

与实验取得很好的一致性。同时，人们也做了许多数值方法的研究，分为数值模拟

(digital simulation)和电子线路模拟(analog simulation)。严格地说，后者应该属于

实验的范畴，但～般文献中都把它单独列出。由于这种方法的主要工作量在于对大

量数据样本的数值处理，因此我们把它归到计算物理中。这三种研究手段的应用，

使人们对随机共振的本质的认识逐步深入和发展，反过来，对随机共振的研究也促

进了这些研究手段和方法的发展mI。

4)随机共振的描述方法 ．

从物理学发展来看，有时候即使要给某种物理现象提供～种定性的解释，也是

不容易的。但是，仅给物理现象赋予定性的解释是远远不够的。只有有了定量的量

度和计算手段之后，人们才能清楚地看到它们的物理本质。因此，我们用一个什么

样的可观测量(物理量)来量度随机共振现象也是一个关键性的问题。

这个可观测量既要具有物理意义上的广泛性，也要与实验的测量技术相联系，

以便于测量。以前的研究者正是遵守这两个原则，提出了几种典型的方案。

第一种方案是Benzi．R等人【59】在1981年提出来的。他们用功率谱(一般用S(妫

表示)峰值的强度来量度随机共振的程度(强度)。因为，功率谱有很直观的物理意

义和成熟的测量手段，而且还便于理论上的处理和实验上的观察。

第二种方案是Hanggi等人[102]在1989年提出来的。他们用系统对信号的响应(实

际上是系统对信号响应的系综平均，一般用i表示)与噪声强度的关系来表示随机

共振。因为，系统对信号的响应具有更直观的物理意义，测量的方式也更直接。

第三种方案是McMamara等人【941在1989年提出来的。为了使可观测量的物理意

义更加明显，他们用信噪比与噪声参数(噪声强度和噪声的自关联时间与互关联时

间)的关系来表示随机共振。他们把信噪比定义成输出信号的功率与输出噪声的功

率的比值。这样，信噪比定义就基本上与电子信号学科上的信噪比具有相似的物理
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意义和可观测效果。现在，这种方案的使用范围是最广泛的。我们自己的工作也都

是采用这种表示法。

第四种方案是Gammaitoni等人【103l在1989年提出来的。他们用停留时间分布来

表示随机共振。停留时间是指粒子在两个稳态之间跳跃一次所等待的时间问隔。这

种方案是从输入与输出同步性的角度来描述随机共振现象。这种同步性的表示方法

在生物学的神经学领域得到了广泛的使用【1悼10扪。

s)随机共振的理论和实验成果

自从随机共振现象被发现以来，髓机共振在理论方面和实验方面的发展日新月

异，特别是在许多自然科学领域，这些理论和实验的成果都得到了广泛的应用。下

面按照时问顺序进行介绍。

图I．2籀出信噪比与噪声电压的关系

在1981年和1982年，Bc面．R和他的同事提出随机共振的初步理论。并运用它

成功的解释了第四纪冰川世纪之谜Is％tetl。1983年，Fauve．S和Heslot．F瞰l在具有双

稳输出特性的Schmitt触发器电路系统中第一个用实验证实随机共振现象的存在，并

把信噪比的概念引入到随机共振的实验研究。图1．2是他们根据实验的数据作出的曲

线，从这三条曲线上我们可以看到明显的“共振峰”的形状。展示随机共振的第二

个实验是McNamara．B等人【83】于1988年在一个光学系统(双向环型激光器)中实现

的。双向环型激光器的两个相反方向(顺时针和逆肘针)运动的激光模成为系统的

两个稳定态。输入信号和噪声，同时测量两个方向上的激光强度，由此计算出输出

功率谱和信噪比。实验的结果再次得到与图1．2类似的曲线的随机共振现象。～年后，

McNamar乱B和Wiesenfeld．K提出了随机共振的绝热近似理论唧】。他们把连续的模

型简化为双态模型，通过绝热近似处理。计算出输出响应的时间平均相关函数和输

14
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出功率谱，最后给出信噪比的解析表达结果。我们将在下章详细介绍这一理论。1990

年，胡岗等人[106l提出了微扰理论。他们把朗之万方程转化成相应的福克．普朗克方程，

然后按照量子力学中本征函数的微扰展开方法，计算出输出功率谱和信噪比的形式

表达结果。这～理论，我们将在下章详细介绍。1993年Douglas．J和他的同事们【1071

在龙虾尾部的机械性刺激感官器神经元细胞中观察到了随机共振现象，随后，1996，

Levin．J和他的同事们[10s]在蟋蟀头部触角的机械性刺激感官器神经元细胞中也观察

到了随机共振现象。此后，随机共振有了更大的发展。(1)人们在无外信号或线性

系统中也发现了随机共振现象。(2)1997年， Vilar等【93】首次发现了多峰形式的共

振，即多重随机共振。(3)1998年，Barzyldn等【951提出也可以用信噪比与噪声自相

关时间的关系来体现。

6)目前随机共振研究的发展方向

近年来，人们对随机共振本质的认识有了很大的进展。与传统的观念相比，新

的理论和实验主要体现在三个方面。(1)以前普遍认为的三个必要条件[q叫(非线性

系统、噪声和周期信号)被突破，人们在无外信号或线性系统中也发现了随机共振

现象[9,90I。(2)传统的随机共振局限于单峰形式的共振情况[91．921。1997年， Vilar

等【931首次发现了多峰形式的共振，即多重随机共振，现在已成为研究的一个焦点【651。

(3)传统的随机共振一般由信噪比与噪声强度的关系来刻画体现【9,6465,941。1998年，

Barzykin等【951提出也可以用信噪比与噪声自相关时间的关系来体现。在第一方面，

人们从理论和实验上对线性系统中的随机共振现象作了详细的研究。1996年，

Berdichevsky等f1091研究了由乘性噪声驱动的线性系统，发现在乘性噪声的情况下可

以出现随机共振现象。1999年，他们又进一步考虑了由关联乘性噪声和加性噪声驱

动线性系统的情况[“01。2002年，在单模激光增益模型中，考虑泵噪声和量子噪声的

关联，运用线性化近似方法，我们发现在仅由加性噪声驱动的线性系统中也能出现

随机共振现象⋯”。

7)随机共振的应用领域

自从随机共振现象被发现以来，人们对随机共振的理论和实验的研究在许多的

自然科学领域都取得了巨大的成功。

随机共振的第一个应用是成功地解释了第四纪冰川世纪之谜，这是它在古代气

候学中的应用。在电子通信领域中，随机共振极大地提高输出信嗓比。在光学领域，

利用随机共振可以提高输出激光的稳定性，本论文的第五章将有更详细的工作。在
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机械工程中，可以应用随机共振来检测机械故障。在地质研究领域中，人们已经将

随机共振应用于地震预报。在生物学和医学领域，随机共振己应用于揭示生物体是

如何利用噪声增强弱信号在神经系统中的传输问题。关于随机共振在各个领域的具

体应用，我们在第二章有更详细的介绍。

1．6我们的研究工作

1)研究了由关联噪声驱动的双稳系统和激光系统中的随机共振的特征以及各种

参数对随机共振形式的影响。根据建立模型的不同，我们对三种随机系统中出现的

随机共振现象分别进行了研究。(1)在第三章中，研究了锯齿型双稳势阱模型中随

机共振信噪比的性质。运用绝热近似理论，计算出输出信号功率谱和信噪比的解析

表达结果。研究发现，信噪比随着加法噪声强度变化时，不仅会出现共振，还会出

现抑制、单调减少和单调增加四种情况：信噪比随着势垒高度的变化曲线会出现抑

制、双极值和单调下降三种情况。(2)在第四章中，研究了无限深双稳势阱模型中

的多重随机共振现象。运用绝热近似理论，得到了信噪比的解析表达结果。在信噪

比随着噪声关联强度的曲线中观察到了多极随机共振现象，并且还发现信噪比随着

加法噪声强度和乘法噪声的变化，既出现了随机共振也出现了抑制。(3)在第五章

中，研究了出现在单模激光系统中单峰形式和多峰形式的随机共振现象。将信号和

噪声以相乘的形式引入单模激光系统中，考虑关联的泵噪声和量子噪声的情况，运

用线性化近似方法，在激光系统中发现了多重随机共振现象。计算了激光处于稳态

时的光强关联函数、功率谱和信噪}E，发现信噪比随着关联时间的变化不仅出现单

峰的随机共振，而且还出现了多重随机共振。当适当改变参数时，还会出现多重随

机共振和单峰形式的随机共振之间的转变。

2)在第六章中，研究了噪声间关联对对称双稳系统的平均第一通过时间的影响。

运用解析方法研究了由关联噪声驱动的对称双稳系统中的相反方向平均首通时间的

关系，证明它们不再具有空间对称性(空间对称破缺)。作为例子，分别计算了四次

方模型和锯齿模型的平均第一通过时间。由平均第一通过时间的解析结果，进一步

证明了在同样参数区r(x一-O．x+；旯)≠T(x+专x一；旯)，不仅如此，还发现T+(即

71(x—j X+；A))和T一(即r(x+寸X一；丑))随着乘法噪声强度Q和加法噪声强度D的

变化呈现出不同的规律。在四次方模型中，当r+一一Q曲线出现一个极大值时，丁一为

6
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单调减小；当r+～D曲线出现单调增加一三极值一单极值的相变，而r一只是单调减

小；减小参数Q，当r+一D曲线表现为单调减小一两极值一单调增加，即另一形式

的相变，而丁一～D曲线仅单调增加。对双稳锯齿模型也有类似表现。研究发现，(1)

由于噪声间关联的存在，导致对称双稳势的平均第一通过时间左右不对称，即

T+≠T一。而且，它们随着噪声强度的变化规律也完全不同。(2)由于关联效应使平

均首通时间随噪声强度的变化，出现共振、抑制，乃至于出现“相变”。当A=0(无

关联)时，所有丁+和r一随着噪声强度的变化均为单调。

3)在第七章中，研究了在相关色噪声作用下，单模激光的定态性质。运用处理

色噪声的有效近似方法，计算了具有白关联的不同自相关时间的加法色噪声和乘法

色噪声驱动的单模激光三次方模型的场幅定态几率分布及其均值、协方差，分析了

在阈值上时，激光光强均值和协方差受噪声间的关联强度A和噪声的“颜色”的影

响。
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2随机共振基本理论和应用

对随机共振的理论研究是人们解释自然科学各个领域中随机共振现象的主要依

据。虽然随机共振的理论研究受到复杂数学方法和传统确定论物理思想的捆扰，但

是，一直以来人们从来没有放弃过对她的理论探索。到现在为止，人们已经建立起

来多种关于随机共振的理论。近年来，对随机共振的理论研究，更是呈现出～片白

花齐放、百家争鸣的欣欣向荣的满园春色。

在这些理论中，最有影响的理论研究成果有三种：绝热近似理论、微扰理论和

线性化近似理论。

2．I绝热近似理论

绝热近似理论是由McNamara和Wies(mfdd在1989年提出来的M。1998年，

H柚g百．P曾用“卓越”(原文英文为“promincnt”)一词来评价这一理论的刨造性和

重要性[90i。下面简要介绍这一理论。

对～个双稳系统同时输入信号和噪声的最简单模型为

j=甜一工’4-AcosD．t+r(0 (2．I．1)

其中口>0，则敷一工3为最简单双稳系统，AcosD瞳为最简单的单频信号，r(t1为噪

声性质最简单的白噪声。噪声强度为D。当A=D=0时(无噪声和信号情况下)，

系统在

工=±√石

处有两个稳态。当D=o时，若4《&(&=竽口”2)，运动轨道将在工=√i或
J=一√i附近进行局域性的简谐周期振动。然而在噪声的帮助下，系统将可以在两个

稳态之间进行跃迁。用概率分布来描述。与其对应的福克-普朗克方程为

—0p石(xF,一0=一昙【∽-x3+AcosQ)烈刈)】+D等p(刈)(2．12)西 缸”
⋯⋯

叙⋯一7
、 7

先将连续模型简化为双态模型。当输入信号和噪声强度都很小时
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A<<1，D<<1， (2．】．3)

可以把系统的两个连续的吸引区(一oo，0)和(0,oo)看成两个离散的吸引子工：√云

和工=一√口。在两个吸引子处的概率总量分别为

，U ，”

p一(f)2 J，以J，f)出 ，p+(f)=J。‘p(五f)出 (2．1．4)

显然， p-O)+p+(f)=1。

下面，介绍绝热近似的物理图象。当输入信号频率很低时

Q<<1

我们假设系统在各个吸引子处达到局域平衡所需的时间远小于两吸引子之间概

率整体达到平衡所虚的时间，也远小于信号的周期。也就是说，与信号变化和两吸

引子之间概率交换所需的时间相比，在各个吸引子处达到概率平衡可以认为是瞬时

完成的。

因此，在绝热近似下，福克增嘲克方程的长对问演化行为可以简化为概率交换
的主方程

P。(f)=-r_(Op一(f)+，+(f)p+O)

=rat)一【，-(f)十r+(f)1JD一(『) (2．1．5)

假设，±(f)具有以下形式：

，±(f)=f(a+pcosm) (2，1．6)

利用泰勒公式展开为

r±o)=妻(，o：1：rapcosot+r=pcos2Qf千一．) (2．1．7)

她扣f(a，，扣半器。
将(2．1．7)式的展开取到∥的一次项，带入主方程(2．1．5)式得到风(，)的解为

p。。，=吾{e—q(，一b’tzp。。。，一，千王丢掰+，±r,。p寺co+s(QQ：，-。心e)]J cz．t．s，
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其中，sinO：1—垒一，cos口：1坠。
√Q2+《 √Q2+喀

当fo斗一m时，p±(f)趋于渐进解p：(f)。利用渐进态，随机变量的相关函数可求得

为

<工o)工(f+r)>=卯一％㈤【1一二：壁茅+—a—t2—／—32—{—c—os—i—)jr石+icjojs[五Di．(F2—t—+一r)+201}
这个相关函数不仅与时间间隔r有关，而且与时间的起始值t有关。所以统计意义上

的相关函数应该是对初始时间t的系综平均

<椰(⋯)>。=罢r<川瑚+f)珊

刊飞·一番备+焉筹
系统的输出功率谱为

S(ea)=r<瓤，川，+f)>。P“‘dr=S徊)+是细) (2．1．9)

将输出信噪IZR定义为输出总信号功率与∞=Q处的单位噪声谱的平均功率之比

=志，B=Sos,@№ ㈨．10)R 10)SJ o=—』L，只= ∞)d∞ (2，1．
：@=啊

。 一 、

这就是在绝热近似下系统(2．1．1)的输出倍噪比的表达式。从推导的过程可以

看出，它对信号、噪声和系统的限制条件是很严格的。它要求A“1，D<<1和

Q<<1。但是，在实际的物理系统中，有时候这些限制条件恰恰是合理的。我们自

己的部分工作就是以绝热近似理论为基础。在双稳系统中引入了相关联的加性和乘

性噪声。

2．2徽扰理论

在量子力学中，微扰理论是求解许多薛定谔方程的重要工具之一。1990年，中

国学者胡岗教授‘1061注意到福克．普朗克方程与薛定谔方程的相似性，将微扰理论应用

到求解福克．普朗克方程的过程中。这种方法给出的信噪比的结果比绝热近似理论的

结果具有更大的适用性和广泛性。
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F面对这一理论进行简要介绍。处理的模型仍为一个最简单双稳系统同时输入

信号和噪声。与其对应的福克．普朗克方程为

—Op—5(x厂,t)=一O[(ax-x3+AcosQf扮(‘f)】+D善≥p如f) (2．21)
西 ⋯⋯缸2⋯7 、’

当A<<1时，可以把弱信号Acos【2t看作微扰。非徽扰的福克．普朗克方程为

—Op(x—,t)：￡口从j，f)
(2．2．2)Ot

‘‘’、7’ 、 ’

其中 k=一丢(越√)+D导，
可以作为求解福克．普朗克方程(2．2．1)的基本解。假定非微扰的福克．普朗克方程

(2．2．2)的全部本征函数和本征值已经得到

Lmu．(x)=一A一。【曲·

-一(砖L。=一五瓦(曲 (2．2．3)

其中，月=0,1，2’⋯。

令”。(工)=p(J)瓦(曲，则

p(工)为非徽扰的福克-普朗克方程(2．2．2)的定态解

反j)=N'exp[-#(x)／D】 (2．2．4)

氐o)=一Jc∽出=一争2+≯1。
为了书写方便采用狄拉克表示

k>。‰O)，<叫=瓦(曲

左右矢具有正交性

<叫m>-k

由归一化要求，可得

J二‰o)dx=<OlO>=1，

『二‰(工)出=<ol，l>-o，(n≠o)

21
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下面，在本征表象(2．2．3)中讨论福克一普朗克方程(2．2．1)的解。当t--+∞时，

!imp(x，f)=P。(x，r) (2．2．5)

假设成(工，t)是周期为2石／Q的t的周期函数(这个假设的自洽性证明省略)。这时，

可把成(x,t)通过傅立叶函数展开

氏(工，f)=厶(工)+∑[fm(x)cos(mf2t)+k。(x)sin(mf2t)] (2．2．6)
m=I

将L(x)和k。(x)在本征矢(2．2．3)上进行分解

fm(x)=∑厶卜>，七。(工)=∑k。卜>
^ ^

这时，可把风(x，t)写成

p。(x，f)=∑g。(t)ln>=∑∑q。，，(f)ln> (2．2．7)
n=0 月一O_=O

其中，q。=一。，

q。O)=工．。cos(mf2t)+也．。cos(mr2)。

柑具代八干苗兄一首明5L力程L2．2．1)，令红石阴边具伺彳目同H利傅且叶分it的糸数相等，

可得到方程组

o=一机+詈飘v=0<一斟⋯⋯， (2：．8)
‘ I～I

一％，I sin(Qt)+诽¨cos(D．t)=一五。[^，1 cos(D．t)+七¨sin(D．t)

+4弘<n斟⋯scQ卅詈弘<n弘coscQ，
“¨硼lO．v>sin似)]’㈤．1) (2．2．9)

一m畈．。sin(mf2t)+mD．k。．，cos(mf2t)=一旯．L，：r，。cos(mQt)+k．。sin(mQt)]

+·A= n O}，>饥一斟冰叫Q伽
+罢薹№，。<nl昙|，>“。+．<nl丢l>MncQm cm≥·，(2．2．10，
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此式为无穷个耦合的代数方程组。对以(工，f)主要考虑Ao和41的项，这些项在

A<<1时对信噪比的计算有主要贡献。相关函数的定义为

<川)m+f)>。=昙r“。洲m』叫咖妒(‘r+机，减∽r)
对此式进行傅立叶变换，并只取正频部分的功率谱，得到

s(国)=j山<“，)“r+f)>聊P-lta。fdr=s(∞)+是(∞) (2．2．11)

将输出信噪比R定义为输出总信号功率与国=Q处的单位噪声谱的平均功率之比

R=瓦忑rs面，B=l
4

sl(∞坳
(2．2(oJ Jo
．12)

是=9
4 ”’ 、 ’

这里对信噪比的定义方式与绝热近似理论的定义方式相同。从推导的过程可以

看出，它成立的条件仅为

A<<1 (2-2．13)

而对信号频率Q和噪声强度D都没有限制。所以，它的遗用范围比绝热近似理论要

广泛。但是，应用这种方法时，必须先求解非微扰的福克．普朗克方程(2．2．2)的全

部本征函数和本征值，而有时候往往这一步也是很困难的。因此，我们在过去的研

究工作中很少采用这一方法。

2．3线性化近似方法

线性化近似理论是人们在处理非线性动力学系统时常用到的理论工具之一。我

们首次将线性化近似理论应用到随机共振的理论研究中来11111。因此，在这里把它称

作线性化近似方法更为恰当。

为了清楚地介绍这种方法，我们把运用它处理单模激光增益模型的步骤详细介

绍如下：

考虑泵噪声与量子噪声间的关联，在单模激光增益模型中输入信号后的光强方

程为【112l：

dl=-21(1+品m+嚣㈤+2厥f)+AeosD．tdt 1
(23．1)

+届r l+廖⋯ ⋯ 、 ’

泵噪声掌(，)和量子噪声巩，)的统计性质为：

23
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(荆嘲f))-o，做州))-旦2rI e卅It一-t'1) (删利))=虿D e姒一訾)，

嘣唰胁<艄协譬e碱一幽I"3，，-IS2K1 亿s∞

当(2．3．2)式中的fl、f2、b均÷0时，就过渡到占函数关联形式：

传If活O’))=Q占(f—t’)， (rl(t)rl(t’))=DS(t—f’)，

(孝(f)琰f’)>=(反f活(f’))=厶／砸(，一t’) (2．3．3)

式中，为激光光强：五为噪声关联系数：Q、D分别为泵噪声和量子噪声的强

度；fl为泵噪声自关联时间，f：为量子噪声自关联时间，l"3为两噪声间的互关联时间；

∥=FA，j和r分别为自饱和系数和增益系数；足为损失系数。

令

l=lo+s吣

兵甲s(，)为磺扰琐，将(2．3．1)式在确定论定态光强，o=(r—x)／声K附近线性化，

可得线性化方程为：

警一(f)+。+音玺㈤+z而m觚D．t (2．，．5)

式中，=2K(F—x)／r；

由(2．3．5)式可得：

(删2等一(等+焉，+瓦务cos@-o) (2．s．6)

舯一S02南
根据平均光强相关函数的定义：
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式中(1(t’+r)，(ff))=

B(f)2 lim(：(t’+f)m’)) (2．3．7)⋯

罢萨(mⅧ(fI))出t
可得到平均光强相关函数为(只讨论y≠r一1)：

盼方高cosf，t+露+芋号

一c而鬻再+煮％+焉燕弦巾l
一
2露Q ．一粤。 21。D 一旦丽巧丽矿=可叫+一r2(y2_r2-2)～+i笔浆。岩 (23．8)t—————————————=————————一p^ ，1 1 o、

f，(1+届ro)(y2一毛一2)
⋯⋯。

将(2．3．8)式做傅立叶变换，得到光强的功率谱为： -

s(co)=Sl(∞)+S2(∞) (2．3．9)

S(∞)为输出信号功率谱，S：(国)为输出噪声功率谱，具体形式为：

㈣3芳％眵(∞一Q)咧国+Q)】蹦班[淼+勰+端1南
信噪比定义为输出总信号功率与(19=Q处的单位噪声谱的平均功率之比(只取正∞

的谱)：

肚蠢 (2．3．10)
S：∞=锄

⋯⋯

式中只=rs。ffo)d60。则有
：rA2

肚二_瓦广—二瓦2巧丽厂■可(2．3．1 1)4EQ ． 8，o靴A√DQ ． 4J。D
7

(1+∥o)2(『1‘Q2+1) (1+∥oXf32Q2+1) (r22Q2+1)
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从推导的过程可以看出，线性化近似方法对信号、噪声没有任何限制条件。与前面

两种理论相比，这是它最大的优点，也是我们将线性化近似理论引入随机共振研究的目

的所在。我们自己的部分工作就是以线性化近似方法为基础，在单模激光系统中引入了

相关联的加性噪声和乘性噪声。

2．4随机共振现象的应用

随机共振理论的成功就在于它在各个自然科学领域的成功应用。

随机共振现象的发现和证实就是它在古代气候学中的第一个应用。这个内容在

前面已经有了详细的介绍，这里不再赘述。

随机共振现象在电子通信领域中也得到了应用。电路中的各种干扰和噪声严重

地影响了有用信号的传送。对于信号检测，尤其是强噪声背景下的微弱信号检测，

随机共振极大地提高了人们与噪声作斗争的能力。它为电路设计和信号处理都提供

了新的思路和方法⋯”。

随机共振现象也被应用到机械工程中。由于某些微弱信号往往是某些机械故障

的前兆，所以尽可能早地准确的捕捉潜在的恶性故障的前兆，对于在关键设备中避

免这些灾难的发生是非常重要的。因而，在机械故障诊断领域，怎样从强噪声背景

中检测这些微弱信号一直是倍受关注的重要问题。1995年，Asdi．A等人【l¨】提出应

用随机共振来检测机械故障。

随机共振现象在地质研究中也得到广泛应用。2001年，中国地震局地质研究所

把随机共振应用于地震预报【1151。对于强震的时间和震级的预报的可靠性达到百分之

八十以上。因此，随机共振将在减轻强震灾害方面发挥重要的作用。

在过去的几年中，随机共振开始进入到生物学和医学领域，用于揭示生物体是

如何利用噪声增强弱信号在神经系统中的传输问题。起初，在单个的神经元中发现

的随机共振现象，后来Moss．F等人【“6|对神经元网络作了大量的研究。他们首先成

功地利用随机共振提高了老鼠脑组织中弱信号的传输率。他们把由信号和噪声组成

的弱电场加到老鼠的海马区(一个对记忆功能起关键作用的脑区)的切片上，通过

探测输出信噪比和噪声强度的关系，发现在一定的噪声强度下，输出信噪比达到一

个最大值。因此，对于耳聋病人来说，一个原来不能激发神经元的弱信号，经过输

入噪声出现随机共振后，就可以激发神经元，使神经元可以分辨出信号。可见，随

机共振现象在生物学和医学领域将有巨大的研究应用价值。
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2．5小结

本章简要地介绍了三种随机共振的理论研究方法，分别为绝热近似理论、微扰

理论和线性化近似方法，以及随机共振在各个领域中的应用。这三种理论都有自己

的适用性和局限性。因此，根据这三种理论各自的特点，我们将在后面不同的章节

中选用适当的方法来进行自己的研究工作。

27
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3锯齿双稳系统中的随机共振现象

二十年前，Benzi[59】和Nicolislll71分别独立发现了随机共振现象。随后，Fauve㈣

和McNamara弘副分别在实验中实现了这一现象。以此为起点，随机共振现象开始在

自然科学许多领域引起人们的关注。到目前为止，随机共振现象已经在气候学、化

学、激光物理、神经学、生物学、固态物理等学科中被实验所观察到m1。

现在，关于双稳系统的随机共振理论已经有了很大的发展。McNamara等人[83,941

以概率转移速率为基础，运用绝热近似方法详细从理论和实验上研究了双稳系统的

随机共振现象，定义了刻画随机共振量化特征的信噪比，并且在理论上导出了信噪

比的数学表达式。这为人们定量描述随机共振现象提供了一个有效的量度方法。Hu

等人f∞6】应用本征函数微扰展开的方法，处理双稳系统的随机共振问题。他们的工作

得出了信噪比更精确的数学表达结果。为了从其它的角度研究随机共振现象，人们

又提出了以停留时间分布为基础的研究方法。Zhou等人【“8】利用这种方法研究了乘

性半周期力驱动系统，得到了停留时间分布的最大值与噪声间的关系。Gammaitoni

等人⋯9／提出以停留时间分布峰值以下的面积作为随机共振的量度，并且发现这个面

积与噪声或驱动频率构成的函数存在一个极大值。在这一阶段，人们认为，双稳非

线性系统、噪声和信号是出现随机共振必不可少的条件。Gammaitoni、Hanggi、Jung

和Marchesonit蚰】对这一阶段作了全面的总结。最近，人们发现上述三个条件并非缺

一不可的，在单稳系统中可以出现随机共振现象【I吲，就是在线性系统中也可以出现

随机共振现象，但要求在乘性色噪声驱动的条件下。这种情况已为实验所证实【120’1251。

上面的工作都只研究了包含一个噪声项的情况。然而在一般实际情况下，许多

随机系统往往由多个噪声来驱动。这些噪声之间还会以各种形式互相关联，Fulinski

等人[43,48,1261已对此作了大量的研究。Tessone[60l和Jia[621分别应用绝热近似的方法研

究了由相关乘性噪声和加性噪声同时驱动的双稳系统，都发现了明显的的随机共振

现象。Tessone[601进一步研究了两噪声间周期性地关联的情况，利用平均第一通过时

间，由数值计算得到概率转移速率和信噪比。Jia【621假设两噪声间关联为常数，运用

最陡下降法求出Kramers速率，给出了信噪比的近似解析表达结果。但是对于乘性

噪声和加性噪声同时驱动的双稳系统，在运用绝热近似的条件下还没有文献给出解

析表达结果。
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本章运用绝热近似方法，研究了由相关乘性噪声和加性噪声驱动的双稳锯齿系

统。由于我们选取了分段线性双稳势模型，概率跃迁速率在绝热近似条件下有精确

的解析表达式，从而可以求得输出信号功率和信嗓比的解析表达结果。

3．1锯齿双稳势阱模型

考虑由相关加性噪声和乘性噪声驱动的一维双稳系统。我们用一个弱的外加余

弦信号调制其双稳势。这里的加性噪声和乘性噪声均为高斯白噪声，且两噪声间以

白噪声的形式关联。模型的朗之万方程为

主=一U’(x)+4(f)+g(工)掌(f)+叩(f) (3-1)

这里u(x)为双稳锯齿势函数，具体形式为

f一2bx／L一2b，(m<x≤一L／2)

Uf肚』2bx／L，(圳2<工≤o’ (3．2)
u(。)21 —2撕／：，(o<工sL／2)

u。’

l 2bx／L一2b，(L／2<z≤∞)

式中b为势垒的高度，L为势垒的宽度。

方程(3．1)中A(f)：Ao cosQ．t，为余弦调制信号，A和Q分别为信号的振幅和

频率。乘性系数g(x)为

pf“=∽哪<石墨一工／2，o<zs上72’ (3．3)
gLx)=1_c，(一L／2<工≤O,L／2<工≤∞)

V‘J’

其中C为常数。

方程(3．1)中噪声善(，)和rl(t)的统计性质遵守

偕p))=(叩o))=0，

㈣)刑))=2Q6(t—t’) (3-4)

(rl(t)rl(t’))=2DS(t—t’) (3·5)

(毒o)叩(f’))=(叩(f)毒(f’))=2A．、／ij五访。一f’) (3·6)

29
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式(3．4)和式(3．5)中的Q和D分别为乘性噪声和加性噪声的强度，五为加性噪声

和乘性噪声之间的关联强度，满足H≤1。

3．2应用绝热近似理论的计算

上面是我们研究的具体模型，下面简要介绍我们的研究步骤。第一步，我们假

设％(f)可用泰勒公式展开为‘州

睨(f)=专[wo T-a，Ao cosO／+o(鬈)+⋯] (3．7)

这里的K(，)和矿(f)分别为从z+到t和从工一到‘的概率转移速率，t和t为

双稳势的两确定论稳定定态值，％为无调制信号时的概率转移速率，口。为在泰勒展

开点的一阶导数值。

第二步，当D<<AU(x)(势垒高度)时，利用文献【33-351的结果求出平均第一通

过时间r(R，五，爿(，))=l／w(t)，从而求得％和口。，

{％=∥(f)f。。。=[r(R，旯，“)l。。。】～=瓦。 (3．8)

抛坷吼，。 (3．9)

最后一步，在绝热近似下，系统的功率谱可表示为【941：

s(co)=ss(∞)+SⅣ(∞)

=嘉筹即删州一嘉瓮，耢 @旧

式中&(∞)表示占函数形式的输出信号功率谱，Su∞)表示具有罗伦兹形式的连续分

布输出噪声功率谱。

于是，信噪比表示为【62】

口 ．。

SNR=—者丽，B=hs(co)d60s ．Io
(3．11)

。∞=Q)
。 。 、 。
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值得说明的是，概率转移速率的表达式(3．7)必须在绝热近似条件下才是有效

的。因此本文中所有参数的取值均限制在绝热近似条件下。下面将由我们具体的模

型求出％、％和SNR的解析式。

根据势函数式(3．2)可知，t=+L／2为方程(3．1)的两个确定论稳定定态值，

此时旺(f)分别为从一L／2到工／2和三／2到一L／2的概率转移速率。

与朗之万方程(3．1)对应的福克一普朗克方程为【38】

a，p(x，f)=一a。卜U7(x)+厶cos +G(x)G’(工)】p(工，f)+O=G2(x)p(x，f) (3．2)

式中G(x)=伍(R92(x)+21．-fR-g(工)+1)⋯，R：Q／D。

方程(3．12)描述的系统的第一通过时间r(尺，A，40))153,1271#-j

郴A舻D_1 E删∽exp[-警]i2dyH(咖xpf_警] (3．13)

其中 Ⅳ(x)=【—R92(工)+2A√尺g(石)+1]“” ， f3．14)

巾(J)=一H2(y)[一u’(y)+爿o COSQf】砂。 (3．15)

将具体模型代入式(3．13)，求得

州∽=面生z[ex-芒学H】exp{警)+

万冬脚二警Hm—pc警卅
百妥陬pt警H卜去～去。 @旧

式中H+=(c2月+2，钯√瓦+1)一1n，H．=(c2R一2五c√i+1)一-n，

K+=2b／L+A(t)=2b／L+凡cosD．／ ，

K一=一2b／L+A(t)=一2b／L+Ao cosO,t 。

容易求得
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瓦叫趴，饥。=等{_≥卧唧学小砸一警，+

击tex详Hm唧学卅击㈣学H¨@忉
由式(3．8)得出％=2／To。由式(3．9)得到

圭q=虿I(丽OT’L=专话exp(㈦exp(一¨+百--磬H+【expp．)_1】eXp(一¨+
器[eXp(一t)一1】[1一cxp(a)]+面Z3i．exp(一q)[1一exp(t)】+
面_L3H2【exp(-¨-1】eXp(¨+丽--L3D【_ex№-)’l】+参exp(㈦+导}(3．18)

其中q=警，盯一=1bH产2。至此， ％和口。的解析结果均已求得。由式(3．il)
得到信号功率和信噪比的解析表达式为

B=rs。@Ⅻ∞=耥2 2 2 (3．19)

3．3噪声、信号和双稳势阱结构对信噪比的影响

(3．20)

根据我们的研究模型，信噪比会受到噪声以及它们的关联、双稳势的结构和信

号三个方面的影响。

(1)加性噪声强度D、乘性噪声强度Q和关联强度A对信噪比的影响

图3．1和图3．2绘出了信噪比随着加性噪声强度D的变化曲线。当噪声关联强度

丑>0时，曲线出现极小值(即“抑制”)和单调下降两种情况，如图3．1所示，并

且五增大时，抑制更强。当噪声关联强度五≤0时，曲线出现极大值(即“随机共振”)
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和单调增加两种情况，如图3．2所示。

图3，1信噪比田哝随着加性噪声强

度D的变化曲线，其它参数值为：

L=1．b=2，c=32，Q=O．001，

厶=0．1，Q=O．00I·

图3．2信噪比跚R随着加性噪声强度
D的变化曲线，其它参数值为：

L=1．b=2，c=32，O=O．001，

厶=0，l，Q=O．001．

如何理解信噪比随着加性噪声强度D的变化曲线会出现共振和抑制昵?我们认

为是由于概率转移速率职会出现激活共振和抑制两种情况，而概率转移速率矸l是

确定信噪比的关键量，因此信噪比也相应会出现随机共振和抑制的情况，而概率转

移速率矾的激活共振和抑制则来自于噪声何的关联11明。

当以噪声关联强度A为参数，信噪比随着乘性噪声强度Q的曲线出现典型的随机

共振，且A从一0．9变化到0．5时。峰值逐渐降低变宽，极值位置向Q增大的方向移动，

如图3．3所示。值得强调的是：在A>0，z=0和五<0，信噪比随着乘性噪声强度Q

的曲线均出现随机共振。但是在信噪比随着加性噪声强度D的曲线中，仅当A<0时

才出现随机共振。因此，乘性噪声和加性噪声对随机共振的影响是非常不同的。这

是我们在物理系统引入乘性噪声的原因之一。

以加性噪声强度D和乘性噪声强度Q为参数，信噪比随着噪声关联强度A的变

化曲线均出现单峰和单调下降两种情况，如图3．4和图3．5所示。它们的极大值都随

着参数D和Q的增大而增大。但是，两者极值位置的变化却相反：以加性噪声强度D

为参数的变化曲线的极值位置随D取值增大向右移动，而以乘性噪声强度Q为参数
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的曲线的极值位置随Q增大向左移动。

图3．3信噪比5：ⅣR随着乘性噪声强

度Q的变化曲线．其它参数值为：

L=1．b=5。c=8，D=0．08。

凡=0．005，Q=O．ool。

图3．4信噪比田限随着噪声问关联强

度五的变化曲线．其它参数值为：

L=l，b=2，c=32，Q=O．00l，

A=O．1，Q=0．ool。

(2)势垒高度b和势垒宽度工对信噪比的影响

以加性噪声强度D为参数，信噪比随着势垒高度b的变化曲线出现抑制。当参数

D增大时，极小值上移，极值点的位置稍微向右移动。以乘性噪声强度Q为参数，

作出信噪比随着势垒高度b的变化曲线，如图(3．6)所示。当参数Q取值变化时，

信噪比随着势垒高度b的变化曲线出现单调下降、双极值和抑制三种情况。而且当

噪声关联强度2>0、五=0和五<0时，均出现这三种情况。因此我们认为这种现象

不是来源于噪声间的关联，而是由于乘性噪声系数的特殊形式。若固定乘性噪声系

数为一常数，即等价于模型中只有一个加性噪声，就回到上述以加性噪声强度D为

参数的情况。

为了文章的简洁性，我们略去信噪比随着其它参数变化时的曲线。以加性噪声

强度D为参数，作出信噪比随着势垒宽度￡的变化曲线，发现它们均单调下降，这

是由于势垒变宽，导致概率转移速率减小，信噪比下降，且当加性噪声强度D增大

时曲线上移。这是合理的，因为在同样的势垒宽度上下，加性噪声强度D越大概率

转垒宽度L的增大均单调减小。
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图3．5信噪比SMR随着噪声问关联强

度A的变化曲线，其它参数值为：

L=1，b=2，C=4，D=0．001，

4=O．1，Q=O．001。

图3．6信噪比S^及随着噪声问关联

强度b的变化曲线，其它参数值为；

三=】， c=3．5，D=0．05，

五=-0．5，A=O．005，Q=O．001。

(3)信号幅值A和频率Q对信噪比的影响

以加性噪声强度D为参数，信噪比随着信号幅值厶增加的曲线均单调上升，且

加性噪声强度D增大时曲线上移。当以信号频率Q为参数时，分析信噪比随着乘性

噪声强度Q的变化曲线。当Q取值变化时，信噪比随着信号频率Q几乎没有变化：

对于加性噪声强度D，信噪比随它的变化曲线也有相同的结论。这是在绝热近似条

件下我们所期望的结果，也显示了我们推导的正确性。

3．4小结

在研究随机共振的许多文献中，双稳模型是人们选用的最多也最典型的非线性

模型。本章工作的创新之处在于，引入驱动系统的噪声是互相关联的加性和乘性噪

声，导出了信噪比的解析表达式，全面而详细地分析了噪声的参数、信号的参数和

双稳势结构的参数对随机共振的信噪比的影响。本章内容已发表在‘中国物理快报》

上。
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4双稳系统中的多重随机共振现象

自从Benzi等人【591和Nicolis等人【117】分别独立发现了随机共振现象以来，这一现

象在许多自然科学领域引起了人们极大的关注。此后，随机共振理论逐步发展和完

善。McNamara等人【舛l以概率转移速率为基础，运用绝热近似方法详细研究了双稳

系统的随机共振现象。随后，Hu等人【106】应用本征函数微扰展开的方法，得出了信

噪比更精确的数学表达结果。Gammaitoni等人【1191提出了应用停留时间分布研究随

机共振的方法。这一阶段研究的随机共振都是单峰的情况，即系统的信噪比随着噪

声强度的变化曲线只出现一个峰值。在这些工作中，人们的注意力似乎都放在探讨

什么样的系统中可以出现随机共振现象，而忽略了对随机共振本身的共振形式的关

注和研究。因此，一直到1997年，几乎没有文献发现和研究过随机共振系统的信噪

比随着噪声强度的变化曲线出现多个峰值的情况，即多重随机麸振现象。

1997年，Vilar等人【93l第一次发现了多极随机共振现象。他们利用数值计算的方

法，研究了四个不同的随机系统，作出了信噪比随着加法噪声强度的对数值的曲线。

从这些曲线可以看到，信噪比随着加法噪声强度对数值的变化出现多个极大值，甚

至周期性地出现极大值。

Vilar等人研究的模型中都只包含一个噪声项的情况。而且他们的工作中没有给

出信噪比的解析表达结果。然而在一般实际情况下，许多随机系统往往由多个噪声

来驱动。这些噪声之间还会以各种形式互相关联，Fulinski等人【43,48,126】已对此作了

大量的研究。另外，他们是根据系统的对称性和守恒律，利用标度参数方法来分析

随机共振系统的信噪比与噪声强度之间的关系[93,128】。本文运用绝热近似方法，研究

了由相关乘法噪声和加法噪声驱动的双稳锯齿系统中的随机共振现象，得到了信噪

比的解析表达结果。从信噪比的解析表达结果出发，我们在信噪比随着噪声关联强

度的曲线中也观察到了多重随机共振现象，并且还发现信噪比随着加法噪声强度和

乘法噪声的变化时，既出现了随机共振也出现了抑制。

4．I无限深双稳势阱模型

考虑由相关加法噪声和乘法噪声驱动的一维双稳系统。我们用一个弱的外加余

弦信号调制其双稳势。这里的加法噪声和乘法噪声均为高斯白噪声，且两噪声间以
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白噪声的形式关联。模型的朗之万方程为

戈=一U’(x)+A(t)+g(x)毒(f)+77(f) (4．1)

这里U(x)为双稳锯齿势函数，具体形式为

【厂(x)=

+oo，(m<x<-L)

bxl／L,(-。L<_，x<，O，)、 (4．2)／L—h，(0≤x≤工)
、⋯

+oo，(三<J≤佃)

式中6为势垒的两度，三为势垒的宽度。

方程(4．1)中4(f)=A。cosQt，为余弦调制信号，A。和Q分别为信号的振幅和

频率。乘法系数g(x1为

g∽=℃蒜薹暑 攀
其中c为正常数。

方程(4．1)中噪声掌(f)和玎(f)的统计性质遵守

侈(f))=(，7(f))=0

(孝(f)孝(f，))=2Q6(t-t’) (4．4)

(rl(t)rl(t’))=2D6(t—t’) (4．5)

倨(f)利))=(删刑))=2A√西(r-t7) (4．6)

式(4．4)和式(4．5)中的Q和D分别为乘法噪声和加法噪声的强度，A为加法噪声

和乘法噪声之间的关联强度，满足⋯≤1。

4．2系统输出信噪比的计算

上一节是我们研究的具体模型。为了能够清晰地叙述理论推导过程，我们分两

个步骤来导出系统信噪比的解析表达式。第一步，我们假设睨(f)可用泰勒公式展开
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为【州

吸(f)={[％千口14 cosf)．t+O(鬈)+⋯】 (4．7)

这里的收(f)和睨(f)分别为从J+到J．和从t到‘的概率转移速率，‘和t为

双稳势的两确定论稳定定态值，‰为无调制信号时的概率转移速率，q为畋【f)在

泰勒展开点的一阶导数值。

根据势函数式(4．2)n--I知，^=±三为方程(4．I)的两个确定论稳定定态值，

此时K(f)分别为从一三到￡和从￡到一L的概率转移速率。与朗之万方程(4．I)对

应的福克．普朗克方程为{2I】

a，反x,t)=一a，卜U’(曲+心cosl2t+G(x)G|(工)】p“，)+a。G20)烈x,t) (4．8)

eoG(x)=√万(R92(工)+2A√页毒(曲+1)1”，R=Q／D。

方程(4．8)描述的系统的第一通过时间r(R，五，Ⅸf))为p3，127l

础^舻D-l￡瑚(曲e印鸯墟dyH(y)c朴号黔 (4．9)

其中Ⅳ(J)=【船2(J)+2A√夏童(工)+l】一‘72 (4．10)

中(z)2—．J二H2(y)卜(，’(力+4 eosDt}a'y (4．11)

将具体模型代入式(4．9)，求得

删加去掣丝争M+百象r群笔匀叫+
D

H。K。H!K．一H：K。【c)【p去(Ⅳ!E一Ⅳ：髟+)一l】+

硒D丽e砸丝净【e#务_l】-去一去 (412)

式中月．=(c2R+22c-0tR+1)一1培，H一=(c2R一2_D、，瓦+1)一1圮，

K+=b／L+a(t)=b，L+心eost2t，
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K一=—6／上+A(t)=一b／L+Ao cosf)．t。

氏L4·12 J甜出J干剧弟一遄虺叼删州J眸rdr霰还羞吉未。j口<<AU协J L封量向

度)时，利用文献[53，62，127】的结果，概率转移速率为平均第一通过时间的倒数，即

W(t)=I／r(R，A，4(f))，由概率转移速率的表达式(4．7)可得％和a，，即

{％=∥(f)l。：。=[r(R，A，4)l。；。】～s瓦。 (4．13)

乜《吼：。 (4．14)

根据式(4．12)容易求得

挂㈣圳札=0=啬[cxp学)-1]+啬[expc争_1]+

矗鬻万【exp苦(即2曲-1】+面两丽o。坤百州+州：)_J+
i鲁exp(争【exp(等)-1】 (4．15)丽唧(—矿)【觑p‘1厂)‘1J ⋯∞

由式(4．13)得出％=2／to 。由式(4．14)得到

圭口。=i‘引OT L[ =虿1‘矿L3 cxp(1)+罟exp(_盯一)+

亏等【exp(¨_1】+器[cxp(～．)_l】+

ji尚tex-cO'+--O"，一·-+；；黼expc盯+一盯．，+
专簪exp(咖p(-¨+丢等e啦+)【e醑¨_1】+

岽筹黪盼pcO'．--O"H，+簪 ∽峋
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其中盯+=警，以=1bH产2。至此， ％和q的解析结果均已求得。
第二步，在绝热近似下，系统的功率谱可表示为畔1：

S(o)=S。(∞)+SⅣ@)

(4．17)

式中s。∞)表示占函数形式的输出信号功率谱，&@)表示具有罗伦兹形式的连续分

布输出噪声功率谱。

于是，信噪比表ff：J[94,621

B=j?s。c国，d∞=ji考；；÷；耋了，
(4．18)

上式中，只为系统输出信号的功率，SNR为系统的输出信噪比。在本章中，我

们运用绝热近似理论才能导出输出信噪比的表达式(4．18)。绝热近似理论的有效条

件是：A<<1，D<<1和Q<<1，由于在我们的模型中引入了乘性噪声，因此也要

求O<<1。与信号变化周期和粒子在双阱之间概率交换所需的时间相比，在各个阱

内处达到概率平衡的过程可以认为是在瞬间完成的。而且，这也是我们在式(4．7)

中，仅把A(f)展开到～阶的原因。为了保证结果的有效性，本文中所有参数的选取

均限制在绝热近似条件下。

4．3 多重随机共振及噪声对信噪比的影响

利用信噪比的解析表达式(4．18)，下面着重分析了加法噪声强度、乘法噪声强

度以及它们之间的关联强度对信噪比的影响。

(I)多重随机共振的出现

器％砰订一烈
叫啦生∽慕
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在图4．1中，我们绘出了信噪比随着噪声间关联强度变化曲线的四种情况。取加

法噪声强度D为参数，当D很小时，如D=O．001，信噪比随着噪声间关联强度变化

的曲线出现一个极小值，即信噪比被抑制，图4．1(1)所示。增加加法噪声强度D，

当D=0．08时，信噪比随着噪声间关联强度变化的曲线出现两个共振峰，并且峰的

高度不等，如图4．1(2)所示，这就是在—般系统中很少见的多极随机共振现象。

当D=0．2时，信噪比随着噪声问关联强度变化的曲线也出现两个共振峰，但两个峰

高度的差距增大，且出现两个极小值。继续增加加法噪声强度D，当D=O．30时，

信噪比随着噪声间关联强度变化的曲线出现三个共振峰，右边第一个峰的高度最大，

中间的一个峰的高度最小。这说明多极随机共振的出现不仅依赖加法噪声强度的大

小，而且与噪声间的关联强度有密切的关系，即随机力与势垒的涨落之间的关联程

度。

图4．1信噪比国，R随着噪声间关联强度A的变化曲线．其它参数值为：L=0．1．

b=l，c=30，Q=0．001，ao=O．1，Q=O．001。

4l
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(2)加法噪声强度对信噪比的共振和抑制

信噪比随着加法噪声强度变化的曲线也有四种情况，如图4．2所示。取乘法系数

c为参数，当乘法系数c=7．0时，信噪比随着加法噪声强度增加而单调上升。当乘

法系数c=18．0时，信噪比随着加法噪声强度的变化曲线出现一个极大值，即典型的

随机共振。继续增加乘法系数，当c=20．4对，信噪比随着加法噪声强度的变化曲线

先出现一个极小值，再出现一个极大值，也就是说，先出现了抑制，再出现随机共

振，这种情况在以前的文献中也是很少见的。当乘法系数c=25．0时，信噪比随着加

法噪声强度增加而单调下降。这说明乘法系数也是影响系统信噪比的关键参数。

图4．2信噪比S^假随着加性噪声强度D的变化曲线，其它参数tliY,s,L=0．1，

b=2，名=0．5，Q=O．001，A=O．1，t'-I=O．001。

(3)乘法噪声强度对信噪比的共振和抑制

在图4．3中，我们绘出了信噪比随着乘法噪声强度变化曲线的四种情况。当乘法

系数c：1．7时。信噪比随着乘法噪声强度增加而单调上升。当乘法系数c=4．6时，
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信噪比随着乘法噪声强度的变化曲线出现一个共振峰，即典型的随机共振。继续增

加乘法系数c，当c=10．8时，信噪比随着乘法噪声强度的变化曲线与SNR～D曲线

相反，表现为信噪比随着乘法噪声强度增加，先出现共振(极大值)，再出现S^限的

抑制，如图4．2(3)和图4．3(3)所示。当乘法系数c=30．0时，信噪比随着乘法噪

声强度增加而单调上升。

图4．3信噪比S^碾随着乘性噪声强度Q的变化曲线，其它参数值为：L=0．1，

6=5，A=O，D=0．2，A=O．1，Q=O．001·

综上所述，系统的输出信噪比不仅仅是在某一个特定的噪声强度参数时形成随

机共振，而且可以在多个不同的噪声强度参数时达到随机共振。在同一个系统中，

既可以形成随机共振，也可以存在抑制。我们认为多极随机共振是随机共振现象的

一种新的表现形式，它有助于引导人们进一步认识随机共振现象的本质。在本文模

型中，各个共振峰的高度相差很大，我们期望通过修改模型，使得各个共振峰的高

度相等，这样更有利于实际的应用。
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4．4小结

目前，报道多重随机共振的论文越来越多。本章选用一维无限深双稳势阱，引

入关联的加性和乘性噪声，导出了信噪比的解析表达式，并详细分析了多重随机共

振信噪比随着加性噪声强度、乘性噪声强度以及乘法系数变化的规律。在信噪比随

着噪声关联强度变化的曲线中观察到了多重随机共振现象，还发现信噪比随着加性

噪声强度和乘性噪声强度的变化，既出现了随机共振也出现了抑制。本章内容已发

表在{Eur．PhysJ．B》上。其审稿人在审稿报告中说，由于本章内容的创新性，甚至

同意可以在不改正有些语法问题(指英文稿的语法错误)的情况下马上发表。这篇

论文发表后，正在筹备中的第三届国际慢动力学讨论会(拟2003年11月3日至8

日在日本仙台召开)即来函邀请参加这一会议。
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5具有周期调制噪声的单模激光系统中的随机共振现象

自从1981年帮济等口9】发现随机共振现象以来，人们对随机共振现象作了大量的研

究。近年来，人们对随机共振本质的认识有了很大的进展。与传统的观念相比，新的理

论和实验主要体现在三个方面。(1)以前普遍认为的三个必要条件fl,90l(非线性系统、

噪声和周期信号)被突破，人们在无外信号或线性系统中也发现了随机共振现象阢蚴。

(2)传统的随机共振局限于单峰形式的共振情况【9，刚。1997年， Vilar等【93】首次发现

了多峰形式的共振，即多重随机共振，现在已成为研究的一个焦点【65】。(3)传统的随

机共振一般由信噪比与噪声强度的关系来刻画体现【9舯射一。1998年，Barzykin等嗍

提出也可以用信噪比与噪声自相关时间的关系来体现。在第一方面，人们从理论和实

验上对线性系统中的随机共振现象作了详细的研究。1996年，Berdichevsky等1109】研究

了由乘性噪声驱动的线性系统，发现在乘性噪声的情况下可以出现随机共振现象。

1999年，他们又进一步考虑了由关联乘性噪声和加性噪声驱动线性系统的情况fllo】。

2002年，在单模激光增益模型中，考虑泵噪声和量子噪声的关联，运用线性化近似方

法，我们发现在仅由加性噪声驱动的线性系统中也能出现随机共振现象【1111。

以上对线性系统的随机共振的研究中，噪声和信号都是以相加的形式引入的。

但是，Dykman等11291在研究非对称双稳系统中的随机共振时，曾把噪声和信号以相

乘的形式引入，即用信号调制噪声。实际物理系统中，这种周期调制的噪声很普遍，

例如，在光学和无线电的放大器中，噪声的强度就被信号调制了Il291。因此对信号调

制噪声的研究具有重要的实际应用价值。在我们工作[111】的基础上，本文首次将信号

和噪声以相乘的形式引入单模激光系统中，考虑关联的泵噪声和量子噪声的情况，

第一次在激光系统中发现了多重随机共振现象。通过对由关联色泵噪声和色量子噪

声驱动的单模激光增益模型的研究，我们计算了激光稳态时的光强关联函数、功率

谱和信噪比，发现信噪比随着关联时间的变化不仅出现单峰的随机共振，而且还出

现了多重随机共振。由于本章应用线性化方法，我们可以得到精确的解析结果，同

时也不受绝热近似条件【9，64螂，941的限制。

5．1具有周期调制噪声的单模激光模型

单摸激光增益模型输入信号后的光强方程为⋯1：
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d出I=-2KI+再2F∥I+D+1+2I脚4c。s(Q)善(f)+2√动(r) (5．1)

其中泵噪声掌(f)和量子噪声叩(f)的统计性质为：

(∞))嘲))_0，(∞顺。)=罢eXp(一掣)，(祀M。)=Oexp(_掣)，

嘣咖∥肛啪烦。扛雩‰一单，小矧 @z，

式中，为激光光强；A为噪声关联强度；Q、D分别为泵噪声和量子噪声的强

度；假设泵噪声自关联时间、量子噪声自关联时间和两噪声间的互关联时间均为f；

∥=了A，彳和I’分别为自饱和系数和增益系数；K为损失系数。

5．2单模激光光强输出功率谱及信噪比

对上面介绍的模型，我们用近线性化近似方法进行处理。令

J=，o+6(t) (5．3)

冥中占(f)为微扰项，将(5．1)式在确定论定态光强，。=(F一定)／届K附近线性化，可

得线性化方程为：

警邓(f)+D+音瓮侧咣(f)+2而(f) (5’4)

式中y=2K(r一／O／r；由(5．4)式可得：

(印))=导(1玎一) (55)

根据平均光强相关函数的定义：

式中(t(t’+f)，(r。))=

曰(f)=lim(1(t’+f)，(f’)) (5．6)
r’—’∞

罢f、署(，(“f)，(n)甜，可求出口(r)(只讨论y≠r一·)。
46
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对平均光强相关函数B(f)式做傅立叶变换，得到光强的功率谱为：

S(脚)=Si(棚)+S2(∞) (5．7)

其中s。∞)为输出信号功率谱，是@)为输出噪声功率谱。信噪比定义为输出信

号功率只与国=Q处的单位噪声谱的平均功率之比：

R： 墨
S：∞=Q)

(5．8)

上式中只=j=。墨(∞)d∞=苎篷兰塑ji警，
蹦⋯户2叫yIQA，2-c去c半一警，+罢c亡一}瓦y-1／r一孝‰，
+华☆c警一半+赤，+格啦}
+

2DIo矸≯i万嘶。
其中 茁=，2+Q2，A=24厶／(1+芦％)，

K+=(y+l／r)2+Q2，t=(y-l／r)2+Q2。

5．3结论和讨论

根据信噪比的表达式(5．8)，我们在图5．1．3中绘出了信噪比随着噪声关联时间

的变化曲线。从图中，我们可以看到多重随机共振和单峰形式的随机共振现象，而

且改变噪声间的关联强度和噪声强度，会出现多重随机共振和单峰形式的随机共振

之间的转变，即通过控制噪声的参数，可以决定随机共振的形式。

(1)噪声间的关联强度对随机共振形式的影响

在图5．1中，以噪声间的关联强度旯为参数，绘出了信噪比随着噪声关联时间r

的变化曲线。当0．45<A≤0．60时，曲线出现双峰形式的多重随机共振。两个峰的高

度不等，右边的峰高于左边的峰，如图5．1a所示。当O．60<旯≤1．00时，如图5．1b

47
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所示，曲线转变为单峰形式的随机共振。

图5．1信噪比随着噪声关联时间f的变化曲线。其它参数为： Q=0．8，D=O．1，

10=1．0，∥=1．0，y=20，A=1．0，Q=10，(a)A=0．5；(b)A=0．8．

(2)量子噪声强度对随机共振形式的影响

在图5,2中，以量子噪声强度D为参数，绘出了信噪比随着噪声关联时间f的变

化曲线。当O．04<D s O．06时，曲线出现单峰形式的随机共振。如图5．2a所示。当

D>0．06时，如图5．2b所示，曲线出现两个极大值和两个极小值，双峰形式的多重

随机共振。

(3)泵噪声强度对随机共振形式的影响

在图5．3中，以泵噪声强度Q为参数，绘出了信噪比随着噪声关联时间f的变化

曲线。当O．04<Q≤1．06时，曲线出现两个极大值和两个极小值，双峰形式的多重随

机共振，如图5．3a所示。当g>1．06时，曲线出现单峰形式的随机共振，如图5．3b

所示。

下面把我们先前的工作[1lH与本文的工作作一个比较。从讨论的模型上看：前

者是把信号和噪声以相加的形式引入到单模激光系统，而本文是把信号和噪声以相

乘的形式引入到单模激光系统。因此，它们代表着不同的物理过程。从所得的现象

上看：(1)前者中只出现了单峰形式的随机共振，而本文还存在多重随机共振现象：

(2)前者的随机共振只出现在信嗓比随着泵噪声和量子噪声强度变化的曲线上，信

噪比随着噪声关联时间变化的曲线没有随机共振现象，与此相反，本文的随机共振

现象只出现在信噪比随着噪声关联时间变化的曲线上，信噪比随着泵噪声和量子噪
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声强度变化的曲线不出现随机共振现象；(3)前者的随机共振出现在关联强度五<0

的情况下，而本文的随机共振现象出现在关联强度五>0的情况下。

图5．2信噪比随着噪声关联时间f的变化曲线。其它参数为： Q=1．o，五=0．5，

Jo=1．o，卢=I．O，y=50，4=1．0，Q=10，(a)D=0．05；Co)D=O．10．

图5．3信噪比随着噪声关联时问f的变化曲线。其它参数为：D=O．1，五=0．5，，o=1．0，

卢=1．0，，=50，一=1．0，Q=10，(a)Q=1．0；Co)Q=2．0。

总之，由于是把信号和噪声以相乘的形式引入到单模激光系统，我们首次在单

模激光系统中同时发现了两种形式的随机共振现象。这不仅为随机共振研究提供了

新的现象，而且也为激光器的设计优化提出了新的方法。

5．4小结

以前的许多工作都是把噪声和信号以相加的形式引入到随机系统。本章的创新
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之处是把噪声和信号以相乘的形式引入到单模激光系统。通过应用第二章介绍的线

性化近似方法，导出了激光的输出信噪比的解析表达式。根据信噪比的解析表达式

分析发现，在信噪比随着噪声关联时间的变化曲线中，出现了两种形式的随机共振

现象(多重随机共振和单峰形式的随机共振)。当改变泵噪声和量子噪声间的关联强

度和噪声强度时，还会出现多重随机共振和单峰形式的随机共振之间的转变。
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6噪声关联与对称双稳系统平均第一通过时间的对称破缺

自从}LA．Kramers【l”l首次研究粒子逃逸以来，布朗粒子的逃逸问题成为非线性

随机系统的～个重要研究方向。在许多文献中，人们引进平均第一通过时间或逃逸

率作为刻画逃逸过程的主要物理量⋯1，m18，127,132‘1331。在这些工作中，关于逃逸问题

的理论研究、实验研究和数值模拟都有了很大的发展。其中Doering和Gadoua【101

应用主方程和福克一普朗克方程研究了只含加性噪声的的分段线性双稳系统的首通

时问r(z一～三)，并与数值模拟对比，发现了“类共振”现象。Madureira等人118】

研究了由相关加性和乘性白噪声同时驱动的立方双稳系统，利用数值计算分析了逃

逸率K+(一1寸+1)的行为，得出了R<<1和R>>l的解析结果(R为乘性噪声和加性

噪声强度的比值)，并发现了逃逸率随着R的“巨抑制”现象。

以上对双稳系统的逃逸问题的研究中，主要都集中在单方向的逃逸问题上，但

对于噪声间存在关联的情况，平均第一通过时间，+和丁一表现出完全不同的特点。在

一般实际情况下，许多随机系统往往由多个噪声来驱动。这些噪声之间还会以各种

形式互相关联，Fulinski等人已对此作了大量的研究143,48 t261。因此，只有研究噪声

关联对双稳系统相反方向平均第一通过时间的影响才能全面描写其瞬态性质。本文

计算和分析对称双稳系统中存在噪声间关联时的相反方向的平均第一通过时间，发

现T+(即T(x一一x+；A))和T一(即T(x+呻工一；A))并不相等且随着噪声强度的变

化表现出不同的现象。

6．1 对称双稳系统的平均第一通过时间对称破缺

考虑由相关加性噪声和乘性噪声驱动的一维双稳系统。系统由朗之万方程描述

为

主=一U7(x)+g(x){(r)+77(f) (6．1)

这里(，’(x)是势函数对X的导数，U(x)为对称双稳势函数， 即U(x)=U(-x)，

U’(x)=一U’(一』)，且假设乘性噪声系数g(x)=一g(一X)，g’(x)=g’(一x)。
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假设噪声善(f)和r／(t)的统计性质遵守

(g(f))=(rl(t))=0

({(f)≤(f’))=2Q3(t-t’)

(rl(t)rl(t’))=2DS(t-t’)

(舌o)町o7))=(叩(r)毒(f’))=2A√亘面裔(f～f’)

(6．2)

(6‘3)

(6。4)

式(6．2)和式(6．3)中的Q和D分别为乘性噪声和加性噪声的强度，式(6．4)中旯

为加性噪声和乘性噪声之间的关联强度，满足H≤1。

与朗之万方程(6．1)对应的福克．普朗克方程为138'45】

a。p(x，f)=一a，卜U’O)+D[Rg(x)+Z4R]g’(工))p(x，f)+

D(3。[Rg2(x)+2A厄(x)+l】p(x，f) (6．5)

式中R=Q／D。

观察方程(6．5)的形式，由势函数的对称性可知：当A=0时，p(x，t)=p(一工，t)，

即分布函数具有对称性；当4≠0时，p(x，t)≠p(-x，t)，但是如果态空间扩大，由

(x)一(x，旯)，可导出“广义”的对称性，即p(x，f；丑)=，(吖，f；一A)。

首通时间的表达式为‘17】

T+=r(x一_‘：A)=D。eH(x，4)p。(x，4)dx[％p(y，4)ely (6．6)

r～兰r(工+—}工一；A)=D’1 f+／-／(x，A)p一1(x，4)ax f。p(y，A)妙 (6．7)
Jj一 ■￡

式中x．和x一为双稳势(厂(工)的两确定论稳定定态值，p(x，A)为定态几率分布，其表达

式为

P(葺A)=NH(x,4)exp[-①(x)／D] (6．8)

其中Ⅳ为归一化常数，Oa(x)和tt(x，A)分别为广义势和前置因子，
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①(工)=I H2(x，z)u’(x)ay，

／-／(x，咒)=(1+2五√Rg(工)+．融2(x)】-“2。

当旯=0时，有H(x，旯)=日(一工，旯)，p(x，旯)=p(一x，旯)，由式(6．6)和式(6．7)

可得，T(x一寸x+；O)=T(x+斗X一；O)，平均第一通过时间r+和丁’具有空间对称性：

当 A≠0 时 ，H(x，A)≠日(一x，丑) ，p(x，A)≠p(-x，兄) ， 因此，

r(x一呻x+；五)≠T(x+专x一；兄)，即平均第一通过时间空间对称性破缺。但是，如果

态空间由(X)扩大为(工，旯)，当兄≠0时，有H(x，A)=H(—x，一旯)，p(x，旯)=，(q，—五)，

则仍存在“广义”的对称性，即r(x。一工+；旯)=T(x+寸X；-2)。因此，我们只需

要研究旯≥0时，丁(x一呻z+；A)和r(x+一x一；A)的性质。

6．2四次方双稳势阱模型的对称破缺

四次方双稳势函数的具体表达式为

U(x、=一O．X2+h4 (6．9)

式中a和b为秀莹结构参毅。乘住噪户糸毅g(x)=z。

根据式(6)和式(7)，利用最陡下降近似方、法【9·181，可得

州2蕊萧4蒜21rb 2 exp扣(o)叫千厕】}(6．10)口、『口R／千,z4aR／b+1 “

其中

叫帅=去疋誊工+学1Il(肌2A压+1)
+丽1蓊‘忑a2一掣R 一(狰，√R(1一五2)。√月

2
。

‘√1一无2。

酬A{-1)=去^誊x+丝杀型1n(戤2+2旯厄+1)
1

r a2．A6√R(42z一3)1一i丽。忑一——i—Ja
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图6．1-5绘出了平均第一通过时间与噪声强度之间的变化曲线。对于r+∽)，i)

z1+随着Q的增加，出现单峰，即“共振”现象，且旯取值越大峰值越高，峰的位置

向右移动，如图6．1所示。当旯=0时，峰消失，r+随着9的增加单调下降。 ii)

以z和Q为参数，当Q=3．0时， 旯取值增大，r+～D曲线出现单调、双峰和单峰

的情况，如图6．2a所示；当Q=2．0时， 丁+随着D的增加出现一个峰值，且五越大

峰值越高，如图6．2b所示；当Q=1．0时，随A取值减小，丁+随着D的增加出现单

调下降、双极值和单调上升三种情况，如图6．2c所示。

圈6l T+与乘性噪声强度Q的函数关系．其它参数为；a=1，b=1，D=O．02．

图6．2丁+与加性噪声强度D的函数关系。其它参数为：

(a)a=1，b=1，Q=0．7；∞a=1，b=1，Q=1．1。

再研究，一(名)，j)，+～Q曲线的增加，单调下降，如图63所示。 ii)以Q为
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—。—≈—≈—；—=——。—％—≈—目————％—≈—=一
参数，当Q=3．0，r一随着D的增加单调上升，如图6．4a所示；当Q；2．O和Q：1．0

时·与Q=3．O时的情况相似，都单调变化；当减小Q到0．5时，71一随着9的增加出

现一个极小值，且五越大极小值越小，即抑制越强，如图6．4b所示。

图6．3 T一与乘性噪声强度Q的函数关系．其它参数为：a=1，b=1，D=O．02．

图6．4 T+与加性噪声强度D的函数关系．其它参数为：

fa)口=1，b=1，0=0．7：00口=l，b=1，0=1．1。

对于r+／r一：如图6．5所示，当A=0时，r+，，一等于l。这正是我们所预期的

结果，也证明了我们理论推导的正确性。当五≠0时，，+／T一随着Q的变化曲线出现

一个峰值，并且随着且增加，峰变高。从这里我们可以看到2对T+和，一的影响是非

常不同的。
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图6 5 T+／T一与乘性噪声强度Q的函数关系。其它参数为：

口=l，b=1。D=0．02。

6．3锯齿双稳势阱模型的对称破缺

锯齿域辑努函数嗣具1萃表达式为o

f一2bx／L一2b，(--00<工s—L／2)

吣)={一2b撒x／L缇,(-(L。／<2J<圳x≤02))
【2bx／L一2b，(L／2<工≤∞)

式中6为势垒的高度，三为势垒的宽度。乘性噪声系数g(∞=Ur(J)。

根据式(6．6)和式(6．7)，计算出T。(A)的精确结果，

r(咖窘嚎【1_ex好创f1-州干以)】+毒【州话沪"

高【1一exp(千％)】【2一州干吼)】’
式中盯。=型D ，以=(足+IR+2Aq面K。+1严，丘=±了2b。

(6．11)

(6．12)

图6,6．10绘出了平均第一通过时间与噪声强度之间的变化曲线。对于，+(A)：
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j)强关联(五=0．9)时，r+随着Q的增加先出现一个极小值，再出现一个极大值，

即先“抑制”，再“共振”；当Z<0．8时，曲线单调下降，如图6．6所示。ii)当五；0

时，曲线单调下降；当旯≠0时，r+随着D的增加出现一个极小值，g,t越大，曲

线越低，即“抑制”越强，如图6．7所示。

图6．6 T+与乘性噪声强度Q的函数关系。其它参数为：L=1，b=3，D=2

图6．7 T+与加性噪声强度D的函数关

系。其它参数为：L=l，b=3，Q=1。

图6．11四次方模型的定态几率分布

匕·其它参数为：a=1，b=1，

O=0．4，D=0．2。A=0．2。

对于，弋A)， i)T‘随着Q的增加，出现单峰，且A取值越大峰值越高，峰的

位置向右移动，如图6．8所示。 ii)T一随着D的增加，也出现单峰，如图6．9所示。

对于r+，r一：当A=0时。r+，r‘等于1。这是我们所预期的结果。当五≠0时，

57
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，+／丁一随着Q的变化曲线出现一个极小值。随着五增加，曲线降低，极小值的范围

变宽，形成抑制平台，如图6．10所示。也就是说，随着z增加，抑制增强，五对r+

和，一的影响也是非常不同的。而且，当Q的范围扩展到无穷大，r+／T一趋向于1。

从物理的图象上看，当乘性噪声的强度远大于加性噪声时，加性噪声的影响很小，

甚至可以被忽略，此时也就不用再考虑噪声间的关联，因此，，+等于r一。

图6．8 T一与乘性噪声强度Q的函数关系。其它参数为：L=1，b=3，D=2．

图6．9 T一与加性噪声强度D的函数关

系。其它参数为：L=1，b=3，Q=l。

图6．10 T+IT一与乘性噪声强度Q

的函数关系。其它参数为：L=1，

b=3，D=2。

6．4讨论和结论

由式(6．10)和式(6 12)可知，当旯=0时，T+=T一，因此这两个对称双稳模
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型的结果迸一步验证了前面的结论。当z≠0时，怎样从物理图象上理解T+≠T一呢?

从定态几率分布来看，当旯≠0时，粒子在左势阱和右势阱中的概率分布是不相等的，

因此，这就要求粒子从左势阱逃逸到右势阱的速率与粒子从右势阱逃逸到左势阱的

速率不等，从而要求相反方向的平均第一通过时间也不相等。以四次方模型为例，

当五>0时，如图6．9所示，粒子分布在左势阱中的概率大于分布在右势阱中的概率，

因此，粒子从左势阱逃逸到右势阱的速率应小于粒子从右势阱逃逸到左势阱的速率，

则应有T+>T一，恰如图6．1和图6．3所示。

从上面两个例子可得如下结论：(i)由于噪声间关联的存在，导致对称双稳势

的平均第一通过时间左右不对称，即T+≠T一。而且，它们随着噪声强度的变化规律

也完全不同。(ii)由于关联效应使平均第一通过时间随噪声强度的变化，出现共振、

抑制，乃至于出现“相变”。当旯=0(无关联)时，所有r+和z’一随着噪声强度的变

化均为单调。

综上所述，由于两噪声之间相互关联，导致了对称双稳势系统几率分布的不对

称，从而破坏了粒子越过势垒的平均第一通过时间的对称性。平均第一通过时间和

粒子的转移概率之间有定量的联系，因此这一对称性的破坏会导致许多现象的出

现。例如对称周期势系统，两噪声的相互关联会引起输运现象。又如对称双稳势系

统在噪声间相互关联的影响下，会改变随机共振的特征。我们正在进行这些方面的

研究。

6．5小结

许多关于通过双稳势的平均第一通过时间的研究工作往往只讨论单方向上的平

均第一通过时间，而忽略了相反方向上的平均第一通过时间。本章的工作是运用综

述中介绍的传统方法计算了通过两个对称势向左和向右两个方向上的平均第一通过

时间，发现平均第一通过时间在向左和向右两个方向上并不对称。我们认为噪声间

关联的存在是导致这种空间对称破缺的直接原因。本章内容已发表在((Phys．Letts．A》。

其审稿人在审稿报告中，表现出对这一课题的极大兴趣。而且，论文发表后，阿根

廷同行Horacio Wio教授特地发来电子邮件进行学术交流。
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7单模激光损失模型的定态性质分析

自从A．Fulmsl【i和T．Tclcjko首次提出两噪声问存在关联后(4引，曹力和吴大进对

关联噪声驱动的一维随机系统做了详细而全面的研究H5，”4。1”】。以此为理论基础，将

噪声间的关联引入到激光系统。他们认为泵浦噪声和量子噪声之间存在关联，结果

从理论上得出的结论与后来的实验完全相符。其中，朱士群在激光场幅白噪声模型

中，研究了两白噪声问以白关联形式出现的情形【4”。文献[47]指出，场幅定态几率分

布峰值随净增益系数增加而减小，随关联强度增加而增加：光强均值超过某阈值时，

随净增益系数‰线性增加，而不受关联强度影响；协方差随关联强度增加而减小。

但在实际的激光系统中，泵浦噪声和自发辐射产生的量子噪声之间是以色噪声的形

式表现。

7．1单模激光三次方模型的场幅几率分布

在单模激光三次方模型中，如果只考虑擞光场幅，则单模激光三次方模型的场幅明

之万方程为

膏=aoX--Ax3+售+工F1(t)+F2(t) (7．1)

其中ao和A分别为净增益系数和自饱和系数。噪声的统计性质为

<rf(f)>=o，<Fi(t)Fi(s)>=譬exp[一掣i]，

<Fi(t)Fj(s)>=?L、／DID26(t—s)，(f，J。1,2，f≠_，)。

其中五为噪声间关联强度，取值为一I≤兄≤1。

先考虑具有占函数关联形式的双色噪声驱动一般系统的朗之万方程

j(f)=f(x)+g(x)Fl(t)+F2(f)

运用由Van．Kampen引理和Novikov定理导出的几率分布函数演化方程【1361

呈p(x，f)：一Cf(x)p(x,t)cot Ox

+—1二；II—f可ij—-—gjl(x—o—)f——(—x——o)／g—(x—o两)旦Oxg(x)昙g(x)p(x，D—r。’(工。)’ ]⋯叙⋯一～
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+A√可i要g(x)昙p(州)凹 蹴

+杰等p瓴r)+兄√硒导办№f)(7．2)
式中‰为确定论定态值。

下面运用导出的几率密度演化方程(7．2)式，导出单模激光三次方模型的近似

福克一普朗克方程：

式中

昙脚)_【一昙c(曲+导荆№r) (73)

c(曲=(。o+Dl／a)x-．如3+昙+A扣瓦

D(z)=导x2+2,2,D厄ID2x+D2／卢
口=1+2rl(ao+AD2／2ao)

∥=1+2r2(ao+AD2／4ao)

由(7．3)式求得定态几率分布P。(x)为

删。蒜e冲黯’
式中Ⅳ为定态几率分布归一化常数。其解析表达式

当a／3；：<1时的定态几率分布

Pst(x)=N1[D(x)]r-txp／2 exp[-mAct^学2Aa22 D厩ID2
arctan(]叁!型丝：)】
、／DlD2(1／口fl一∥)

当翻锨2>1时的定态几率分布

(7．4)

6
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其中

儿c⋯：[D(x)]r-Ix∥2exp[-帮Aa+学
(7．5)

硝。=N3[D(x)]r-lxp'ze印r啬^学x
坝司雨当面’】 (7．6)

y=(以oa+D1)／2Dl—AD2口2(4A2qp一1)／2Dl：Zfl—fl／4

孝=扣肥m训+竽(22-312俐嵯‰)l／2
式中Nl，N2，Ⅳ3分别为定态几率分布函数的归一化常数。

下面再考虑光强定态矩的形式。由于z：47，所以定态光强，的均值为

光强的二阶原点矩为

光强的协方差为

<，>-<工2>-￡z2以o)me

<，>=<x4>：J：『石4几@胁

兄2(0)=<，2>／<，>2—1

7．2噪声和系统参数对单模激光定态统计性质的影响

影响

(1)净增益系数口o、关联强度且和噪声自关联时间对激光场幅定态几率分布的

由图7．1可以看出，场幅定态几率分布函数Pst(x)～工曲线的峰值随净增益系数

淼一
一
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口。的增加先减小后增大，且峰值位置向右移动；由图7．2可看出，随着关联强度z的

增大·场幅定态几率分布函数p时0)一戈曲线的峰值减小。这里的结论与文献[471的

结论有明显的差异。我们认为主要是因为噪声的“颜色”引起的色效应。这里还得

出，场幅定态几翠分布函数岛，(工)～善曲线的峰值随着乘法噪声自关联时间7l的增大

而明显增大，见图713；但随着加法噪声自关联时间72的增大，场幅定态几率分布函

数P。(算)一工曲线的峰值增大很小，如图7．4所示。

图7 1场幅的定态分布函数曲线．其它参数

为：A=1，Dt=1，D2=O．1，A=O．1，

fI=O．1，f2=O．1·

图7．3场幅的定态分布函数曲线．其它参数为：

口。=2，A=1，B=1·D2=0．1t五=-0．5·

f2=O．1。

。4e

—O’6

分
。·2

O

图7．2场幅的定态分布函数曲线。其它参

数为；ao=l，Dl=1，D2=0．1，

五=O．1，^=O．1，r2=0．1。

图7．4场幅的定态分布函数曲线。其它参

数为：a0=2t A=1，Dt=1，D2=0．1，

A=一0．2，f2=O．1。
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(2)关联强度A、净增益系数oo和噪声自关联时间对激光光强均值的影响

我们对光强均值进行了数值积分，绘出光强均值<，卜z曲线，发现激光光强

均值随噪声间关联强度A的增大而单调减小。如图7．5a所示，当增大乘法噪声自关

联时间fl时，在曲线a和b交点(交点很靠近图7．5a的左上角)的右边，光强均值

增大；当增大加法噪声自关联时间f2时，<I>～Z曲线几乎不受影响，如图7．5b所

示。如图7．6，<，卜口。曲线中，光强均值随着净增益系数ao的增加几乎线性增加；

当改变乘法噪声自关联时间Z"1和加法噪声自关联时间72时，<，>～ao曲线几乎不受

影响，分别见图7．6a和图7．6b。

图7 5a光强均值随着噪声关联强度的变化曲

线。其它参数为：ao=2，A=1，Dl=l，

D2=0．1，f2=O．Ol。

图7．6a光强协方差随着净增益系数的

变化曲线。其它参数为：

A=l，DI=1，D2=O．1，A=一0．1，

f，=0．1。

图7 5b光强均值随着噪声关联强度的变

化曲线．其它参数为；aO=2，

A=1，DI=lt DI=O．1，fI=O．1。

圈7．6b光强协方差随着净增益系数的变

化曲线。其它参数为： A=l，DI=1，

D2=O．1，Z=--0．1，fl=O．1。
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(3)净增益系数口。和色噪声自相关时间对协方差的影响

从图7．7所示的屯(O)～口。曲线可以看出，协方差随净增益系数口。的增大而单调

减小，将关联强度A的增大时，如(O)～ao曲线整体向上抬，说明这时激光器的精度

变差。这与文献[47】的结论有差别，我们认为这是由于色效应引起的。由图7．8可

以看出，当乘法噪声的自相关时间7l增大时，协方差如(0)～印曲线整体下移，说明

激光器的精度随7l增大而提高；当加法噪声自相关时间72变化时，协方差如(O)～口。

曲线几乎不受影响，见图7．9。

图7．7光强协方差随着净增益系数的变

化曲线。其它参数为： A=l，Dt=l，

D2=0．1，A；--0．1，屯=O．1。

图7．8光强协方差随着净增益系数的变

化曲线。其它参数为：A=l，Dl=l，

D2=O．1．A=-0．2，l"2=O．1．

圉7 9光强协方差随着净增益系数的变化曲线。其它参数为： A=l，

Dl=1，D2=0．1，A=-0．2，f2=0．01。
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7．3小结

本章内容的创新之处是首次研究由关联色噪声驱动的单模激光损失模型的定

态性质。本章工作详细分析了净增益系数、关联强度和噪声自关联时间对激光场幅

定态分布性质的影响，对激光光强均值的影响和对激光场幅协方差的影响。



华中科技大学硕士学位论文

8总结与展望

纵观物理学的全部伟大发现，不难看出，它们可以分成三类。第一类是偶然的

发现。第二类是指依靠理论或实验，在直觉或预见的基础上，有目的地进行探索，

从而发现这些现象。第三类发现则是一些由具有数学精确性的理论所预言的现象。

这类发现的一个典型例子是赫兹发现了麦克斯韦在其理论中所预言的电磁波。现在，

第一类的发现越来越少，第三类由理论预言的发现则越来越多。因此，对我们所研

究的方向进行总结和展望是很有必要的。

本论文用解析的方法研究了由关联噪声驱动的随机动力学系统中随机共振的特

征、平均第一通过时间的对称性破缺及激光系统统计性质的分析。本章，我们先对

本文的工作做一个总结，然后根据有关文献以及作者平时在科研中的思考，对进一

步可能开展的研究进行展望。

8．1对随机共振和第一通过时间对称性破缺的总结

在论文的综述部分，我们介绍了目前国内外许多文献对随机共振和平均第一通

过时间的研究情况。在他们研究的基础上，我们提出了更普遍更简洁的由关联噪声

驱动的双稳系统和激光系统的随机动力学模型，通过解析计算导出了相应的公式，

并对许多新的现象进行了深入的研究。

首先是对随机共振的研究。(I)运用绝热近似理论，研究了锯齿型双稳势阱模

型中随机共振信噪比的性质。我们发现，信噪比随着加法噪声强度变化时，不仅会

出现共振，还会出现抑制、单调减少和单调增加四种情况；信噪tE随着势垒高度的

变化曲线会出现抑制、双极值和单调下降三种情况。(2)运用绝热近似理论，研究

了无限深双稳势阱模型中的多重随机共振现象。我们在信噪比随着噪声关联强度的

曲线中观察到了多重随机共振现象，并且还发现信噪比随着加性噪声强度和乘性噪

声的变化，既出现了随机共振也出现了抑制。(3)运用线性化近似方法，研究了出

现在单模激光系统中单峰形式和多峰形式的随机共振现象。我们发现，信噪比随着

关联时间的变化不仅出现单峰的随机共振，而且还出现了多重随机共振。当适当改

变参数时，还会出现多重随机共振和单峰形式的随机共振之间的转变。

其次是对平均第一通过时间的研究。我们运用解析方法研究了噪声间关联对对
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称双稳系统的平均第一通过时间的影响。提出了由关联噪声驱动的对称双稳系统中

的相反方向平均首通时间的关系，证明它们不再相等(对称破缺)。作为例子，分别

计算了四次方模型和锯齿模型的平均第一通过时间。由平均第一通过时间的解析结

果，进一步证明了在同样参数区r(x．一工+；A)≠r(x+哼x一；旯)，不仅如此，还发现r+

(即，(t j石+；五))和T一(即r(‘一X一；旯))随着乘法噪声强度Q和加法噪声强度

D的变化呈现出不同的规律。研究发现：(1)由于噪声间关联的存在，导致对称双

稳势的平均第一通过时间左右不对称，即T+≠T～。而且，它们随着噪声强度的变化

规律也完全不同：(2)由于噪声间关联效应使平均首通时间随噪声强度的变化，出

现共振、抑制，乃至于出现“相变”。当A=0(无关联)时，所有丁+和r一随着噪声

强度的变化均为单调。

8．2对随机共振研究的展望

本文对随机共振进行了大量的研究。我们的研究主要集中在对出现在对称双稳

系统中的随机共振现象的探讨。从物理和数学的角度看，我们选取的模型都很简洁，

因而具有物理意义的广泛性。但是，也正是由于这种简洁和广泛性，使得我们的模

型很粗糙，因而得出的结论也只能说是半定量的。进一步要做的工作，应该是改变

我们目前的模型，使模型更加丰富，更加与实际的物理图景贴近，因而也使我们的

工作具有更为重要的实际应用价值和指导意义。

由于随机共振现象最初是在双稳系统中发现的，因而以前许多论文和我们研究

的模型都选择的是双稳和单稳的随机动力学模型。对于多稳随机系统的研究一直被

忽略。但是我们并不认为对多稳随机系统中随机共振的研究应该被忽略，相反，在

多稳系统中，粒子在各稳态问的流动会更加自由，也更加复杂，因而其中随机共振

出现的形式必然更加的丰富多彩。目前，关于处理多稳随机系统的随机共振理论还

没有出现，只有很少的文献用数值模拟和实验的方法对它做过一些探讨。我们相信，

多稳随机系统的随机共振理论的出现一定会成为随机共振理论研究的一个新的里程

碑。因此，我们下一步的研究应尽可能积极参与到这一课题中去。

另外，本文的工作局限于对对称双稳系统中的随机共振现象的探讨。而对于非

对称双稳系统的随机共振研究也一直被忽略。仅有很少的文献对这一课题作过一些



华中科技大学硕士学位论文

零散的研究。在实际的物理系统中，大多数的随机动力学系统都是非对称的。因而

对非对称双稳系统的随机共振研究同样具有重要的实际意义。但是，目前处理非对

称双稳系统的随机共振的理论也还没有出现。我们曾在2002年，对这一课题作了许

多的尝试，但是没有得到令人满意的结果。我想这一问题可能已经引起了国际和国

内其他学者的关注，但至今为止还没有看到对这一问题的报道。因此，加紧对这一

课题的研究是非常必要的。我认为，即使暂时不能提出完整的理论分析，先做一些

数值和实验的探索也是很有价值的。

在本文的第五章，我们初步地研究了单模激光中的随机共振的性质，我们所采

用的方法是线性化近似。而这种近似是有条件的，即线性化时的微扰不能太大。因

此，以后的工作可以考虑用新的思路和方法来进行夏加适当的处理。如过可能的话，

可以考虑在激光场幅的相位中引入相位噪声。

从研究模型上看，我们的研究模型可以进一步的拓展，比如在生物学领域，特

别是对神经元信息传递机制的研究。这方面的文献非常丰富，因此进入这一类课题

也是不困难的。从研究方法上看，国际上的许多文献中都已经非常普遍地采用数值

模拟、电路模拟和实验，而我们的研究仅限于理论的方法。因此，加强这方面的研

究也是非常必要的。

要最终解决上述问题，显然必须付出更艰辛的努力。总之，对这一研究方向的

展望，可以借用毛主席的名言：前途是美好的，道路是曲折的。
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