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数学是自然现象和社会现象包括工程技术的高
度概括和抽象描述。本学术报告以泛函分析中的
一个比较难理解的数学概念，希尔伯特空间为例,
从工程的角度给出了形象的，比较好理解的描述。
将抽象的数学还原为实际的工程问题。此报告还
介绍了有关希尔伯特空间理论在模式识别中的应
用实例。

此报告通俗易懂，通过形象的比喻加深听众对
数学理论的理解，为工程技术人员更好地应用数
学理论以及数学家如何将数学理论和实际应用相
结合提供帮助。

此为作者在国家基金委信息科学部所作报告的
讲稿整理修改而成，和大家分享。



崔景泰 Charles K. Chui, An Introduction to Waves, Academic Press, 1992

“Access to wavelet theory has been limited because much of the 
wavelet literature requires that the reader understand the mathematics
of functional analysis泛函分析, Hilbert space theory希尔伯特空间, etc.”
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Normed Space 
赋范线性空间

Linear Space
线性空间
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L2(RL2(R22)) 空间的函数空间的函数

的重要性质的重要性质

如果 f (x,y) 是L2(RL2(R22)) 空间的函数，即空间的函数，即 f (x,y) 
∈ L2 (R2)，则 f (x,y) 是平方可积函数, 即函数

的能量有限
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函数的能量



f (x) 是平方

可积函数
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f (x,y)

• 图像的面积是有限的: Ω

• 图像的像素灰度级是有限
的: 0 ≤ f(x,y) ≤ 255

• 所以

∫∫ ∫∫∫∫
Ω ΩΩ

∞<Ω=≤≤= 222 255255|),(|00 dxdydxdyyxfdxdy

图像是图像是L2(RL2(R22))空间空间

的函数的函数

f 是平方可积函数
f (x,y) ∈ L2 (R2) ∫∫ ∞<

2
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∫∫ ∫∫∫∫
Ω ΩΩ
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• 这个公式仅仅考虑在图像面积 Ω内的积分.
• 从数学的角度应该考虑在整个空间R2内的积分

• 我们在整个空间R2内制造一个新的图像
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• 因此
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图像是图像是L2(RL2(R22))空间的函数空间的函数



L2(RL2(Rnn)) 空间的一类重要空间的一类重要
函数函数 —— 小波函数小波函数
（（WaveletsWavelets））



Waves, Wavelets, and Waves, Wavelets, and 
TransformsTransforms 波、小波和变换波、小波和变换

Waves & Wavelets 波和小波波和小波

Book and booklet 书和小册子

A new word in English - Wavelets



Waves & Wavelets 波和小波波和小波

WavesWaves 波波

WaveletsWavelets 小波小波
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Transform 变换变换 Input function 被处理的信号

Basis function 基本函数

Basis function g(t,w)
基本函数

Operation:
Inner Product 内积
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f0(x) = 1;f0(x) = 1;
f1(x) = sin(x);f1(x) = sin(x);
f2(x) = cos(2x);f2(x) = cos(2x);
f3(x) = cos(3x);f3(x) = cos(3x);
f4(x) = sin(18x);f4(x) = sin(18x);

f(x) = f0(x) + f(x) = f0(x) + 
f1(x) + f1(x) + 
22××f2(x) f2(x) --
44××f3(x) + f3(x) + 
f4(x)f4(x)
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f0(x) = 1;
f1(x) = sin(x);
f2(x) = cos(2x);
f3(x) = cos(3x);
f4(x) = sin(18x);

f0(x) = 1;f0(x) = 1;
f1(x) = sin(x);f1(x) = sin(x);
f2(x) = cos(2x);f2(x) = cos(2x);
f3(x) = cos(3x);f3(x) = cos(3x);
f4(x) = sin(18x);f4(x) = sin(18x);



f = f0f = f0 + f1+ f1+2f2+2f2 - 4f3- 4f3+ f4
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Fourier analysis, based on analyzing global Fourier analysis, based on analyzing global 
frequency distribution of a signal, can not frequency distribution of a signal, can not 
characterize the characterize the local behaviorlocal behavior of the signalof the signal
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Detection of Breast Cancer Detection of Breast Cancer 
using Mammographyusing Mammography

Mammography Mammograms

CC view MLO view



Estimated new breast cancer cases and deaths in 
women by age, United States, 1999
Age In Situ %  Invasive %     Deaths %
<30 100 0.3 800      0.5  100 0.2
30-39 1,400 3.5 7,400 4.2  1,200 2.8
40-49 9,000 22.6    32,100     18.3    5,600 12.9
50-59 10,000     25.1    37,400 21.4     7,000 16.2
60-69 8,500     21.3    32,600 18.6     7,100 16.4
70-79 8,200     20.6    40,700 23.2   11,000 25.4
80+ 2,700 6.8 24,000    13.7   11,300 26.1
Total 39,900   100.0   175,000 100.0 43,300 100.0

Due to rounding, percentages may not exactly total 100%.
American Cancer Society, Surveillance Research, 1999.

High Risk of Breast CancerHigh Risk of Breast Cancer



85% five years after diagnosis85% five years after diagnosis
–– 43% for leukemia43% for leukemia
–– 14% for lung cancer14% for lung cancer

71% after 10 years71% after 10 years
57% after 15 years57% after 15 years
52% after 20 years52% after 20 years

Breast Cancer Facts & Figures 1999Breast Cancer Facts & Figures 1999--20002000
American Cancer SocietyAmerican Cancer Society

Expected survival rates for Expected survival rates for 
women  diagnosed with women  diagnosed with 
breast cancerbreast cancer



Lesions: Masses or Lesions: Masses or 
MicrocalcificationsMicrocalcifications

Mass
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Tumors: Benign or MalignantTumors: Benign or Malignant

Benign

Malignant
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Wavelet 
Transform

小波变换小波变换

函数 ψ (t)∈ R 小波函数，在L2(R)空间，小波

变换为

a 是频率参数, b 是时间参数.
其中

Wave Transform
波变换波变换

dtetfF tj∫
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w 是频率参数
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1986年



VVjj = V= Vj+1  j+1  ⊕⊕ WWj+1j+1

Wavelet Transform 小波变换小波变换

低频低频

高频高频
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小波变换产生音乐乐谱小波变换产生音乐乐谱

Time
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t

f(t)
Signal

FourierFourier
transformtransform

Inverse FourierInverse Fourier
transformtransform

Time

Frequency
Musical notation

Fourier components

波变换波变换不能不能产生音乐乐谱产生音乐乐谱



多分辨分析 (MRA)
一个在LL22(R)(R)空间的闭子空间系列 {{VVjj } } jj∈∈ZZ 如果满

足以下条件，就称为多分辨分析 MRAMRA::

1  1  VVjj ⊆⊆ VVjj--1 1 for any jfor any j∈∈ZZ

2  clos2  closLL22(R)(R)((∪∪VVj j )=L)=L22(R),    (R),    ∩∩VVjj={0}={0}

3  u(x) 3  u(x) ∈∈VVjj ⇔⇔ u(2x) u(2x) ∈∈VVjj--11

4  u(x) 4  u(x) ∈∈VV00 ⇔⇔ u(xu(x--k) k) ∈∈ VV00

55 存在一个生成函数 g(x) g(x) ∈∈VV00 它可以构成闭子

空间 VV0 0 的 RieszRiesz 基



图像灰度的变化频率图像灰度的变化频率
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任何一个图像 f(x,y) 都属
于某个闭子空间Vj
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VVjj == VVj+1j+1 ⊕⊕ WWj+1j+1

低频低频

高频高频
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LL22(R)(R)

多分辨分析中的闭子空间多分辨分析中的闭子空间
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A WaveletA Wavelet--based Progressive Digital Image based Progressive Digital Image 
Transmission Scheme Transmission Scheme 
基于小波的基于小波的累进图象传输累进图象传输(PIT)(PIT)

ChinChin--Chen Chang, Chen Chang, 
TzuTzu--ChuenChuen LuLu

National Chung Cheng UniversityNational Chung Cheng University

希尔伯特空间理论应用到
图象传输



图象传输图象传输

Sender

Receiver

Internet



Receiver

First Phase Second Phase Third Phase

Fourth Phase Fifth Phase Sixth Phase



Receiver

基于小波的基于小波的累进图象累进图象
传输传输(PIT)(PIT)

First Phase Second Phase Third Phase

Fourth Phase Fifth Phase Sixth Phase



希尔伯特空间理论应用到
模式识别、文本分析领域

文本分析的非层次理论文本分析的非层次理论

基于小波的文本分析理论基于小波的文本分析理论



在国际一流的IEEE期刊、其他国际权威的期刊和
重要的国际会议上发表论文



美国A.K. Jain教授对将

《非层次理论非层次理论》列为国
际上目前公认的文本分
析重要算法，给予了肯
定评价:

[1] IEEE Trans PAMI, 1998, 
Vol. 20(3):294-307,（评价

处为第296,297页)

国际著名模式识别专家、原IEEE 
Trans. on Pattern Analysis and 
Machine Intelligence主编、美国
Michigan大学的 A. K. Jain教授
在IEEE Trans PAMI的带总结性
的论文中[1]，称这些理论 “解
决了高复杂度几何结构的文本分
析问题”。



评价唐远炎的论文评价唐远炎的论文

[82] IEEE Trans PAMI, 1997, 
19(8):921-926

国际著名模式识别专家
George Nagy 在国际权威
的IEEE PAMI总结性的论文
《文本图像分析20年》[2]
中,对我们的工作给予了高
度评价:

[2] IEEE Trans PAMI, 2000, 22(1):38-62, 
公开评价处为第296,297页

“论文[82]提出了一个基于数据而不是基于模型

的方法来去掉表格线条。它的创新点不在于如何去

掉表格文本中的那些水平和垂直线条，而在于打

破了那些墨守成规的方法，应用了二维多分

辨率小波分析（MRA）。实验的结果被三种

金融文本所论证，正如作者所述，这种新方法

展示了完美的性能。”

“论文[82]提出了一个基于数据而不是基于模型

的方法来去掉表格线条。它的创新点不在于如何去

掉表格文本中的那些水平和垂直线条，而在于打

破了那些墨守成规的方法，应用了二维多分

辨率小波分析（MRA）。实验的结果被三种

金融文本所论证，正如作者所述，这种新方法

展示了完美的性能。”



评价唐远炎的论文评价唐远炎的论文

[25] IEEE Trans PAMI, 1997, Vol. 19(8):921-926

国际著名模式识别专
家、美国Drexel大学
、IMPACT 主任
Meystel教授对“小
波-文本分析理论”的
高度评价[3]

[3] IEEE Trans SMC(C), 
2003,Vol. 33(1):86-101,公
开评价处为第92页

“基于小波变换的理论…可能被下面的问题所困

扰：大多数小波变换对不同解析层次的表示处

理趋于相似的功效。另外一个重要的不足：每

个层次处理的精度经常应该是一样的。这样它

没有导致希望的在各种情况下复杂度下降。然

而，[25]的最新研究成果解决了上

述问题。”

“基于小波变换的理论…可能被下面的问题所困

扰：大多数小波变换对不同解析层次的表示处

理趋于相似的功效。另外一个重要的不足：每

个层次处理的精度经常应该是一样的。这样它

没有导致希望的在各种情况下复杂度下降。然

而，[25]的最新研究成果解决了上

述问题。”



[28] Wavelet Theory and its Application to Pattern 
Recognition,  World Scientific, Singapore, 1999.

[29] Advances in Oriental Document Analysis and 
Recognition Techniques, World Scientific, 
Singapore, 1999.

[30]  IEEE Trans. PAMI 21(6):544–551, 1999

[4] Computer Vision and Image 
Understanding,1999, 78:222-
302,公开评价处为第223, 224, 
230, 253页

原美国总统计算机视觉科学顾问组主

席A.Rosenfeld在他的综述《图像分

析与计算机视觉》[4]中，将我们的

两本专著和一篇论文[28-30]中的5项

成果列为国际上该领域主要的研究成

果之一。
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