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摘 要

在高层建筑、桥梁、海上平台和核电站等工程中广泛采用了桩基础。由于桩

和土的相互作用，桩基础的荷载传递、变形及运动都很复杂，其非线性力学分析、

数值模拟和实验都很困难。虽然已有许多论文分析了桩基的线性振动和动力响应，

但对于桩基。特别是对于桩和土都是非线性弹性和粘弹性材料时的非线性动力学

行为和非线性振动研究的论文很少。

本文在假设桩基和桩周土体材料均为非线性弹性和线性粘弹性材料的情况

下，基于广义Winlder模型建立了桩基轴向和横向非线性动力学特性分析的数学模

型，利用复模态分析法、多时间尺度法、伽辽金平均化方法以及非线性动力系统

中的分析方法研究了桩基的线性和非线性动力学特性，包括振动特性、位移响应、

分岔和混沌等，考察了材料和结构等多种参数对桩基动力学特性的影响，揭示了

一些新现象，给出了一些新结果。主要研究工作和成果如下：

(1)假定桩基材料和桩周土体材料均满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性

本构关系，并根据广义Winlder模型，分别建立了分析桩基轴向和横向非线性动力

学特性的偏微分方程，并给出了相应的初边值条件．

(2)研究了桩基轴向和横向振动的振动模态及固有频率。采用复模态分析等方

法，得到了线性粘弹性桩基轴向和横向振动的n．阶振动模态，固有频率与振动响

应的精确表达式。桩基轴向和横向振动的固有频率不仅与边界条件和粘性阻尼有

关，而且也与桩周土体的刚度系数等有关。

(3)假定桩基和桩周土体材料的线性粘弹性性质都比较弱的情况下，用四阶多

时间尺度方法得到了一端固定、另一端自由的线性粘弹性桩基轴向自由振动的雄．

阶固有频率和位移响应的近似表达式．研究表明，当阻尼比较小时，由四阶多尺

度方法得到的固有频率近似值与由复模态法得到的精确值之问的误差很小。

(4)假定桩基和桩周土体材料的非线性弹性性质都比较弱的情况下，利用多时

间尺度法分析了桩基的非线性轴向和横向振动特性，得到了桩基非线性轴向自由

振动和横向自由振动的弹．阶主频率和位移响应的近似表达式，给出了数值算例，

考察了参数的影响．研究结果表明，非线性系统的一．阶主频率不仅与线性系统的露．
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阶固有频率有关，而且也与振幅、阻尼系数和材料的非线性特征量有关；系统的

响应中除含有主频率的谐波外，还含有2倍、3倍的主频率的高次谐波和二个或三

个主频率的和或差的谐波存在。

(5)在假设桩基和土材料的非线性弹性和线性粘弹性性质都比较弱的情况下，

用多时间尺度法得到了一端固定、另一端自由的桩基非线性轴向受迫振动系统主

共振时的稳态幅频响应曲线和失稳边界曲线，分析了系统主共振时稳态响应的稳

定性。给出了数值算例，绘制了粘性非线性系统前两阶固有频率附近的幅频响应

曲线，讨论了非线性系数、粘性系数和激励振幅等参数对幅频响应曲线的影响。

(6)假定桩基及桩周土体材料满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性本构关

系，利用Galerkin平均化方法研究了给定桩顶竖向动位移的嵌岩桩的非线性轴向

动力学行为。得到了不同参数时Galerkin简化系统的时程曲线、相平面图、功率

谱图、Poincare截面和分岔混沌图等。考察了参数对简化系统的动力学特性的影响。

结果表明，嵌岩桩的非线性轴向运动形态，可以呈现周期运动、准周期运动、分

岔或阵发性混沌运动等运动形态。

(7)假定桩基及桩周土材料满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性本构关

系，在桩顶给定横向动位移、动转角的条件下，利用Galerkin平均化方法研究了

桩基的非线性横向运动的动力学行为．得到了简化系统的时程益线、相平面图、

功率谱图、Poincare截面图和分岔混沌图，考察了参数对桩基横向非线性动力学特

性的影响。研究表明，桩基的非线性横向运动形态可以呈现周期运动、准周期运

动、分岔或阵发性混沌运动等运动形态。

关键词：桩基，非线性动力学特性，非线性振动，多时间尺度法， Galerkin方

法，固有频率，主共振，分岔和混沌
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ABSTRACT

The pile foundations arc widely used in engineering,such as，high·rise building,

bridge,offshore platform and nuclear power station。It is very difficult to perform the

nonlinear mechanical analysis,numerical simulation and experiment of piles due to the

complexity of the interaction between the pile and the soil，the load transfer,

deformation and motion．Although there are many papers on linear vibrations and the

dynamic response of piles，there are few papers on nonlinear dynamic behaviors and

nonlinear vibrations of piles,especially,both the materials of the pile and the soil are

nonlinear elastic and viscoelastic ones．

In the present thesis，under the assumption that both the materials of the pile and

the soil around the pile are nonlinear elastic and linear viscoelastic ones，the

mathematics models analyzing the nonlinear dynamic characteristics of pilea are

estabfished using generalized WinHer models,and the linear and nonlinear dynamic

characteristics ofpiles are studied using the plural mode method,the method ofmultiple

time scales，Galerkin method，bifurcation and chaos analysis method and SO On．The

effects of parameters On the nonlinear dynamic characteristics of piles aIe considered

and some new results age giVcn．

The main research contents a聆as follows：

(1)On the basis Of generalized Winlder models,the nonlinear partial differential

equation governing the nonlinear vibration of piles are derived under the assumpti∞

that both the materials of the pile and the soil around the pile obey nonlinear elastic and

linear viscoelastic constitutive relations，and the relevant boundary conditions and the

initial conditions ale give-．

(2)An accurate expressions of the nth-order vibration mode,the natural frequency

and the displacement response of the axial and transversc vibration of piles are

presented by the plural mode method．Results show that the natural hequency of the

axial and transvelse vibration of piles is related to not only the damping coefficient and

the boundary conditions,but also the soil rigidity．

HI
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(3)When both the viscidities of materials of the pile and the soil around the pile

arc weak and the non—linearities of materials can be neglected,the approximate

expressions of the nth-order natural仃eqnency and the displacement response of the

axial vibration of piles are obtained by the method of multiple time scales with order 4．

Research results show that the natural frequency is related to not only the damping

coefficient，but also the soil rigidity．

(4)Under the assumption that both the nonlinear characters of materials of the pile

andthe soilareweak，theapproximateexpressionsofthenth-ordermainfrequency and

the displacement response of the nonlinear axial and transverse vibration of piles are

obtained by the method of multiple time satles，respectively．Numerical examples ale

implemented and the effects of parameters are considered．Research results show that

the main frequency of the nonlinear system is related to not only the natural frequency

of linear vibration system，but also the amplitude,damping coefficient and nonlinearity

of materials．There are high order harmonic wave,s with double and triple of the main

frequency as well as sum and／or difference of 2 or 3 main frequencies besides the

harmonic waves with the main frequency in the response of nonlinear systems．

(5)Under the assumption that au the nonlinear elastic characters and the linear

viscoelastic characters of materials of the pile and the soil arc weak，the steady-state

frequency-response allNf,S for the primary resonances of the nonlinear axial forced

vibration of piles are presented by the method of multiple time SCales．The stabifity of

the steady-state response for the primary“篙OnanOcs of the nonlinear system is

investigated．Numerical examples are given and the effects of the material nonlinearity，

the damping coefficient and the ampfitude of the excitation on the frequency-response

OtII'VCS are considered．

(6)Under the assumption that the axially periodic displacement at the top of pile is

given,the nonlinear partial differential equation for motion of piles is derived under the

assumption of both the materials of the pile and the soil around the pile obey nonlinear

elastic and linear viscoelastic constitutive rclaIions．The Galerkin method is used to

IV
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simplify the equation and to obtain a nonlinear ordinary differential equation．The

methods in nonlinear dynamics are applied to solve the simplified dynamical system,

and all the time-path dcIll'VCS，phase-trajectory diagrams,pOWer spectrum。Poincam

sections，and bifurcation and chaos diagrams of the simplified system ale obtained．The

effects of parameters on the dynamic characteristics of the system arc also considered in

detail．Research results show that a pile embedded in rock may present different motion

shapes included periodic motion,quasi-periodic motion,bifurcation of chaotic motion

andsono．

(7)The nonlinear transverse motion of piles embedded in rock is studied．Here，we

assume that both the materials of the pile and soil obey nonlinear elastic and finear

viscoelastic constitutive relations and that a transverse periodic displacement at the top

of the pile is given．The initial—boundary value problem is firstly set up which is a

nonlinear partial differential equation．Galerkin mcthod is used to simplify the

governing equation and to obtain a simplified dynamic system．All the time-path curves,

phase-trajectory diagrams,pOWer spcctIum，Poincare sections,and bifurcation and

chaos diagrams age obtained．The effects of palameters on the nonlinear characteristics

are considered in detail．Research results show that a pilc embedded in rock may present

different motion shapes included periodic motion,quasi-periodic motion，bifurcation Of

chaotic motion and so no．

Keywords：pilcs，nonlinear dynamic characteristics·nonlinear vibration,method of

multiple time SCales，Galcrkin method，natural frequency，primary I'鹤onanccs’

bifurcation and chaos．
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第一章绪论

1．1课题来源

本课题来源于国家自然科学基金项目，项目编号：50278051。也得到上海市

重点学科建设项目O'm03)和武汉理工大学相关科研项目的资助。

1．2研究的背景和意义

高层建筑、重型厂房、机械基础、公路桥梁、水利设施和核电站等工程中，

常会遇到桩基受到有动荷载的作用，使其产生振动。海洋钻井平台等近海工程的

桩基经常受到波浪荷载、冰荷载和风荷载等强烈环境荷载的联合作用，因而可能

发生较大的变位和振动．但是，由于桩和土的相互作用，桩基础的荷载传递、变

形及运动都很复杂，其非线性力学分析、数值模拟及实验都很困难．长期以来，

入们主要是靠定性分析、简化的数值分析和经验方法来解决实际问题。由于分析

计算的精度比较低，不得不通过大量的现场试验或施工摸索来逐步修正设计方案，

实际花费的代价非常之大，甚至至今仍有许多问题无法解决IⅫ。近20年来由于桩

基在工程中广泛的应用，特别是在一些地震多发的国家和地区，在一些与动荷载

相关的桩土结构物设计计算等领域，人们对桩基动力学分析、数值模拟、试验检

测等研究的兴趣大增，所以，桩基动力学己越来越引起了人们的密切关注15-10l。

粘弹性力学是现代连续统力学的一个重要组成部分，在材料工程、土木工程、

岩土工程、海洋工程、宇航工程、生物工程、能源工程、机械工程和生物等工程

中正愈来愈显示出非常广阔的应用前景．粘弹性材料既展现瞬时弹性效应又显示

蠕变特征，与传统的弹性材料的最本质的不同是它们的力学性质强烈地依赖于时

间和温度，材料具有记忆特征，变形或应力不仅与现时的应力值或应变值有关，

而且与以往过去的历史有关，与应力率或应变率有关，在动态的情况下，还明显

地依赖于频率，使得其理论分析和应用研究都显得十分困难。研究这种材料及其

结构的动力学特性具有重要的理论意义和工程实用价值．

本课题综合利用数学、力学和工程科学中的理论和方法来解决桩基非线性振

动及非线性动力学特性分析中的一些问题，希望在桩基动力学分析的非线性数学

模型，桩基非线性振动和非线性动力学特性包括分岔和混沌现象等方面获得一些
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新结果。

1．3有关领域的研究现状

1．3．1桩基动力学及振动研究

和桩基静力分析的理论和方法相比较，桩基动力学的研究发展相对显得不足，

大约起步于二十世纪七十年代．Mizuno(1987)161综述T日本地震过程中的桩基破坏

形式，例如振动效应，液化及运动等，在其它地区的地震记录中这些破坏形式也

都能观察到。因此需要对桩基进行详细的动力学分析，以提供桩基设计的更适当

的理论基础。关于桩基动力学特性的研究已有不少工作。其中上世纪九十年代前

的主要工作被系统总结在Noval【(1991)【7l的综述报告中，并给出了约150余篇参考

文献，系统介绍了单桩和群桩在地震载荷作用下线性和非线性动力学的一些理论、

计算方法以及一些定性的结论，并比较了各种理论的优缺点，考察了桩．桩，土．

桩．承台，土．桩．结构，土的液化及相互影响等。在Miu嘣2002)嘲的综述报告中，

用许多桩基破坏的实例说明了桩基静动力学非线性分析的必要性，并指出桩基静

动力学的非线性分析是桩基设计的更适当的理论基础。

连续介质力学方法是桩基动力学研究的最主要方法之一．连续介质力学方法

基于连续介质理论来建立桩基动力学分折的数学模型，其中，桩和土的材料可以

是弹性、粘弹性和弹塑性材料等。由于这种方法概念清楚、理论性强，因而在国

际上比较流行，得到了比较广泛的认同，但用该法较难得到解析解或半解析解．

Tajimi(1969)161：采用了连续体模型来模拟土体，以后众多学者对这～理论方法

作了进一步的研究。Novak(1974)111】基于平面应变假设，将土体看成线性粘弹性半

空间体，运用连续介质力学，研究了在线性粘弹性土体中桩．土的相互作用，在其

后的一系列文献【12"DlOiaX发展和完善了他的理论。Matter和Poulos(1969，1971)1排1日

假定土体为连续弹性体，在弹性半空间中得到了垂直和水平单位荷载作用下土体

位移的Mindlin积分解，讨论了单桩的力学特性。Novak(1978)[17l等在假设桩土完

全接触不分离和小变形等条件下，求得了桩周土体的动刚度和阻尼参数的表达式。

l【tIhlemeycr(1979)【1sl对土体模型进行了讨论，给出了桩纵向振动的复刚度，并将所

得到的解析解结果和有限元计算结果作了对比，结果显示在工程上感兴趣的频率

范围内，两者吻合较好。Novak(1983)1191等认为，在一定条件下Novak平面应变土

2
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模型可以为常系数粘滞阻尼和频率无关线性弹簧并联(Vogit体和Maxwell体)模

型近似等效代替。R∞s∞t(1984)【刎等人基于非均匀土的假设，对桩基进行了动力学

及参数的研究，并发展了有限元方法。Aboal．Ella(1993)121l将均匀土的平面应变方

法推广到层状介质，得到了一个既简单又多用途的解。Nogami与Novak(1987)[22,231

在考虑了桩土纵向共同作用的基础上，假设桩周土无径向位移，波同时从桩表面

以纯剪切波的形式向桩周土径向辐射传播，桩尖为刚性支撑，求得了桩、土复刚

度及桩土位移和频率的表达式。Rajapaksc(1987)124l采用格林函数法分析了弹性半空

间中桩及土的动力特性。ⅡuI蠲(1994)等采用有限元方法求解了横观各向异性成

层土中桩的动力响应问题·Sen(1985)等、Kislman(1983)等、Rajapaksc(1988)、

Mamoon(1990)等也分别用解析法或数值方法求解了成层土或非均质土条件下桩的

简谐振动问剐雄冽。Chau和Yang(2005)【301假设嵌岩桩桩周土体的内层土区是非线

性的而内层土区之外为线性的粘弹性土体，建立了一种分析圆形桩在水平振动下

的桩土非线性相互作用的力学模型．胡和程(2005)t儿l将桩．土系统看成一个嵌入桩

基的粘弹性半空间，在空间柱坐标系中建立了非线性桩．土相互作用的数学模型一

桩土耦合的非线性边值问题。在频率域内研究了水平振动下桩基的非线性动力学

特性，研究了多种参数对桩基动力学特性的影响．

模型试验及现场试验研究方法是桩基静动力学研究的另一类主要方法．

N讲憎k(1974)132l利用小模型桩进行了桩基动力特性试验研究。Reese(1975)嗍、

0’Neill(1982】I删用试验方法得到了土的非线性作用曲线，对桩土的非线性行为进行

了研究。Nabil(1990)I钢，ol【ahaIa(1994)13q和Rouins(199科明等用试验方法研究了受

横向荷载作用的砂土和粘土中的桩基的特性。

地基反力系数法应用W'mJdd等地基模型，把桩周士离散为一个个单独作用的

弹簧。某一弹簧受力时，仅该弹簧发生与作用力成正比例的压缩而和其他弹簧无

关。这种把地基土看作非连续介质且地基反力系数在整个位移过程中均为常数的

假定虽与实际不符，但和目前较复杂的一些其它解析方法相比较，它在许多情况f例

如当基础的容许位移值较小时)仍可得出接近实际的结果．Nogami(1987)l笠I、EI

N4鸥ar(1996)呻J等相继对动力W'mkler地基梁模型开展了一些研究．该模型的局限

性是仅通过水平弹簧和水平阻尼器来考虑土对桩的动力作用，较难反映土中应力
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波的传播及软化、液化等土体动力学性状变化。Blancy(1976)[39l和Kuhlemeyer

(19r79)【删在频率域内对线弹性桩．土系统的动力响应问题进行了分析。Angelides和

Rocsset(1981)1411在某种条件下提出了非线性粘弹性的线性化方法，对非线性的桩．

土系统进行了研究。

Matlock(1970)和Reesc(1975)嗍考虑到土抗力集度P的非线性特点，提出了反

力一挠度曲线法，即P．Y曲线法。P-Y曲线能够比较如实地把地基的非弹性性质，

及由地表开始的进行性破坏现象反映到桩基的计算中．它不仅可适用于静力的短

期荷载和循环的反复荷载，也适用于任意尺寸、刚度和嵌固状态的桩基在发生了

弹性变形以至产生塑性变形和达到或超过剪切破坏时的内力和变位计算．在海域

工程结构中，P-Y曲线法已有较广泛的使用，它克服了单一参数法(如m法)计算水

平承载桩，所得挠度、转角和桩身最大弯矩不能同时与桩的实测数据和边界条件

很好地吻合的缺点，解决了桩基发生大变位时土压力和位移成线性关系的求解方

法与实际土的非线性反映不相适应的问题，能比较全面地反映桩基的工作性状

【珏44l。Reese(1975)[331等人通过试验得到的土对桩的特殊曲线来描述土的非线性

作用，根据试桩资料提出试桩地区P-Y曲线与现场及室内试验参数的关系。

Kraft(1981)1451、Gazioglous和0’Ne珊(1984)I删用各种理论P-y曲线来描述不同性质

的土层。

1984年河海大学在上海近郊的饱和粘性土上完成了一系列不同尺度的受横向

荷载桩的现场试验，提出了粘土中横向静载桩P-Y曲线新的统一法和粘土中横向

周期荷载桩的P-Y曲线统一法[47,4Sl。章(1991)M等通过室内模型试验，讨论了秸

性土中P-Y曲线的计算方法．程(1997)I酃11基于P-Y曲线法考虑桩土相互作用的

高桩结构物，对横向力作用下高桩结构物进行了分析。胡(2001)f均等用P-Y曲线

法计算了板桩结构。杨和张(2002)153l对大变位条件下横向受力桩的P-Y曲线进行

了研究。

P-Y曲线法虽然原理简单、计算可信度较高，实用范匿较广，特别是对于复杂

工况下桩基力学特性的研究，有较大的用途。但是由于其试验成本昂贵，故只能

在部分工程中得到应用。

近十年，人们对桩基非线性振动问题研究的兴趣有增无减．Balachandran和
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Nayfch(1994)等154憾结了结构中的非线性相互作用现象，包括带有相互联系振荡器

的结构的自由振动。El Naggar和N0vak(199科勰l研究了在瞬态动力荷载和简谐荷

载作用下桩的横向响应，考虑了桩．土交界面上的不连续条件和不同阻尼方式下的

能量耗散。Nayfch和Lacarbonara(199∞155l讨论了作用在非线性弹性基础上欧拉一

伯努利梁的振动的近似分析方法，研究了主共振和次谐波共振．王和谢(1997)156l

得到了有限长桩受追振动问题的解析解；王和王等(2000p5。71得到了任意变截面桩纵

向振动的半解析解；刘(2000)I碉研究了非均匀土中多缺陷桩的轴向动力响应闯题：

黄和舒等(2002)【591综述了近几年桩基础抗震研究的现状；王和应《2003)I删探讨了广

义Ⅶ密土模型条件下桩的纵向振动响应与应用．

与线性系统的特殊情形相比，非线性系统具有更为复杂的性质。首先，线性

系统研究中经常采用的叠加原理对非线性系统不适用．其次，非线性系统运动的

周期不像线性系统那样仅由系统特性确定，一般还与初始条件等有关。第三，非

线性系统可能具有多个平衡位置和稳态运动，系统的动力学行为既取决于这些平

衡位置和稳态运动的稳定性，也与初始条件有关．第四，对工程中的非线性机械、

结构和机电系统，系统的响应与激励频率存在复杂的依赖关系。最后，线性系统

仅存在周期运动和准周期运动两种有限运动，非线性系统存在分岔和混沌等复杂

运动现象。

1．3．2结构稳定性分析及分岔与混沌

在近海工程与海港工程中大量采用的桩基结构物，在恶劣海况的强烈动荷载

作用下可能会进入非线性状态并危及结构物的安全．因此，有必要对在动荷载作

用下桩基的非线性特性给予高度的重视，并深入开展这方面的研究。

结构的稳定性研究一直受到人们的关注，取得了大量的成果161阀。从准静态

问题到动力学问题都有较深入的研究。程和朱(1989，1991)【6狮l在分支理论及数值方

法的研究，为结构稳定性的进一步研究提供了新方法和新观点．Cederbaum(1991)

等【删利用最大Lyapunov指数法，研究了非线性粘弹性层合薄板的动力稳定性问题，

考察了材辩参数和几何参数对粘弹性薄板动力稳定性的影响。Cederbaum(1992)等

脚l用多尺度法研究了粘掸性柱和板的稳定性问题，得到了激励参数的临界值。

Dl倪do“1994)166l在粘弹性力学的稳定性分析方面做了较系统的研究工作，提出了
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一系列的判定条件。程(2001)等【671根据稳定性分析的Floquet理论，给出了粘弹性

环形板在周期激励下的稳定性判断条件。

分岔现象是指非线性系统的定性行为随着系统参数的改变而发生质的变化。

分岔理论的研究不仅揭示了系统的各种运动状态之间的相互联系和转化，而且也

与混沌密切相关，成为非线性动力学的重要组成部分。混沌是非线性动力学系统

中存在的除平衡态和准周期运动以外的另一种特殊的运动形式【6卿．

由于非线性数学模型通常不能得到解析解，数值方法、实验方法和计算机模

拟方法紧密相联，相互交叉和渗透，成为研究和分析非线性闯题的重要手段l咧捌．

图形化方法具有直观、易于观察和理解的特点，为分析系统内部的复杂行为提供

了直观有效的手段．混沌研究的常用方法有：利用直接数值结果考察时程曲线、

相图轨迹和吸引子结构的不规则性，功率谱，Poincare映射，分岔图、李雅普诺夫

指数，分维数，测度熵或拓扑熵，胞映射法等t70-72]。

对粘弹性结构的混沌运动的研究已有大量的成果，主要是对粘弹性粱柱，板

和壳的混沌运动的研究【弘川．Touati(1994)等178l研究了大变形条件下非线性粘弹性

板的混沌运动，考察了各种参数对混沌性态的影响。Suite和Cederbaum(1995)等179l

研究了受横向正弦分布简谐荷载作用下简支大变形线性粘弹性柱的混沌运动，发

现了迸入混沌运动的三种途径，随着荷载幅值的增加会出现倍周期分岔，对于特

定的中性面应力，混沌可能会突然出现，随着粘弹性系数的增加会出现准周期环

面破裂。T0瓠J7，1999)等【柚111研究了粘弹性板、壳在有限变形条件下丰富的动力学

行为。Chert和oeng(1999)等【74】研究了粘弹性结构的混沌行为及混沌控制问题。

陈和程《删【7嗍分析了粘弹性柱和梁的运动稳定性和混沌运动，发现其中有发生
混沌运动的可能．Yang和Chert(2005)ts21研究了轴向加速运动的粘弹性梁横向运动

的分岔和混沌行为。Yao和Zh柚gca005)I盼1研究了悬臂粱非线性非平面运动的

Shilnikov轨迹及混沌动力学等问题。Ma和Lju(2005)等斟1分析了弹塑性粱的不对

称稳定性问题。Zhang和whg(2005)等fs5】研究了悬臂梁非线性非平面振动的分岔

及混沌动力学问题。Emaas和w．crd掣och(2005)等脚l研究了受冲击力作用的悬臂

粱的混沌动力学，进行了结构非线性特性的影响分析。Hall和Zlleng(2005)I盯l研究

了大交形梁的混沌响应及对二阶模态的影响。Chert和Y抽鳟z006)I明基于四阶

6



上海大学博士学位论文

Galerkin截断方法研究了轴向运动粘弹性梁的横向非线性动力学行为等问题。

在粘弹性桩基非线性振动和混沌运动方面，其研究发展相对显得不足。贾和

闫等(2000)1891研究了桩基结构非线性复杂动力学行为；禹(2001)【删分析了单桩在

轴向扰力作用下的混沌运动；程和任(20D4，2005尸1罔讨论了非线性粘弹性桩的横向

混沌运动；胡和程等(2005，2006)l蚰州研究了非线性粘弹性桩的纵向混沌运动，讨论

了材料及结构参数对桩基非线性动力学特性的影响。

1．3．3桩基粘弹性力学行为的研究

秸弹性力学在工程中的应用非常广阔[95-971，对粘弹性材料及其结构的力学特

性的研究正愈来愈受到人们的高度关注。Cederbauin(1991)【酗，酗娜删和Drozdov(1994，

199甜砥1帆1011以及l'otapov(1992,1996)11眩1041等分别从解析和数值方法的角度讨论

了线性粘弹性结构的稳定性．杨(1988’1990严瞄”061、沈(1990,1994)1107,1健1、秦

(1卿嚏1996)【瑚，110l对粘弹性结构的动力响应、计算方法、数学理论作过一些研究。

上海大学程昌钧教授领导的课题组在粘弹性力学的理论、方法和应用等方面进行

了系统和深入的研究，其中，包括对粘弹性问题的数学模型、粘弹性结构的变分

原理与对应原理、求解粘弹性问题的计算方法，以及粘弹性结构的物理非线性及

几何非线性的静动力学问题进行了大量的研究，取得了重要的进展111l‘127I

Novak(1978)等117】给出了均匀线性粘弹性土层的动反力解析解．他们考虑了土

的材料阻尼，系统分析了在所有振动模态下土的动力复刚度，此解答采用了平面

应变假设，只适用于刚性柱体在无限介质中的情况。Anestise(1985)11施129】在Novak

模型的基础上提出了非线性粘弹性模型，分析了在非线性粘弹性情况下桩土的相

互作用．t(1998)1130l考虑了桩体粘性的变阻抗桩受迫振动问题的解析解；王等

(200叫m】得到了多层土中变截面弹性桩纵向振动问题的半解析解；ZF等(2001)1t321

得到了粘弹性桩纵向振动的积分变换解：王(2002y"31分析了成层广义、bigt地基中

粘弹性桩基的纵向振动；程、胡和任等也对粘弹性桩基的动力学问题进行了研究

|31,9t-94|。有关桩基粘弹性力学行为的研究以及粘弹性桩基非线性动力学特性方面研

究的文献较少，因此，有待于进一步的研究．

1j—l结构动力学分析的有关方法

多时间尺度方法、Galerkin平均化方法和有限元方法等是分析结构动力学的一
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些主要方法。

多时间尺度方法实际上是摄动理论中平均法的推广．平均法是利用两种不同

的时间尺度，将系统的振动分解为快变和慢变两种过程。将标志运动的主要参数，

如振幅和初相角，在快变过程的每个周期内平均化，然后着重讨论其慢变过程。

为了提高平均法的计算精度，可以将时间尺度划分得更为精细，由此发展为20世

纪60年代的多尺度法。1957年Sterokelt341提出了多时问尺度的概念，经过№vfch【1351

等人的发展和完善，成为一种十分有效的近似计算方法。与传统的摄动法相比，

多尺度方法的明显优点是不仅能计算周期运动，而且能计算耗散系统的衰减振动；

不仅能计算稳态响应，分析稳态响应的稳定性，而且能计算非稳态过程。

Eisley(1966)[1蚓综述了弹性梁、环和弦的非线性变形；Ibyfch(1973)【聊利用多尺

度方法分析了特性沿其长度慢变的梁的非线性自由振动；Rossikhin和

Shitikova(1995)[瑚】用多尺度法研究了钢箱梁悬索桥的非线性自由振动，讨论了初

始条件对振动过程的影响。Nayfvh和LacadⅪnara(1997)[1剪】用伽辽金法和多尺度法

求解在非线性弹性地基上的欧拉一伯努利梁的偏微分方程，振幅和相位模态方程

表明单模态离散的方法会导致错误。O．eini，Nayfeh和Pmn(1999)【1舯】用摄动技术研

究了正交平板的非线性自由振动闯题，用多尺度方法获得了方程的近似解。

07-,(2000)1141】用多时间尺度法分析了轴向运动梁的非线性振动并进行了稳定性分

析，得到了非线性频率依赖于振幅的结论，分析了稳态解的稳定性和分岔．Emam

和Na两IhC2004)1142l使用多模态伽辽金离散将菲线性控制方程简化为一系列时间常

微分方程，用多时间尺度法求解离散方程得到了二阶近似解，对离散方程进行积

分，研究了周期轨道的稳定性和分岔．Chen和Yang(2005)【143l研究了轴向运动下

粘弹性梁的横向振动中的主参数共振，用多时问尺度法来求解方程得到稳态响应，

通过可解性条件消除久期项来得到振动振幅的封闭解。Mahmoodi,Khadem和

Jalili(2006)t1441用多尺度法来研究粘弹性碳纤维加固悬臂梁运动的非线性方程，从

理论和实验上比较了系统振动的结果。

李和陈等(2002)【145I利用多尺度法构造了一个内共振非线性模态，系统除存在

单模态运动外还存在耦合模态运动，耦合内共振模态具有分岔特性．陈和孙

(2003)【1撕】考虑拉索垂度及几何非线性的影响，用多尺度法对斜拉索的面内外耦合
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非线性振动方程进行求解，得出了面内外一阶模态耦合振动特性．肖(2003)-等t1471

研究在简谐激励力作用下的悬垂缆线的谐波共振，用多尺度法研究了悬垂缆线的

超谐波共振和次谐波共振。,o$(2004)t1铝l采用多尺度法研究了系统参激共振时

的非线性调制方程组的定常解及其稳定性问题。杨(200科1慨1删利用多尺度法分析

了轴向运动梁的振动及稳定性问题，研究了次谐波共振及组合共振时的分岔行为

和稳定性以及受迫共振的跳跃现象。

Galerkin平均化方法虽然精度比较低，但由于它具有独特的优点。例如计算工

作量较小，适用范围广等，仍不失为分析非线性弹性和粘弹性动力学问题的一种

行之有效的方法。

Cederbaum(1991，1992)M叫、Abhyankar(1993)!m】、Suke(1995)1791、Touati(1994，

1995)178,t52l等利用Galerkin方法研究了一系列粘弹性结构的静动力学问题．

Ding(1997)删、程．(1998)11531、张(2000)l驯、陈(2001)【1551等利用Galerkia方法研究

了大量的非线性粘弹性结构的静动力学问题，得到了一系列有意义的新结果。然

而，目前为止，尚无理论上的严格证明，证明低阶Galerkin截断的合理性，尽管

有若干直接或间接的数值结果可以判断其合理性，Abhyankar(1993)-等[珊l用

Galerkin方法得到非线性简支梁的动力学性态与直接求解非线性偏微分方程得到

的结果定性一致。Chen和cheng(2000#1删研究了Le．．adcrmau非线性本构关系描述

的非线性粘弹性梁的动力学行为，用数值方法比较了1阶和2阶Galerkin截断系

统的动力学行为，证明两者定性性质相同。文献[154,157-159]都从数值计算的角度

研究了低阶Galerkin截断的合理性．

由于桩基非线性力学的分析十分复杂，直接得到解析解和半解析解是很困难

的。因此常常采用数值计算方法，包括有限元方法、样条有限元方法、边界元方

法、有限元耦合法、差分法耦合法，以及近10多年发展起来的无网格方法和微分

求积方法等【1西165l。

有限元法除了能较好的描述土中应力波的传播之外，在处理土性的变化上也

具有一定的灵活性。但是，这一方法通常需要较大的计算工作量．为了进行非线

性分析，Gefides和Roesset(1951V例研究了在侧向循环荷载作用于桩头条件下非

线性土性对桩的动力响应的影响，在桩附近区域采用有限元模型，而在稍远处则
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采用一致边界矩阵来体现辐射效果，同时采用一种等效线性化技术来估计土性随

应变水平的变化。Ellison(1971)11166I、Desai(1974)11671、Nogami(1974)|16Sl、Christiano

0976)t1叫、O’Neill(1977)[170l、Randolph(1981)[17tl、Famque和Deaai(1982)t1721等

利用有限元方法研究轴向力作用下的桩基的力学问题。Muqtadir和Desai(1986)11删

利用三维有限元模型求解了双曲型本构模型下桩土的相互作用。Aristonous(1991)

11741利用有限元方法系统研究了在弹塑性模型下的桩土滑移、间隙等对桩土相互作

用的影响．Trochanics(1991)1175l、Makfis(1992)117日、Kimura(1995)1t771、

Badoni(1997)[v
7

1sl、Wu0997)[179．1舯l、Yah(1997)[1811、Guin(1998)11821、Akihiko(1999)11s31

等利用有限元方法对群桩问题、横向力作用下的桩基力学等问题进行了研究，取

褥了一系列的研究成果。赵振东等(1997)‘1科1分析了桩头作用有侧向脉冲动萄载时

桩土系统的非线性动力性能，采用了一个三维显式有限元程序DYNA3D来计算单

桩的动力响应。Il蛐ch(2004)【18sl等用有限元程序ABAQUS分析了非线性桩．土．结

构体系的横向运动特性；1．,iyanapathirana(2005)11＆叼等用有限元方法进行了液化土中

桩的地震性能分析；Liu(2005)11srl等用有限元方法进行了柔性群桩和土之间相互作

用的非线性分析；Anandarajah(2005)t188l等用现场试验资料，结合等效线性有限元

方法分析了桩和土之间非线性相互作用：Tang(200s)t1Sgl等用H-adaptive有限元方

法进行了桩和土非线性相互作用分析。

虽然有限元法、有限差分法、边界元法等在解决岩土工程问题中具有其独特

的优点，但一般需要采用大量的网格点，准备工作复杂，计算工作量大，耗对多，

成本较高。研究表明，近10多年发展起来的无网格方法和微分求积方法是求解工

程和科学中初．边值问题的比较有效的方法【1sz-t65l，但是用它们来求解桩．土的非线

性动力学问题还有待于进一步的研究。

由于非线性粘弹性系统的复杂性，使对结构动力响应、动力稳定性和动力学

行为等问题的研究十分困难，目前关于这类问题的数学理论和数值方法还很不完

善。虽然人们通常将桩基看作是粱和柱的模型，但由于桩周土可能是非线性粘弹

性的，土对桩的反力的描述比较困难，因此，非线性粘弹性桩基的动力学行为(包

括混沌运动)的研究显然是一个更为复杂的问题．尽管关于桩基动力学特性的研究

已有不少工作，但对于粘弹性桩基非线性动力学特性方面研究的文献很少．在桩
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基的理论分析与数值模拟的领域中，值得研究的课题仍相当多．而粘弹性桩基非

线性动力学特性的研究是该研究领域的一个重要的热点和难点问题，有必要对其

进行深入的研究．

1．4本文的主要工作

本文假定桩基材料及桩周土材料均满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性

本构关系，采用广义W'mldcr模型等建立桩基非线性动力学特性分析的数学模型，

一般而言，这些模型是与时问相关的非线性偏微分方程组的初边值问题，对这类

数学模型的求解和分析是很困难的．本研究拟采用近代数学和力学中的方法，例

如，利用复模态分析法、多时间尺度法、伽辽金平均化方法以及非线性动力系统

中的方法等，对所建立的数学模型进行理论分析和数值模拟，以此研究桩基的线

性和非线性动力学特性，包括桩基振动特性，位移响应、分岔和混沌等，并考察

材料参数和结构参数等对桩基动力学特性的影响，揭示了一些新现象。给出了一

些新结果．主要研究工作如下：

第一章论述了本文研究的背景和意义，重点对有关领域的研究现状进行了简

要的综述。

第二章假定桩基材料及桩周土材料均满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹

性本构关系，基于广义Winlder模型，建立了分析桩基轴向及横向非线性动力学特

性的数学模型．

第三章采用复模态分析等方法，得到了线性粘弹性桩基轴向及横向振动的^．

阶振动模态及固有频率的精确表达式。

第四章在假定桩基及桩周土的线性粘弹性性质都比较弱的情况下，用四阶多

时间尺度方法得到了一端固定、另一端自由的桩基轴向自由振动的斗．阶固有频率

和位移响应的近似表达式。

第五章在假设桩和土的非线性弹性性质比较弱的情况下，利用多时间尺度法

分析桩基的非线性轴向振动特性，得到了桩基非线性轴向自由振动的一．阶主频率

和位移响应的近似表达式，给出了数值算例，考察了参数的影响．

第六章在假设桩和土的非线性弹性性质比较弱的情况下，利用多时间尺度法

分析桩基的非线性横向振动特性，得到了桩基非线性横向自由振动的一．阶主频率

ll
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和位移响应的近似表达式，给出了数值算例，考察了参数的影响。

第七章在假设桩基和土的非线性弹性和线性粘弹性性质都比较弱的情况下，

用多时间尺度法得到了一端固定，另一端自由的桩基非线性轴向受迫振动系统主

共振时的稳态幅频响应曲线和失稳边界曲线，分析了系统主共振时稳态响应的稳

定性。给出了数值算例，考察了多种参数对粘性非线性系统前两阶固有频率附近

的幅频响应曲线的影响，同时进一步考察了它们对稳态响应稳定性的影响．

第八章在假定桩基及桩周土材料满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性本

构关系的条件下，导出了给定桩顶竖向动位移的嵌岩桩轴向运动的非线性偏微分

方程；利用Galcrkin平均化方法对数学模型进行了简化，并利用非线性动力系统

中的方法对简化后的系统进行数值模拟计算，德到不同参数时简化系统的时程曲

线、相平面图、功率谱图、Poincarc截面及分岔混沌图等。考察了参数对非线性动

力特性的影响。

第九章假设桩基材料的弹性是3次非线性的，而粘弹性是线性的情况下，导

出了分析桩顶给定横向动位移和动转角的桩基非线性横向运动的数学模型；利用

Galerkin平均化方法对数学模型进行了简化，并利用非线性动力系统中的方法对简

化后的系统进行了数值模拟计算，得到了简化系统的时程曲线、相平面图、功率

谱图及Poincarc截面图和分岔混沌图；考察了参数对桩基横向非线性动力特性的

影响。

第十章进行了全面的总结和展望。
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第二章桩基非线性动力学分析的数学模型

2．1前言

本章假定桩基及桩周土材料满足3．次非线性弹性和线性粘弹性本构关系，利

用广义Winldcr模型等建立了分析桩基轴向及横向非线性振动的非线性偏微分方

程，并给出了相应的边界条件和初始条件，这是分析以后各章的基础。

2．2桩基非线性轴向运动的数学模型

考虑嵌岩圆截面桩基的菲线性轴向动力学问题。设桩长

为，，直径为d，横截面面积为A，材料密度为P，并设桩的

轴向向上为x轴的正方向，桩底几何中心处为X轴的坐标原

点，如图2．1所示．

令f时刻桩基的轴向应力和轴向应交分别为D傅，r)和

e(x，T)，并且假设a(x，T)和e(x，r)满足如下的非线性弹性

和线性粘弹性的本构关系【雕92l：
0

仃。五f+疋，+毛，+仉等 (2．1) 田2．1坐标系

式中，El、毛、易是材料的广义弹性模量，仉是粘性系数．对于小变形，应变

e(X，r)和轴向位移U(X，z)有关系

s(即)-鼍产 ㈤
设因桩身轴向位移而引起的土体对桩的轴向抗力及阻尼与位移及位移速率之

间满足如下的非线性关系【辨罔

以僻，u，旁0U-气魄∥+七I∥2+屯∥3)+cl罟 (2．3)

式中，屯和c-分别为桩周侧面单位面积上土的广义轴向刚度系数和轴向阻尼系

数，4．是土抗力调整系数．

设桩基受到外部激励为F伍，T)，则能够得到桩基轴向运动的非线性微分方程
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∥豢蛾券砒M桫咄力
(2．4)

一面o【掣面ou+掣岳ou，2+掣嗉OUJ3+仇彳嘉1IF僻，D
一

【，Ii．o一0 (2．5a)

【E詈+易(岩)2+易(詈)’+吼啬扎一。 犯删

设U0Ⅸ)'％伍)为桩基的初始位移和初始速度，初始条件为

吣∽|r-e mUo㈣等刊。-vo(z) ㈣

剽．o (2．6b)
捎I-一

、 ’

．．，．Ull，x．X／I．f．r厕，c1．碱扩丽，
kll m碱哦，2，(掣)， 叩1．仇厕葡孬， k2,．朋。扼2f3幅4)，

‰一碱哦∥俐)，％-猩／墨·‰-3EJE,
于是，运动微分方程(2．4)，端部条件(2．5)和初始条件(2．6)化为无量纲化形式为

黧竺E娶却02w挚㈤ ㈤
+∥+k’I，，一％i万一％营2警一户∞f)

吐．o一。r譬+争偿)2+争(詈)3+臻啬n。。 仁毋

啦忧。叫∽，ow叭(x,O‰I．啡)，并且斟。-o (2．9)

14
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2．3桩基非线性横向运动的数学模型

考虑一桩长为f，外径为D、内径为正，横截面面积为

A，材料密度为p的圆形管桩，设初始静止。取坐标系如图

2．2所示，桩项中心处为坐标轴的原点，桩的轴向向下为x

轴的正方向，水平向右为Y轴的正方向。设r时刻桩身中性

轴在Y方向的横向位移为v(x，r)．在桩顶承受一竖向静载

荷P(r)一一只．容易得到桩基横向运动的动力学方程为

O Y

州豢一面a2MF一旦OX卜，D詈卜印僻，K而OV)一g∞D(2．10)围嬲坐标系
式中，M，Ⅳ是弯矩和轴力，q(z，r)是横向作用于桩基上的外载荷，p【x，矿，．=o≯v是

土对桩基的抗力。设土体对桩的横向抗力满足如下的非线性关系l哪田：

p(x只第一n(kF彬2+∽+c等 ㈤
式中，c为桩侧表面单位面积内土的横向阻尼系数，毛为桩侧表叫平世面积内土的

广义横向刚度系数；口为土抗力调整系数。

如果桩侧摩阻力对桩的横向运动的影响较小，可设桩身轴力沿x轴按线性规

律变化，即12朋

Ⅳ(x，r)-一昂【1一(1一口)x／1】 (2．12)

其中，口为常数，并H．o‘a王1；若忽略桩侧摩阻力的影响，则a一1；一般只≥O，

即桩顶恒受压．

假定桩基材料满足如下的非线性本构关系【舯明

口-厶(￡+sgn(叫肚2+声3)+叩等 (2．13)

式中：o(x，r)和e(x，r)分别为T时刻桩身的轴向应力和轴向应变；毛、芦、，

是桩身材料的广义弹性系数：，，是粘性系数；sgn()是符号函数。对于小变形情况，

F和桩的横向位移v(x，T)的关系为
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f．-y．o，y'v2 (2．14)
ajr2

、 7

这里Y是到中性轴的距离。由式(2·13)和式(2·14)，弯矩膨-J口Y口以为

将式(2．11)、(2．12)、(2．15)代入式(2．10)中得到横向位移矿(x，丁)满足的非线性

运动微分方程

∥豢+如譬警一丑汐艺≠瞬)2一哪艺≠害豢
稚等豢瞬)2蝴等衙害+牟鑫纵Q
蝎【1—0一啦／月罢一p．1-la瞄OV+缸吖+缈+ty3)+c趟aT一稍D
假设桩底浅嵌岩，桩底水平位移及弯矩为零，故有底端条件

v6。-0；肼Ij．，-0 (2．17)

假设桩头浅嵌固于承台或地基梁中，桩顶水平位移及弯矩为零，故有顶端条

件

yIr-o-0：jIflJ-o-0 (2．18)

设‰ⅨX％(x)为桩基的初始位移和初始速度，初始条件为

郴，r)Jr-e"Uo(n删r-e—Ve(x) (2．19a)

为了便于分析并使初始时刻端部无弯矩的条件被满足，设初始位移满足条件

剖o。，刮J。
引入无量纲变量和参数如下：

佗．19b)

抄一l；苦杪一研冀岸警
岛

矽

峨

唧业铲可篆峰
芝

蔓屹砖筹
一

玎

一

舻

肌

也
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w。V／，，t。七T’耳-X／l’A。EoP(D。一dl")“30paf。七‘)’

n-3口Eor(D‘-d16)／(512pAl'k2)，叩l-x,RD4一d14)／(64pArk)，

风一Po／(PAl2k2)，kll-aDkl／(pAk2)，k≈·4D七，／(p4七2)，

k33-aDksl2／(pak2)，q-cD／(州七)，棚-O／k (2．20)

式中，七．|、[zrEo(D4-d／)／(64pA—1—4)。于是，运动微分方程(2．16)，端部条件(2．17)(2．18)

和初始条件(2．19讹为如下无量纲化形式：

字告属斟一届羚铣鼯M笥孙鲁㈣
慨【1一(1-一酬軎一poo一回兰+毛∥+∥+∥+q詈-辱

一

叱一，t害+仇鲁一譬(軎)z一≥(害)3t。一。 ∞刁

，．，k～，嘻e32w+仇啬一鱼2 fl塑ax2]12一号(害)’L-。 (2．幼

毗观-o-以班塑钭．．一州 (2．柳

斜。一o，斜。-。 (2．25)

式(2．21)中的圣是外载荷的无量纲量．

2．4小结

本章利用广义W'mkler模型等建立桩基非线性轴向及横向动力学特性分析的

数学模型．假定桩基材料及桩周土材料分别满足3次非线性弹性和微分型线性粘

弹性本构关系，分别导出了分析桩基轴向及横向非线性运动的非线性偏微分方程．

利用本章得到的非线性偏微分控制方程，我们将在以后的各章节里，详细讨论桩

基非线性轴向及横向运动的动力学特性．

17
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第三章桩基轴向和横向振动模态与固有频率

3．1前言

本章研究了桩基轴向和横向振动的振动模态与固有频率。采用复模态分析等

方法，分别得到了在给定边界条件下线性粘弹性桩基轴向和横向振动的振动模态、

固有频率与振动响应的精确表达式，得到了桩基的桩顶临界荷载公式．本章也是

第四、五、六、七章的应用基础。

3．2桩基轴向振动模态与固有频率

由式(2．7)-(2．9)，不计非线性项，可得到线性粘弹性桩基的轴向自由振动的初

边值问题为

害+气iaw+ktlW-害一仇害．o(3Aa)ktlW-可+气i+ 万一仇面萨叫

乩-o-。，降仇啬卜 似∞

咐儿。喵㈤割-o-喇，并且科。．o
考虑到有阻尼的衰减运动，设n阶模态函数为复数形式，取

w(x，t)一丸(x)·eo％一九弦+屯@)·e—o‰+毛p

将(3．2)代入(3．1b)可得

丸7(1)·po‰咆’+叩1(i％一瓯弘o‰也’卜0

【1中的项是随时问而变化的，在任意的时刻，它一般不等于零，

絮L一。·因此，端部条件(3_1b)变为
屯(0)一0， 丸’(1)一0

将(3．矾入式(3．1a)得

(3．1c)

(3．2)

或者注意到条件

(33)

端糍二芸(oiw乏：耋湍．0 ㈤
+‘，屯O)一ⅣO)一叩。 。一6．)杉O)-

、’



即

絮．魄d岛警挚．一群 (3．5)1九(工) +仉(ink一屯)
’。 ⋯“7

上式的左边与工有关，右边与x无关，只可能等于常数，记作一厨，可得

牵：‘砧+母：母。‘曲-0

式(3．6)是二阶常微分方程，其通解为：

(3．6)

允“)一(’h0’肛+C2。P-‘肛) (3．7)

其中c0，C。是与端部条件有关的待定复常数．

将式(3．碱入端部条件(3．3)可得
Ch(1+c“)一0

Ch(见P‘^一Cz,成P一‘^)一0

以上两式可以写成矩阵的形式

(k一厶心钳。

(3．8)

(3．9)

(3．10)

为了使原问题有非零解，则线性代数方程的系数矩阵的行列式必须为零，得

几e‘^+见P。1，I·0

也即，,a．(2eosp,)一0。以大于零的解为

0．11)

成i加一1／2)月r 伽-1,2，3，。。．) (3．12)

由式(3．8)得c么--1。因此，一端固定、一端自由的桩基轴向自由振动的第雄阶模

态为

兜O)-Ch(ei(*-lt2m一￡一舢刈2’”) (3．13)

也即

吮O)-2i c1．sin(协一1／2)J】rx) O-1,2，3，⋯) (3．14)

由O-s)还可得
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因此，

(j％一屯)2+(cl+嘞刃Xiw．．-／5)+假，+疋)一0 (3．1S)

一屯+；％·一华±；
固有频率应为大于零的实数，注意到当毒。·(cl+T／，群)“2√七。。+卢：)-1时得

OJ,tt·0；当；．'l时nk为复数，均不合题意(这实际上为无往复运动的过阻尼状

态)，所以考．t 1。因此，应舍去根式前面的负号，可得到阻尼系数

6t一(cl+r／1参：)／2 译．z6)

桩基轴向阻尼振动的n阶固有频率

‰-√j而．厢(当；．tl时) (3．17)

相对阻尼系数(即阻尼比)为

如糟。南 ㈣
同时周期为

T,u-h／to．． (3．19)

将式(3．12浓入上面各式得桩基阻尼振动露阶固有频率的等价表达式

‰一√ji了石=丽．√f虿 o．1，2，3，·．．)(当幺t1时) (3．20)

相对阻尼系数

；。-—鱼害焉-—c—1，+=it／i1(ini-：丽1／2)2ff2(n-L2,3,"24k 24k,1／2)
．)(3．21)

Il+群 l+(以一 2石2

显然，桩基轴向无阻尼振动的固有频率为

q一√七ll+(行-1／2)2石2 (3．22)

无阻尼振动的周期为

￡-2霈，q (3．23)
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这样，桩基有阻尼轴向自由振动的主振动可表示为

w(x，f)。丸O)·eo‰一^’|+万@)·e—o‰+毛p

·f丸o)·e‘叫+丸o)‘cq叫1。￡一即
。：e岫·仲x—e嘶刈zm)．(c二t叫一无e一¨)P啷 o·柳

-Ao。sin((n一1／2)Jrx)·P～sin(wrist+00。)

式中，Ct,-一等ci～，九，‰由系统初始条件确定的待定常数·
一般情况下，桩基系统的自由振动是无穷多个主振动的叠加：

w(石，f)‘薹【如sln似一172加工)F^，31n(‰¨Oo．)1 (3·25)

3．3桩基横向振动模态与固有频率

由式(2．2a)-(2．25)，不计非线性项并设口-1；可得到在桩顶作用静荷载岛时

线性粘弹性桩基的横向自由振动控制方程和端部条件为

孑a2w+軎+岛虿02w+与∥+礓袅+q-却g一。 (3．26)
。≯+。萨+岛。夏i+局1．妒+礓；≯i+q

。u (3·26)

w∽；磐+仉去I，一o o．27a)

叱一o．e+％鲁i．。-。 。·27b)

w∽儿砘㈨塑爿．。Ivo∽ (3渊

并日艟顶初始位移满足的条件为

斜。-o，乱。。 (3．28b)

考虑到有阻尼的衰减运动，设振动的复位移为

w(x，f)=九(x)·e0∞“’毛p+万(x)·e—o‰+‘p (3．29)

式中，屯O)为振动模态．将式(3．29)代入式0．26)，消去一．．吨’，可得
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f1+th(i“k一屯)】丸‘4’+p胡《+【(inI-一屯)2+Jql+c1(iqh—t)1九10 0．30)

如令

92-i：i翻t口··一兰i翌玉_=二空l』+!T／!l(!i量w[b铲(3．31)。

1+仉(i‰一吒) 一屯)
‘ 。

则式(3．30)可写成

其中

丸‘4’+譬2《+a4屯-0

设东∞I B．e“并代入(3．32)，即褥

A‘+92A2一口‘-0

因此，本征方程的根为

^一i凡，尢1-i凡，^1氏，气1一艮

(3．32)

0．33)

凡．厩磊丽，允。届磊而 (3．砷

将上面的四个根代入屯(D-B．eh，得方程的通解

屯Q)-民P‘和+lh,e’‘舡+如P和+B4．e‘柚

或者，可得写成如下形式：

丸(x)1q sinA．x+乞COS氏工+气sinhp-．x+C．coshp∥

其中，c0，C。C。，C4．是与端部条件有关的待定复常数·

注意到条件(2．28b)，端部条件(3．27)可化为

丸(o)1 0'《(o)。0’杰(1)-0，彤(1)-o (3．36)

将式(3．3沁入端部条件(336)a可得：
Ch+气10

一p：Ch+母h2 C。．10

ch咖凡+q s讪氏10

(3137a)

0．37b)

0．37c)
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一彪Ct,sin凡+彪qsinh氏-0 (3．37d)

Fh(3．37aX 3．370)nJ"c二一L-0．为了使问题有非零解，线性代数方程组

(3．37c)(3．37d)的系数矩阵的行列式必须有零解。于是得频率方程

即

Jsi．A．
I一彪siII尾 彪硝si曲nh‰，Oz,I既+舳凡s讪氏-。

出氏一。 得 氏-船 (厅-1,2,3,⋯) (3．38)

将上式代入(3．37c)得到c0-0。同时根据(3．34X 3．31)可得

a‘一∽)4一92(研)2

一d．+i‰～cl+t／2i(n．一,口)4

±l ‰咖卜㈥2叫卜‰蓑躁蒜，2】
这样，可得到无粘性桩基横向振动的固有角频率

q-压iiF而
相对阻尼系数(阻尼比)

因此，阻尼系数为

和老’玩篙篇菰“，_2、／‘l+(肼)4一O石)2po

屯-华+
粘弹性桩基横向振动的固有角频率为

m。．∞|瓜：

0．39)

0．40)

0．411

(3．42)

从(3．39)可看出，轴向压力可使频率降低，当晶一‰(或‰一‰)时，基频

q—O，此时桩处于平衡分支状态．可得桩基的桩项临界荷载公式
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％一∥，2kZpoo-∥暾2气笋一等+号掣 (3粥，

式中，1-石(D4，-．d14)．。若不考虑土的作用，k2．0，则上式化为两端铰支压杆失M

稳的欧拉公式。

在式(3．27X 3．勰)端部条件下的桩基横向振动的第一阶模态为

唬(砖一q sinnxx (3．44)

式中，cL是不为零的复数，可由初始条件确定。

粘弹性桩基横向自由振动的主振动可表示为

w(x，t)-丸0)·eo‰一毛p+丸O)·e—o％+^p

一『丸@)·e‘咐+丸O)·e-i～‘1·e-”

。孟撑石工)，‰et州+己e蛳J矿口 (3彻

一Wo。sin(n石x)·e‘以’sin(o口d．t+Oo。)

式中，c。．一i粤c‰，％。，Oo。由系统初始条件确定的待定常数。
一般情况下，粘弹性桩基系统的横向自由振动是无穷多个主振动的叠加

w(x，f)-∑眠。sin(n^rx)‘e-6．t Sin(oJj+oo。)】 (3．蛔

3．4小结

本章用复模态分析方法分别得到了一端固支、一端自由边界条件下线性粘弹

性桩基轴向自由振动和两端铰支边界条件下线性粘弹性桩基横向自由振动的玎阶

振动模态、固有频率与振动响应的精确表达式。结果表明，桩基横向振动的固有

频率不仅与边界条件和粘性阻尼有关，而且还与桩周土刚度系数和桩顶荷载有关。

利用线性粘弹性桩基横向振动控常4方程的平衡解，得到了桩基的桩顶临界荷载公

式。桩顶临界荷载不仅与边界条件、桩长、桩径和桩身弹性模量有关，而且还与

桩周土刚度系数有关。
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第四章求解固有频率的多时间尺度方法

4．1前言

本章利用多时间尺度法研究线性粘弹性桩基的轴向自由振动问题。假定桩基

及桩局士的材料分别满足微分型粘弹性本构关系。在桩基和土的粘性都比较弱的

情况下，用四阶多时间尺度方法得到了一端固定、另一端自由的粘弹性桩基轴向

自由振动的雄．阶固有频率和振动位移的近似表达式．

4．2问题的数学描述

假定桩基及桩周土材料分别满足线性粘弹性本构关系，这时，(2．7)可化简得到

线性粘弹性桩基轴向运动无量纲化形式的微分方程为

万a2w+毛iTM--矿w-仇等--Cl七11TM---&-r 詈 (4．1)万+ 。仇面萨i (4·1)

对于桩项自由的嵌岩桩，桩底位移为零，桩顶的轴力为零，端部条件(2．8)化为

吐川，【芸+仇啬士。-o ㈣
初始条件为(2．9)，即

毗儿吨㈤掣L-川，并且乱-。 (4．2b)

4．3多时间尺度法求解

假设式(4．1)中土和桩基的粘性为同阶小量，设吼一明h，cl—eco，F为小参数，

式(4．1)可写成为

害+kllw-ia2w-‰等一co争 (43a)

端部条件(4．2a)化为

儿川，e¨‰嘉t。-o ㈣
设(4．3a)的解可以近似地表示为
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以?‘，5)。％o，瓦，五，五，瓦：7j)+￡嵋“'瓦’1t'2z，瓦，瓦)+，w：(x,zo，王，五，7，L’ (4．4)
+F3w／X,To，五，毛，五，L)+￡4¨IO，Zo，五，瓦，五，L)+⋯

、’

丘8t旦aTo¨壶¨2壶"3壶"4毒+．一 H·勋
嵋 a乏 a五 aL

、7

蔷。杀亿参∥c：悫皋∥G丽a2+2丽a2，邛回+￡·(2土+2旦+兰)+．．． ”“’

六等哦％一警-0 ㈤

^等吨M等-也蕞+‰等一喑 ㈤

∥2．a孵Zw2吨M专j。2轰一2蕞 ㈣
一等+％岛+静一co尝+静

一

^a四2w3咄"可a2％。辩。2W2--，2鸯器。2袅以袅似∞
+％c嘉+枭+》一co蟹酱+静喁‘面孛+茄+希)-岛瞄+茸+司

∥等‰岷等一袅一2袅鲁一2袅一2袅
一2轰一2箍鲁州．帝a3w3+丽a3w2+枭+耐a3we．
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咱尝+等+薏+静
在依次求解过程中，利用消除久期项的附加条件和端部条件，

似解的表达式。特别地，可将m阶线性方程(4．7)的解写成复数形式

“．11)

可导出各阶近

％似瓦，五，五，五，瓦)。荟晚似Mq，乏，写，L弦‘蚺+无b污何，五，五，瓦矿呐l(4·12)

其中，石表示(．)的复共轭，i-、／二i为虚数。

将式(4．12)代入式(4．8)得到：

等‰M一争一扣2i屯酱叫‰矾叫c0丸4∥唧cc (4．13)

其中，《表示九0)对无量纲坐标x的2阶导数，“表示其左边各项的共轭项之和·

比较齐次方程(4刀和嚣齐次方程(4．13)可以看到，它们韵左端形式完全相同，但是

(4．7)有非零解丸0)。因此，若要使非齐次方程(4．13)有解，必须满足可解性条件，

即要求非齐次方程(4．13)的非齐次项的长期项与其伴随方程(4．7)的解九O)正交。因

此，可解性条件为

((-2i吮嚣q“‰以q．ico丸4∥”∽-0 (4．14)

其中(，，g)为在区间【o，1】上复函数的内积，定义如下

《，，g)-J：厝敬 (4．15)

这里，取g一九O)，，为式(4．13)右边的第1项(长期项)。由式(4．14)和(4．15)得

到

一2iq瓤丸元出+i，玷4qf唬蕊矗一ic以qf九五出一。
此式可化为

酱一¨-o (4．16)
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其中， k一学 (4．17)

由端部条懈瑚可得吼-o-。辔+仇瓮t。-o，并注意到在端部初始
位移满足的条件，不难求得线性方程(4．7)的固有频率

相应的模态为

q．两
屯(加2iCt,sin[(n一扣】

将式(4．19)代入式(4．17)可得

(4．18)

(4．19)

吒-一【co+r／o(n-1／2)2石2)】／2-一60．(4．20)

式中，6嘶一(Co+r／o(n一1／2)2石2)／2为线性自由振动系统的阻尼系数．

设(4．16)的解为4(z，正，五，五)-吒P“， 其中q—q瓴，五，毛，瓦)，

^-扎伍，五，毛，瓦)是时间尺度五的待定实函数·将其代入(4．16)得到q，^满足的

方程

鲁电¨q嚣．o (4．21)

分开实部和虚部，可知，rl与五无关，静^-c-瓴，五，毛)．且可得

口。-ch(疋，瓦，L弦‘五，其中，ch亿，五，L)为与互无关的量。因此，

4-a／‘h-气伍，互，L妒‘e‘h。吃仍，五，五弘一艄 (4．物

其中，EQ，墨，五)为与正无关的复函数。

将(4．20)(4．22)代入(4．12)可得

‰o，毛，墨，疋，五，瓦)。荟【吃幔，E，t)丸。弦‘蜗卅~^J+cc (4·23)



————． 圭塞盔兰竖主兰竺堡塞

将式(4．19X4．22玳入(4．13)可得

等吨嵋一争一。
方程(4．24)中己不含长期项，它的～个特解为

MG，瓦，五，五，五，L)-0

“．24)

“．25)

把式(4．23)，(4．25玳入式(4．蛹到

等幅专--2；薏¨且w H御
叼以瓶+c以丸乱弘岫嘲J+∞

比较(4．24)-与(4．26)，(4．26)有解的条件(可解性条件)要求

-2iq等舅丸元出一屯2“丸五办一％屯“谚互出+co氏“识五出．。 (4．27)

此式可化为

其中，

薏+屯4只一。 (4．28)

以。监萼竿丑坚 ㈣
21“屯九出

、’

注意到(4．19)及相关的公式，可得

吃I蜘嚆竽哟峨一却一t争 ㈣
式中f。·‰／q表示线性阻尼振动系统的相对阻尼系数。

将式(4．28)中的慢变振幅且表示成极坐标形式

疋-垃小

其中，屯，见为只与艺，五，瓦有关的量。

(4．31)

将(4．31)／1代／X,(4．28)，并利用(4．30)，分开实部与虚部，可得a吒，a五．0．因此，
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瓯-醯儡，‘)与瓦无关．由于等+童雩立·o t因此，我们有

色．一鱼§瓦+气伍，瓦)。将屯，吃代入(4．31)得到

E-乩伍，rDe4‰‰疋72 (432)

将(4．32>代入(4．23)得

wo(x,ro，互，互，互，瓦)-∑‰圆，互∥屯泓72东(xk‘吼。¨】+∞
。

”1

(4．33)

一∑阢伍，瓦溉ok蝴吨铂胆地‘】+CC

方程(4．2国中己不含长期项，它的一个特解为

HtO，瓦，互，瓦，五，瓦)一0 (434)

：l哥式(4．25)，(4．33)，(4．34琳八式(4．10)得到

等吨鸭一争-扣2；丸q鲁 ∽$
+氏(一i兜醯k-ir／o#：'60,瓦／2+ico#,,60．瓦，2m弛毛一^·劬72)-t。r1]+cc注意到(4．35)1㈣方程(4．24)的形式相同，故方程(4．35)的可解性条件为
一2iq笔墨吮元☆+k(一i砝钆J：戎元出一i‰至呼叫尤w纯--甜+-‘co垒唼q丸元出)-o
将“．19玳入上式可化简为

iObl．,．0

a五

将式(4．36)中的慢变振幅6l。表示成极坐标形式

乩-6h佤，瓦弘1屯国五’

“．36)

(437)

代入(4．36)，并分开实部与虚部，则可得!警，o，因此， 屯(弓，五)-屹瓴)。
01，

b。O蝎Oz"-。，于是，屯-屯伍)·因此，K-屹佤弘⋯m-～伍)

方程(4．35)中己不含长期项，它的一个特解为



上海大学博士学位论文

¨IO，瓦，互，五，五，五)-0

这样式(4．33)变为

％o，毛，五，乏，毛，瓦>。荟p13|佤溉。弦弛矗喃l∽理卜屯‘1+cc

。薹‰(瓦)我o∥“2射2M·‘】+cc
将式(4．26)，(4．34)，(4．38)，(4．39)代入式(4．11)得到

“．38)

“．39)

等‰M一誓一薹㈣q鲁+警屯溉G妒吨捌一】+cc(4．蚋
类似地，(4．40)有解的可解性条件为

啦等+擎～一。
将式(4．41)中的慢变振幅k表示成极坐标形式

屯一虬仍弦‘‰‘L’

(4．41)

(4．42)

并代入(4·41)，并分开实部与虚部，则可得害≥一。，因此，h仍)-k为实常数；

2q鲁+等2}2·。，得乳·一鼍}五+艮，式中，‰是实常数·
因此，我们得到

k。‰。一鼍争驯～．‰c砘龇删～k一‰e舰⋯-‰c。‘芘五m‘～
方程(4．40)中己不含长期项，它的一个特解为

wIO，瓦，五，五，五，五)-0

因此，式(439)进一步变为

％o，瓦，五，疋，E，L)。薹【‰虫。弦h‘L。。弘”’如“卜‘k‘k‘1+“
或者，等价地写成

(4．43)

(4．44)
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Wo(X,t,E)。善f一。一s‘n(加一1／2)石工)。￡一嘎，s‘n(垃‰f+吼一)】 (4·46)

由(4．4)可得到一端固定、另一端自由的粘弹性桩基轴向自由振动的位移的近似表达

式

w(z，f，s)-wo(x，f，E)·∑【A。sin(o一1／2)u工)。e-*s'‘sin(‰¨Oo．)】
“： (4．47)- 、 ，

一∑【如sin(o一1／2)#x)-e-'。sin(‰¨钆)】

式中，A．，吼．为由初始条件确定的实常数；n，^是受到阻尼影响的粘弹性桩基的第

万．阶固有频率

屹-oJ(1-e2琵／2-e4琵／s)-o,,O-嚣／2-嚣，毋 (4．48)

热幺_‰。蓑糍一吨-出譬丝神自(4．·8)
给出的线性系统的固有频率．

图4．1频率比与阻尼比的关系(精确解和近似解的比较)

用复模态分析方法求解方程(4．1)可求得振动位移的表达式(3．25)与式(4．47)相

同，而桩基的第押一阶固有频率的精确解(3．20)为

‰-q·辰了．q·(1一毒2．／2一；：／8—3鬈／48⋯) (当六t1时)(4．49)
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因此，(4．48)是式(4．49)关于阻尼比￡的4阶近似。
I

由式(4．48)算得的固有频率近似值与式(4．49)的精确值之间的比较见图4．1．

4A小结

多时间尺度法虽然是一种求解动力学微分方程的有效的分析方法，但用低阶

多尺度方法可能得不到理想的结果。本文用四阶多尺度方法得到了一端固定、另

一端自由的线性粘弹性桩基轴向自由振动的n阶固有频率关于粘弹性阻尼幺的4

阶近似表达式，同时得到了桩基轴向自由振动的位移响应的近似表达式．固有频

率不仅与粘弹性阻尼有关，而且还与桩周土刚度系数有关。当阻尼比较大时，由

式(4．48)算得的固有频率近似值与式(4．49)的精确值之间的误差较大；当阻尼比较小

时，两者的误差较小；当阻尼比小于0．76时，两者的误差小于3％。
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第五章桩基非线性轴向振动的多时间尺度分析

5．1前言

表达式。并给出了数值算例，考察了参数的影响，得到了一些有意义的新结论．

5．2问题的数学描述

弹性和线性粘弹性的本构关系(2．1)及(2．2)和(2．3)的条件下，我们有一端固定，另一

端自由的桩基轴向运动无量纲化形式的非线性微分方程(2．7)、端部条件(2．8)和初

始条件(2．9)为

篡k33w+，：E骚awOZw挚 ‘(2．7)

+k¨，2+ 一％i石一‰e)2警·o

吐一-o，降+争偿)2+争(詈)?+吼啬L‘。 G·国

w@，f)l。。-lIoo)， ‘a-'df(x,t)IL-．-‰o) (2．9)

剽一． (2．10)
船b

’ 、

5．3多时间尺度法求解

显然，要得到边值问题(2．7)-(2．10)的完全解是很困难的，我们拟用多尺度法来

求该问题的近似解。在桩和土的非线性弹性均比较弱的条件下，可设七。-eke2，

k-￡七∞，E22·E％，Eaa-eE∞，￡为小参数，7Y程(2．7心lO)可写为

害+ 害一仇嘉+cl詈叫吨矿一‰矿+％．Emio枷石O++wIllW-- +％尝)2害】万+ 万一仇丽+cli叫嘞n‰¨％i石“m‘-J‘石J
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吐．。一o，降西v+％丽02w+争(害)2+争(詈)m·。
哪圯。‰㈤‘制．o．喇，而且孰。-。

(5．10

(5．Ib)

(5．Zc)

令瓦-t，瓦一￡t为不同尺度的时间变量，并设(5．1a)的近似解可以表示为

'‘I工，f'EJ·wo(x，lo，11J+ew,(X,To,T0+⋯‘，·zJ

(5．2)式表达的振动过程包含了不同时间尺度的时间历程，不同的时问尺度描述过

程变化的不同节奏，阶数愈低，变化愈缓慢，阶数愈高，变化愈迅速。毛-t为对

应于线性系统以固有频率吐，^运动的快时间尺度，墨-f t是由于桩土材料非线性造

成的慢时间尺度。同时，将不同尺度的时间变量视为独立变量，则w(x，t，g)成为自

变量善和2个独立时间变量毛，互的函数。对时间的微分可按照s的幂次展开为

旦。丢+。喜+．．． (5．3)
Ot a写 a互

、’

芸．姜+勉羔+．．． (5．4)
Ot2 a彳 a瓦d五

、’

将(5．2)代入动力学方程(5．1a)，并注意到(53)和(5．4)，比较￡同次幂的系数得

到m阶和1-阶线性偏微分方程

^等吨％一等一仇杀+q薏一。 ㈣

^亟aToz吨M一争一仉枭+q薏川蕞+瞎卜酱∞协
一k霄一kw+％誓争+‰焦y等

相应于变量％，M的端部条件为

‰卜。，譬+仇螂a2WO，Lll。。 (5·砷
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吼。一。，譬+仉善赳。·嘲面a2wo+鲁譬尸+争争{I。砸∞
相应于变量％，M的初始条件为

岵．o-以班剖¨．。Vo(X)；

嵋Ir．-。-o"0,赳州--a毗w。I哪。，而且钆一。 ㈣

在依次求解过程中，利用消除久期项的附加条件和端部条件、初始条件，可

导出m阶和1-阶方程的近似解表达式。特别地，可将方程(5．5a)的位移写成复数形

式

wo(x，ro，五)一∑慨GM瓴弦‘蚺稍+五。疯佤∥啪嘲l (5．8)

其中，Ⅳ≥1为整数，巧表示0的复共轭，或-(q+吼群)／2为派生线性振动系

统的阻尼系数，以一O一1／2)z．

将式(5．8浓入式(5．5b)’得到

等+毛tM一軎一仇≤》+c-蠢-"1一薹{【(硝屯‰+地瓯+仇彤一碱)嚣i亭+岛twl—1≯一仇面i孛+c1 a瓦。刍{l【一扒屯‰+地吒+仇群一c以)i君
+(一3‰砰五+砜《谚震+删2劢唧知趣毛p1岫吨毛
+(也九2+％绒l见地2e21蝙。碱毛+(一‰晚3+‰以2删e3‘％五赳写
+(也兜元+嘲)瓴P．2毛毛}+∑∑【(-‰磊杰+互吆群杉+％_《钱)
4却。％批即魄+^珥+(一2‰噍元+％碟刃+％硝霸M互e。‰’％’毛柏圳毛1

+∑∑∑[(-2k∞丸九九+2毛3妒二饪尤M。44|e。‰+％+‰m-(小¨¨毛

+(-‰丸九元+砜，《截露M互e如I．+唯啤)毛‘帆+^啊)写
+(一砜五磊吮+2‰3露群《属44P。‰+％’‰’写．‘屯+^+^珥
+(—‰无九无+‰元“露风4互e。％一‰吨’毛_‘屯峨+屯珥】
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+薹三【(—k噍允2+E矗谚磁2H群e。札+～珥叫珥嵋珥
覃．1笛≈，

+(一撕丸五+创捌元弘似互e‘岫-‘地+‘珥 (5．9)

+(一k西霞2+‰％7#纯t2)Ar4．2e鼍地、珥-‘地+‘珥1+cc

其中，丸’和九’表示丸O)对变量辜的1．阶和2-阶导数，cc表示其左边各项的复共

轭之和．比较齐次方程(5．5a)和非齐次方程(5．9)可以看到，它们的左端形式完全相

同，但是齐次方程(5．5a)有非零解屯G)(即线性自由振动的^．阶振型函数)。因此，

若要使非齐次方程(5．9)有解，必须满足可解性条件，即要求非齐次方程(5．9)的非齐

次项的长期项与其伴随，yN(5．5a)的解屯O)正交。因此，可解性条件为

讯-2i蛾％+旎屯+州一弧)嚣 (5．10)“贼4-～⋯t m，'T．t+删巧渤瞳P啦‘∥啪嘲，蛾)-0
其中，(，，g)为在区间【o，l】上复函数的内积，定义如F

(，，g)。J：雁钕 (5．11)

这里，取g。丸O)，，为(5．9)右边的第1项(长期项)。由武(5．10)幕1(5．11)得N

(-2i屹Z屯五出+2戌．J：唬五出+“谚赢出一c伽⋯-．dx，Maz·+(—3“砰元2出
+2吲《缀酗+q群镢妣识e螂-0

此式可化为

碧一“互e蛳-o (5．12)

其中，

小蔫警耥篇篙淼∞3，2in“屯九出一2“屯屯出一“咖砘出+‘《氟蛾出

利用端部条件(5．6a)，不难求得0-懒(5．5a)(5．6a)(即派生线性系统有阻尼
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％-√：i了iij丽·√f专-o．1,2，3，一．) (5．14)

式中，靠为厅一阶相对阻尼系数，给定为

六。蓑筹。三‘而!+r／l(丽n-1／2)2ff2(n-1,2,3,-"·㈣
相应的模态为

CAx)-2iCu sin勋一扣】 (5．16)

式中，cL-一手em，如，‰分别为派生线性系统的振幅和相位，是由系统的
初始条件确定的实常数。

将(5．16)代入(5．13)可得

k3．．一丝掣墼．i 3A："(f1—4一E。3+3k。3)． (5-17)
zl‰ 32wJ．

设(5．12)的解为4-4,(rJ-qe“，其中q-a．(z)，托-y．伍)是时间尺度正的

待定函数．将其代入(5．12)彳写JLNa．，n满足的方程

鲁“q器。。雌蛳一od正 。d瓦
埘4

分开实部和虚部，得到

生．o
dr,

q鲁吨I V3-2&raFt

(5．18)

(5．19)

(5．20)

由(5．19)可得，q tah(为常数)。代入(5．20)并积分得n-砘％2球唧；+rh

(to．为常数)。因此，得到

4。％e{^。ao|Ie‘如酿印蝴+‘‰ (5．21)

将(5．21)和(5．1眦入(5．8)得
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％o，矗，五)。壹a“氟。弦。q^+也吐f，”卜‘“。屯毛+cc
Ⅳ蜀 (5．22)Ⅳ 、’’

一Za。'Ao"sin[(n-1／2)ax]sin(60,．yo+吐《孕啦毛+‰+‰p一埚

当非线性特性比较弱时，非线性项可以被忽略，上式应和派生线性振动系统

的解一致，因此，得口“-1,Yo,一0．所以(5．21)和(5．22)化为

4 otneI‘t．-e‘砖·辛～ (5．23)

％似，五)。曼九stn[(n一1／2)xx]sin[To tn[(n ‰瓦+型毡窑}盥孕蝴+钆p一骗％似五)I荟九s
—

s ‰瓦+竺醯掣孕蝴+钆p一骗
(5．砷

将(5．24)代入端部条件(5．6b)，并注意到(5．6aX5．7)，则(5．6b)可简化为

吼．o-o，e+氇袅t。一o ㈣’
将(5．16)代入(5．9)n-，得

卺吨M一争一仇杀+q薏
-∑{4瑶％幽2即+％刃cosp．xsin#．x)

．A2e2‘嵋一舢+8iQ sinAx(kmsin2船+％席cos2成zM分‘嵋一粕
-4q．己‰sin2成工+％群cos∥．xsin#．x)a．互P趣毛卜

+∑∑【4ckch(2tozsinp,xsin#．x+％展露00s反工sin肛+％露只s缸反工伽成力
f爿一：矗1

AAe‘．．+．▲埯一媳+‘玛一4Q毛《2‰sinptxsinp．x+i‰磊霹cos#,zsin#．x

+％群成咖船蝴成JM互e‰～刖^+^珥l+薹荟薹．【16i气Qch咖肛
_一l t·l^·t+l

(kinsinptxsin,a．x+％成压成傩鼬螂成工地44e札恤慨塌-‘‘却屯珥
一16i气c0己sin成善‰咖触sin舡+％成反成淞舡螂成工H^互
e“’+。飞珥地珥+^届一16i己Qqsin属，‰sin反工豳尼一
+‰彪展展螂舡瞄船江^4e地+‘、硒’池+^吨珥+16i己q己sin#．x
(‰s缸展工sjn成石+毛3正反成∞s晟工∞s见J龇互e。“。‰—‰珥‘“+～吨珥1



上海大学媾士学位论文

+∑乏[8iC崎C2 sin flqx(km sin2成工+￡03露群cos2危工蚺4札+～珥-‘地嵋珥
”1嚣g，

一16i气气五咖乓工‰sin2舡+‰鳄露懿2成工M互P‘啪叫硅+‘珥 (5．25)

-8i气吒血岛工％siIl2成工+‰巧露∞s2成x属彳e。‰’珥叫地q％】+cc

方程(5．25)中己不含长期项，它的解为

Mo，瓦，夏)-丑戎。烨le,。．TI-惦+～oMk2‘啪‘粕+koM≯啪螂；

+‰oM。互e。2蛹J+荟薹，Ldmo地4P。嗡+～琏鹊嚏琢

+dmoM互e‰’珥叫和们】+荟1v M荟-t．荟。【^一oM4e札吨心*也小毛珥
+kOM．4互eR‰+．I—．．珥-‘～吨q碣+厶hO)砒4e茸～+～’．．珥．I‘峨峨珥
+，4^D属4互e‰^’削小¨珥】+三乏【％∽彳e‰～刖珥嵋珥

覃11。=；’

+g轴O)钒互e‘岫_地+‘珥+‰0属彳e42“。～珥．‘砘q埔】+cc
(5．26)

式中4：是个复数。将(5．26)代A(5．25)可得

[ktl 4．(2‘，一碱譬+cl(2‘吆-碱)k一【1+仇(21％一地)K (5．27a)
-蜕‰sin2鼬+％群瞄f1．xsin成功

、

魄·+(3‘!一甄)2_c1(31吆一》帆一【1+仇(31％一礁脱 (5．2Sa)
-8ic己俅∞sin3 p一+EⅫp：cos2∥．xsin p抽

、

他。+镌2一碱clh一(1一咎‰域一咆己(t。sin2鼬+删淄鼬妞色力
(5．29a)

可分别求得上面方程的解为

吒-钆e如蛳+％P’拓忡+A-,sin2鼯+瓦麟舡sin船+c二cos：f1．x(5．27b)

6h_口知e如7"+口“e一扣7"+E1．sin3t，．x+v,．cos2见工sin舡 (5．28b)

‰laohP扣7V 4．002。e’仄忡+氐sin2舡+％傩肛如舡+吒cos2,0．x(5．29b)

40
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其中，^、氏等为与桩和土的材料性质、几何尺寸、线性系统的固有频率吐k和阻

尼系数屯等有关的系数，它们被给定为

丸一景糍，瓦-篙2 3，吒一杀糯
瓦·詈黪嚣蔫嵩，
只．璺!篮[堕＆筮±＆亟±塑t篚趔j1
O吩+3m．露)(鸭+7m4芦2)一12峨2P14

矗-毒篆篙‰
鸭-t,l+(2icoj一碱)2+cI(2i％一弛)，m2—1+哺(2i％一碱)

鸭一‘l+(3i‰一地)2+clOioJj一碱)，m4-1+’。h(3ioJ,,,一地)

％·如I+憾2-幼．cO，m6-0-2屯叩1)

由端部条件(5．6×5．7)可直接得到％，丸，口。等满足的端部条件

吼一，斟。-o，吼。-o，斟。-o，
4“l，．o一0， 划。o，

dx k
(5姗

因此，N(5．27b)～(5．29b)代入(5．30)，得到a‰，口2I，ak，a“，口“，a‰为



口Oh
I

将(5·23浓入(5．26)，类似于(5．21)可令4。气e地‘锋哪。+“，得

嵋o，ro，互)-窆魄oM五e“‰写+‘o诒矿撕M毛吨五
+口h0)e24％霸+峨和‘2锄卜珥五

+屯0弦3“‰毛+‘k球4俩’啦毛+‰(咖啦毛】

+荟b'-I。乏N。【‰ok‰而+‰而+也永。2楠以驴撕H气㈨毛
+d2hO弦“％而一‰矗“{t印‘砖而埘-即。2俩H毛+毛冯1

+荟N N荟-I。邑N[凡。o弦“％^+‰而¨炳咄驴钠诎矿俩+磕孕蝴)地吣毛玛
+kOk趣啪恤而‰五以辛嘲+磕印-2俩-砖印蝴J地+㈣毛
+kO弦“％毛+岫‰毛以孕蝴+峨r，蝴地和啪M+^+a．)ro
+‰O)e妯炳吨五‰而坝辛蝴。k孕句讷地孕嘲M+^+a．)rel

+善N辜N【‰o扣“地毛+岫+咄r，-2辆峨矿帅卜(珥坞珥
”弑’

增h∽e“岫“k矿讷H24．+‘冯

+g扣(xk《2‰而一‰而+地净-2袖。至|球蝴H地+8q)r。1+cc

。薹随如sm渤刈枷】sin(％毛+丛幺笔置i}吐挝乖t骗+‰+瓦弘怕
一2托雨瓦雨sinl2(％矗+塑丞号i曼t型孕落而)一气p鹚弓j‘＆’^．

⋯

-2板蠢汀面sinf3@赢+塑丞《皇警t型7,1e-2。．r,)一气p蝴+知矗ok蝴}3埘h ⋯ ⋯。 1

+N荟-I．荟N。壬矗sjnf(吆矗+吆毛+吐印啦而+七LTte'Za．r．)一‰p一峨+J．岛
州三b血I(％写一吆瓦+碟孕啦毛一kLr,e螂；)一‰p—l^+^珥}
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+荟荟．丕。{允sin[(o,,Jo+％毛+％毛
+吐孕一舢+破即m毛+砖印啦毛)一钆hp’帆+^+屯m
+，o豳【‰毛+wmTe-oJ#．To+砖即一2惦+吐即啦弓一E孕啦毛)一—kp一‘+^q珥
+厶sin[(oTdtTo+oJz,To一‰瓦+砖印嘲与+砖即蝴一地孕饥毛)一岛mp一“+^qm
+‘^sin[(o,女r0一nk瓦一nk写+kLT：-2^弓一七三五￡’2惦一砖r,e—2‘毛)一日mp一‘～峨q珥}

+薹三{【g二I sin【(2nk毛+n‰瓦+2七：孕4骗+吐球鼍‘)-‰p叫珥噜风
P1；=|，

增0 sinf(％瓦+七：孕∞‘)一％p‘‘地+‘珥
+西咖【(2％瓦一‰写+放：孕。2蜗一吐球4锅)一％k能嵋珥}

(5．31)

式中，咖气。南，咖气-丽霸b专R雨·以，瓦是由初始条件确
定的实数．将(5．31)(5．24)代入初始条件(5．7)得，

气4h sm[(n一112)口xlsin(0e．+sL)+2吐+2圮+24：+⋯⋯-0 (5．32)

饥sin[(n-1／2)；rx][wz．ces(Oe．+吒)一tsm(％+OL)】一4吐％一啦吐
—毗％一魄畦一4磕屯+丸sin【o—l，2弘叫翌毡粪．盟二型瞄艮+．．⋯．o

‘5·33’

当Ⅳ一一-l时，上两式中的省略部分为零。求解方程(5．32)和(5．33)可得以，瓦．

将式(5．24)、(5．31)代A(5．2)，并令瓦-t，五1￡t得振动系统的响应：

H饥f，￡)一∑‘k sill晒一1／2弘叫sin【世+艮p。"丑

一拓√纯)2+纯)2 sml2,02t-气k娜一2￡√僦)2+纯)2 sinl30,2t一气p硼
+2F磕e-2a．t+￡4．氐咖【O一1／跏川sin【硭“三+(1一髦玩／吐嚣y+艮+瓦p一即)

+￡兰芝．纯sinm蹬+站y一‰p啦峨’+吐sin【(磴一磴y一‰p柏蚶’

+s薹善薹。{丘sin【纰+磴+磴，一‰}地吨吨’
+．，．二-sin【(o畦}+。畦}一磴y一只‰p’‘‘+^+‘’
+丘豳【(篮+篮一硭)f一‰p。‘．-q埔’
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+如sin[(磴一啦一罐)f—B。p地蛳屯’'

+嘻壹嘛sin【(埘+磴，一％一蛳‘’ (5．34)

+90 sjn【乜拳一占0p一‘地嵋’+g≥sin【(2n0一硭y一日0】e一‘地+‘’}
非线性系统的第一．阶主频率为

站-％+甏c坤
式中，Q3是一个描述桩基和土的非线性特征量，给定为

(5．35)

g-E(形￡矗+戤∞)-O-1／2)‘石4E∞+强n (5．36)

由(5．35)可见，非线性系统的第一-阶主频率nkNIL不仅与派生线性振动系统的雄．

阶固有频率nk和阻尼系数吒有关，而且也与振幅气和非线性特征量织有关．

由式(5．34)可见，非线性系统的响应中除基频为磷的谐波以外，还在s项中含

有频率为2啦、3硭的高次谐’波和频率为磴+硭、磴一磴，站+硭+磴、

％／eL+％NL一罐、磴+硭一站、O),“n,--#Jd“a一站、2罐+硭、2罐一磴、篮

O一目)的谐波存在。非线性系统响应的相位角也不同于派生线性系统的相位角

艮。由于粘性的影响，系统的响应随着时间而衰减，但是各项的衰减速度不同。

由于非线性的影响使系统的振动零点发生变化，对称轴线发生偏移。非线性项对

式(534)中右边第5项的频率的影响也较复杂。

5．4数值计算与结果分析

对式(5．34×5．35)进行数值计算，参考文献【1，21中的有关试验数据，取定如下计

算参数： I=20 m，d-0．35 m，,o='2．4x10Skg／m3， 墨-2．1x1010Pa、

E-,5．5X1012Pa、易-2．5x1014Pa，r／．-1．Oxl05N·s／m2(对无粘性桩基材料取

仉-O)，屯l·2．1x106N／m3，屯2-0．65x10sN／m4，屯，-0．65x109l'q／m5(对线性材

料取易-E,-t．2-t．3-o)，c．-5．76x102N·咖3(对无粘性地基土材料取cI-O)，
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氐-0．002，oo．-x／2，e'l一1(或取开12)，4_-1，￡-0．01，工-1·并且由此可以

算得Q-3．87x10s(当行-1)S／司Q3-I．78×10，(当一-2)。数值计算结果见下列图中．

图5．1和图5．2分别为当刀-lfF[1n-2时无粘性的非线性系统在Q3取不同值时

振幅与频率的关系曲线。可见，Q3的影响是很明显的．

＼。
。 。 。

。。／
＼32x105

03／7’．x105／。

§缪
图5．1无粘性非线性系统的振幅与频率关系曲线(席一1)

＼删

萑§
蜡

图5．2无粘性非线性系统的振幅与频率关系线(一一2)

图5．3和图5．4分别为当万一l和n一2时的粘性非线性系统在不同时刻频率比

与振幅的关系，可见，频率比随初始振幅的增加而快速增加；图5．5和图5．6分别

45
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为当以-1和n-2时的粘性非线性系统在不同振幅时频率比与时间的关系曲线，可

见，频率比随时间的增加而迅速衰减；图5．7和图5．8分别为当n·1和n一2时粘

性非线性系统在不同时刻频率比与Q，的关系曲线，可见，频率比随Q3的增加而线

性增加。

图5．3不同时刻粘性非线性系统的频率比与振幅的关系(n—1)

国5．4不同时刻粘性非线性系统频率比与振幅的关系(厅一2’



图5f 5

圈5·8不同振幅时粘性非线性系统频率比与时间的关系(打。2)

m

5．7不周时刻粘性非线性系统的频率比与Qj的关系(撑。1)
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图5．8不同时刻粘性非线性系统频率比与Q，的关系(行-2)

图5．9无粘性线性与非线性系统时程曲线(Ⅳ一一一1)

图5．10a粘性线性系统的时程曲线(Ⅳ一万一1)

48
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图5．1∞粘性非线性系统的时程曲线(Ⅳ·玎一1)

图5．9和图5．10为无粘性和有粘性的线性与非线性系统的时程曲线。可见，

无粘性线性系统的振动是周期的，频率也保持不变；无粘性非线性系统的振动是

近似周期的，振幅略有波动，并大于线性系统的振幅，振动频率也大于线性系统，

振动零点也有变化．粘性线性系统的振幅以一个不变的频率有规则地衰减；粘性

非线性系统的振幅也迅速地衰减，但并不是很有规则，振幅略有波动，振动频率

及振动零点也稍有变化。

5．5小结

本章假定桩基及桩周土材料的非线性弹性都比较弱的情况下，用多时间尺度法

研究了一端固定、另一端轴向自由的端部条件下桩基的非线性轴向自由振动问题，

求出了桩基轴向振动n．阶主频率和位移响应的近似表达式．研究结果表明，非线

性系统的111．阶主频率不仅与派生线性振动系统的n．阶固有频率有关，而且也与振

幅、阻尼系数和材料的非线性特征量有关；非线性系统的响应中除主频率为吐嚣的

谐波以外，还在,J,me项中含有频率为2n嚣、埘的高次谐波和频率为n口+n嚣、
磴一磴、硭+硭+磴、磴+硭一世、硭+磴一硭、磴一甜一站、

2啦+衅、2磴一蜡、磅(万-鼋)的谐波存在，还受到其它较复杂频率的干

扰。系统的振动零点也会发生变化，对称轴线会发生偏移，系统响应的相位角也

与派生线性系统的相位角不同．由于粘性的影响，系统的响应随着时问而衰减，
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衰减速度与派生线性系统是有差别的。值得说明的是，若采用单模态的方法(即去

掉式(5．8)中的求和号)，则会导致某些非线性效应的失真，得不到应有的结论。

50
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第六章桩基非线性横向振动的多时间尺度分析

6．1前言

本章假定桩基及桩周土的材料分别满足非线性弹性和微分型线性粘弹性本构

关系，利用第二章导出的分析桩基非线性横向振动的偏微分方程，在假设桩基和

土的非线性弹性都比较弱的情况下，用多时间尺度法研究了桩基的非线性横向自

由振动，得到了一．阶主频率和位移响应的近似表达式。并给出了数值算例，考察了

参数的影响，得到了一些有益的新结论。

6．2问题的数学描述

考虑一桩长为f，外径为D、内径为反，横截面面积为A，材料密度为p的圆

形管桩，设初始静止，时间为T，在桩顶承受一静荷载。设桩顶几何中心处为坐标

x轴的原点，桩的轴向向下为X轴的正方向，水平向右为Y轴的正方向，坐标系

如图2．2所示。设因桩身弯曲而引起的土体对桩的横向抗力及阻尼与位移及速度之

间满足的非线性关系为(2．11)，同时，假设桩基的轴向应力盯伍，D和轴向应变

￡(x，r)满足的非线性弹性和线性粘弹性的本构关系为(2．13)．为了明确起见，设桩

底浅嵌岩，桩头浅嵌固于承台或地基梁，即桩底和桩顶的水平位移及弯矩都为零．

当g一0时，由第二章的模型得到桩基横向振动无量纲化形式的非线性微分方程

(2．21)、端部条件(2．22X2．23)DA及初始条件(2．24)(2．25)，即

字+窘一卮哮)2咱窘窘+铣窘障卜障)‘窘+％袅仁2。，
协【1一。一刚窘一p0G一∞罢+畸∥+幻伊+岛∥+q詈一o

叱一，c害+啊鲁一鲁(軎)2一≥(警)3七。。。 G·均

．．，b。，r警+仇而0331^，一鲁(警)2’≥(害)’Ix,-#。。 G捌
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毗吼．oI啪)，剖。-川
为了便于分析并使初始时刻端部无弯矩的条件被满足，设初始位移满足

争卜斟。-。

(2．24)

(2．25)

6．3多时同尺度法求解

显然，要得到边值问题(2．21)-(2．25)的完全解是很困难的。我们拟用多时间尺

度法来得到该问题的近似解。若设口-1，在桩和土的非线性弹性均比较弱的条件

下，可设k·ek02，七3，·￡七03，岛·哦l，n-grol，f为小参数，方程(2．21)．-1"

重新写成为

字+石a4w+岛窘吨肼甥去+q詈-d4∥一锄，‘歹+j7+岛；7+与，w+甥磊+qi。砚—自c旷一‘％s¨，

4"[a01、0盯3W，2+尚l‰石a2w万a*w一‰窘障)2一‰障)2掌4
∞J’

而(2．22)，(2．23)可写成为

w乙一，【_02w+哺缶一争(窘)2一导(害)，i．1-。 ∞．砷

wk～，磐+仉而a3w一争(詈2 J2一孕(害)3L。。 @·咖

而(2．24)不变，重新写为

wO，r)L。一H。@)，
df k．．mVOO)

(6．3)

令瓦一f，正-g f为不同尺度的时间变量，并设(6．1)的近似解可以表示为

'．，O，t，F)-％O，To，互)+E嵋O，瓦，五)+⋯ (6．4)

由(6．4)式表达的振动过程包含了不同时间尺度的时间历程，不同的时间尺度

描述过程变化的不同节奏，阶数愈低，变化愈缓慢，阶数愈高，变化愈迅速．五．f
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为对厘于线性系统以固有频率屹运动的快时间尺度，薯。￡f是由于桩和土的材料

非线性造成的慢时间尺度。同时，将不同尺度的时间变量视为独立变量，则H，I∽，f，g)

成为自变量x和2个独立时间变量瓦，瓦的函数。对时间的微分可按照￡的幂次展开

为

要．砉+s熹+．-． (6．5)
却a五 喝

、7

罢．羔+知上+．．． (6-6)a—-7-——了+Z￡一+⋯ (6．61
t2 d搿 aToaTl

”。。

将(6．4)代入动力学方程(6．1)，并注意到(6．5)和(6．6)，比较￡同次幂的系数得到

m阶和1．阶线性偏微分方程

^等+争+风警+毛肌+吼矗+ct薏·。 ㈣

t日胜-F义亘％，M刖糊鄙朱什刀

山-o，争+啊轰i。-o ㈣

吼卅，t争+仉轰t。-o ㈣

吼．o．。，学+仇剐。·嘲轰一争争2一等学逍。∽哟
Mk一。，学+仇善斟。一1仇轰一争争一等《羚L t6．·哟

㈣
喑哮咯砖鏊靠羚舢争争．季喀*
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咄却。吨㈤划8To[To．。．o-h㈤吨卅-o，刮⋯-一鲁L砷∽-，
同时，初始位移在端部部满足的条件(6．3)仍成立。

在依次求解过程中，利用消除久期项的附加条件和端部条件、初始条件，可导

出问题(6．1)．(6．3)的近似解的表达式。

将m阶方程(6．7)的位移写成复数形式

wo“，瓦，五)-∑【屯G14佤)e‘’毛。毛矗+五仁厄(瓦弦4啪一％1 (6．12)

其中，Ⅳ乏l为整数，孬表示(．)的复共轭，6．．生掣为派生线性振动系统
的阻尼系数，凡-，坷O-1,2,3,⋯)。

将式(6。12>代入式(6．8)得到

等v"1+≥+既争吨嵋+仇毫+q薏一耋tm；吮‰+地吒一卅j孑+1≯+p01尹+‘t嵋+叩1；了意+cli若。刍{【(_21吮‰+地吒一仇僦”
-c俄)鲁+(一强碱2％m一4‰。脚一2Yo，∞2刃一‰∞2∥一2‰砌∥)
uJl

瓴e蝴p幅’骗+‰吮2+先如囝2+磊—涮啦烨21蝙落毛
+(氐屯3一‰。彤(劝2 Yo，∞2∥烨撕蝙啦而
+(-k02谚J．+岛。册+风。ij妒H互P啦弓}

+∑∑【(一‰九九+氏∥杉+岛，删町+巩班M4沙恤珥御毛珥

+(一‰九云+磊硝霹+鼠痛‘’+2岛。硒M互￡‰飞再啦q皿l

+∑薹∑．I(一2七。九九九一4‰z鹏w一2‰榉’硝醪)4。44e。‘+．．+．．’L‘“峨+‘珥
+(一强。九嚷元一4／'0Z确贾一2r。硝’西孤4互e。‰+簟．—‰珥地+^+屯塌
+(一‰无我屯一4‰，‰"Ts嚷m识。一2y。，无4’群帆44≯％+‰—．．珥。帆+^吨l矗
+(_2瓴氟五一4r。震确雾一2Yo。元‘’硝霞．)五AA—e4-----‘‰玛哦吨+4-玩】

+∑∑【(—七以屯2—2‰《(的2一h硝∞(幻2啦“2-．+～珥-‘地峨珥
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：嚣苎2一y警嬲=)r．-izao",s毛,)T,№ @坳
+(一嘶九2 o。露(的2一％刀’∞2皿彳e啦“’ J+cc

、 ’

其中，屯’和丸’表示九O)对变量工的1-阶和2一阶导数，cc表示其左边各项的复共

轭之和。比较齐次方程(6．7)和非齐次方程(6．13)可以看到，它们的左端形式完全相

同，但是齐次方程(6．7)有非零解丸0)(即线性自由振动的n-阶振型函数)。因此，

若要使非齐次方程(6．13)有解，必须满足可解性条件，即要求非齐次方程(6．13)的非

齐次项的长期项与其伴随方程(6．7)的解九O)正交．因此，可解性条件为

姐(碱‰+现以一删帕一㈣釜+(-3嘣元一蛐翮 (6．14)

-2‰。(囝2刃一‰∞2秀砷一2‰以7s％w％(却Hae峨5-‘啪啪，噍)-o

(，，g)一J：店诎 (6．15)

这里，取g一屯O)，，为(6．13)右边的第1项(长期项)．由式(6．14)年0(6．15)得到

(-2iq兜珈+地上蛾驰一“旌4丽出一“兜五出)釜
+(一3q砰元2出一4‰Z《霹；I氲出一2‰Z∞2i甄出
一‰Z∞2刃4’五出一2r0Z％7w％w％(∞五出增互￡啦写一。

釜一。甑P蝴-o (6．16)

小‘：州翰2-一2dx 4hz譬如2咂蝌鼍批“哩2酽私(6．17)
一2‰Zi；谚麓4獗出】／(2i疵kJ：蛾元出一2“九云出+“伐O)％--出+‘《兜五∞
利用端部条件(6．9)，并注意到(6．3)，不难求得0-阶系统(6．7X6．9)(即派生线性

％-压i面F而·扛爵 o．L2Ⅳ3·．) (6．18)
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式中，矗为以·阶相对阻尼系数，给定为

小毒。磊案‰”，名s，”．@聊钆。石。可了葫葡i而 妒11∥’j’”¨ 巾J即

相应的模态为

屯@)一c0 sinn万x (6．20)

式中，气．一i阜。‰，％，％分别为派生线性系统的振幅和相位，是由系统的
初始条件确定的实常数。

将(6．20)代入(6．17)可得k-j16[q+业n4。r4rh盟+2(-6,+i％,)]-i翌掣 (6．21)“ ‘

3砜 ⋯⋯7

设(6．16)1㈣4—4瓴)manc'“，其中q--as伍,rm-扎(TJ是时间尺度五的
待定函数。将其代入(6．16)得到q，^满足的方程

鲁“q器一k本嘲-。 (6．22)

分开实部和虚部，得到

da__L，0 (6．23)
dT,

’

q籍越母蝴 (6．柳

由(6．23)可得，吒-a‰(为常数)。代入(6．24)并积分得n-砖％2孕-2骗+y岫

(y“为常数)。因此，得到

4；％eirJ。％。e‘‘；-q玉即4辆+‘‰(6．鹚

将(6．25)和(6．20)代入(6．12)得

％似瓦，五)．艺口。杰@弘“‰毛+咄酿r，‘2楠州‰也五+∞
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N

’荟‰％咖【Mxls‘n(吆五十‘一1⋯2-e一蚋+‰+‰弦。骗 (6·26)

当非线住比孜弱时，非线性坝I]以被忽略时·上式应和派生线性振动糸统的

解一致，于是，得aoa-l,ro．-o。因此，(6．25)和(6．26)化为

4；％一，．。Pit]．r一-2a．ro(6．而

‰瓴写，王)．塞矸k咖【，mlsin【‰To+竺叠g姿上L±三垃即越毛+Oo．]e一蚺(6．28)篇 J20J|‘．

将(6．28)代入端部条件(6．10)，并注意到(6．9)，(6．3)，则(6．10)可简化为

叱m【争+编轰{l。-o (6．29a)

乩-o，学+仉轰t。．o ∞冽

将(6．20>代入(6．13)可得

等+争+争吨M+仇面asw,+q盟aToPo -耋旺(也咖2一j斧+1尹+i芦+气-M+叩1i了高+q一。刍oc二【．^砬8m‘删
+风，l∥端2，姒)4l≈2‘啪一2a．ro+吒sinn,xx(-km sin2腻x+2h—W傩2眦
一ymns石Ssm2脯M铲蝙啦毛+气己(-k02sin2槲+伽‰‘锅撕抛互e蝴l

+∑∑{c扯cL【(一2k一阱4玎‰‘一磊l七2撑k6)smkzxsmnxx
f=f一匀}：1

+2岛l七‰驴螂勋“cos肿啊M4e‰忱岛啦吨’写+Q己【(一‰一Potk4n2』r‘
一凡七2／14X6)sinb珏sin愀+2瓯1七‰‰6 cos七玎x∞s船了衄P鲥埘．—％塌．(^+4_m)

+∑三∑．{2气qG咖肋嘣(—‰一ymm4k2／92石‘)sinkzrxsinn旧x
+2rol『，12七‰‰。∞s幻盯cos枞M．44e“‰+％+‰’毛·如吨吨塌+2(乙巳矗sinmxx
【(—‰一yotm4k2n2石。)sin七玎xsin胍z+2yo严2七～‰。∞s七砧∞s职了M4互

P“‰+％吨塌—屯吨+^)to+2乇q气凼肋叫(—k一托一．七‰‰3)smkxxsmnxz
+2％拶礓‰≯咖勋Ⅸ媚舰x皿4却弛+‰～玛地+如喝塌
+2气c扯己smn坷x[(-km—rmm4k2n2,,．g。)sink鞠rxsinnxx

+2‰一礓‰‰。coskaxcosnⅡx],一'．．4互e。％—％—--)re-(a．吨+^m}
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+艺艺住吒咖唧阱。一瑚～∥)sin2nux+2r。q2n6x8COS2帆】
_⋯On--1口)

4彳e“2‰+‰娲一‘磷+‘硒+铣c1-己咖驴研(—k—ymq·n4n8)sin2勰x
+2yolq2n6：r8COS2，凇M4互e‘咄而一碱+岛娲+瓦吒sjn弘水—‰一yotq4n4石。)siil2黼
+2y。lg‰‰8COS2，愀M--42e“2％—m由’而一‘地+～)fo}+cc

(6．30)

方程(6．30)中己不含长期项，它的解为

Mo，毛，互)-∑【丸(x)4：e‘啪—％+aLq(x)A．2e2‘q而一地毛+丸(xMj∥m．毛啦而

“ko)瓴P也韬；】+∑薹，【吐。ol／帆e“％+‰塥—他地珥

鸭“o岖一噜吨)而柏璃娲l+荟17 N荟-1互II f五．oM4≯‰愧佃．塥弧峨峨玛
+缸OM．4互e。‰+恤—％塥地q吨’而+厶_O)砒4≯％+‰—口．埚·毛q+^硒

+，4_@通4互ej‰吨吨削小^q娲1+耋芝【g蛳oM4≯地飞州孙‘冯
P‘笛；'

+g细oM肛≯‰而-(地坞塌+g扣@>刁辱。2‰—％冯—地噶玛1+cc
(6．31)

式中，彳是复数。将(6．31玳入(6．30)可得

‰“：砻：碱芝MG2冀二≥mh+p以+【1+叩l(21％一碱m， (6．32)-吒(吨sin2删+跏‰‘cos2n石x) ”⋯7

‰+1笔案ko‰zsin器嚣co渊s撕x) ㈣
气气(一 2肼x+风一‰6

”⋯7

分别求得上面方程，可得到它们的解为

％-‰e。鲈+口2I∥+‰e哪+口4．eⅣ+丸sin2脚H+氏cos2彤tx (6．35)’

㈣鬈美‰M嚣叶舻碱∽鬻篙篇装
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6L-口he一。铲+口“e’p+口7。e一’铲+口“I}"+JEh sinn．石x+，L sin3矗戤

4“_口01．e一9矿+aohe舻+口∞-e’4一+口¨．e靠‘+4∞-sin2n舭+Boo,cos2n玎x

佑．36)

(6．37)

其中，九、气等为与桩和土的材料性质、几何尺寸、线性系统的固有频率nk和

阻尼系数屯等有关的系数，它们被给定为

丸-警”盟案‰蓑舞等盟
瓦-菇再2再C1：[i3kojy'q2jt砑．-2po荔_3瓦0k03jH4．Tt丽-4m4忑+y忑mnS磊aSm藕3-忑9Yo石lnV'x再XZm蹰,]
瓦-毒鬻篙戋
‰-警，‰-盟甓黧焘等铲
ql-

窜3一

q5
I

啊-七u+(2i‰一地)2+ct(2iwj一地)，％一1+仉(2i％一碱)

％-kLl+(3i％一碱)2+cl(3i％一地)，啊一“吼(3i％一地)

m5-(毛。+4屯2—2夺．ci)，m6-0—2点。仉)，⋯⋯

由端部条件(6．11)(6．29)可得到
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‰k。乩d彬2alnL-o，叱-o，斜。-o，“。-o，
吒kr-o，纠,-0-o，乩-o，斜．。蛾乩-o，

将(635)～(6．37)代入(6．38)，得到系数口。，口2l，呜．，‰等的表达式为

％-塑誓案鲁地，％-垫若掣
‰一竺Q业(X+d2X!"垒qt垒2+焦q22)!鱼鱼≥
口“n0，口“_O，口7I-0，～-0

(6．38)

‰-二堑(1丝+e。±X塑-q垒12氇+qz±2)＆鱼：

‰。丝警尝箸幽，‰-熊等铲‰。塑警尝筹幽，‰-堕筹帮
将(6．39y：{：A．(6．43)，类似于(6．25)可令4．‘e避‘硌蝴嘁，得

Mo，瓦，五)一芝阮oM二e她^+略稚辛嘲M《咆而+‰G弘2越‰斫磕五—诵卜2骗
+4妇0k—施五+乩Ok鳆‰毛地孕蝴卜M品】

+萎耋．‰鲰脚砧嘶啦辛嘲以孕蝴m峨珥
吨0弦《埘J而一q-％坝印’2俩—如r，吐^丙卜佴+毛冯】

+薹N N瓣-1【k∽㈨嘲岷¨k胖以秒吨禅脚¨冯
+k纰‰而+％而嘞而以孕蝴拈k孕嘞地栌而H‘吨峨娲
+kO弦札写慨写也h毛础k孕．2辆诣kr，嘲而—如玲．2‘而H毛+6-,．a,)re
+兀幽G弘“‰％一蝙‰毛地孕嘲哉矿诵地酽铀H～鸭+‘塌】

．

●

曲
斜制



+怼H H啦一．一一一!-Za皿o～I伊M帅
+g砷Ok。岫咄孕蝴卜(地+‘硒

+g扣Op。2％而心如+盐L印鹊砀咄即4帅卜(地嵋硒1+cc

一羹磁％蝴1姚瓦+韭掣孕蝴哪瓦∥-厕sin[2(o．,,Jo+篮篡争巡孕蝴)一气p蝴JZ儿痢帆写+塑蛰幽孕％Mp蝴+妒’
+∑∑．{矗Sjn【(％五+％写+砖孕4惦+硅ze嘲)一‰JE一吨珥
+d二酬(％五一％写+_吐孕嘲一硅，jF峨5)一‰lB啦峨珥}

叠盖薹镰刚蠊+,o,70+蝙越孕蝴城矿‘碱孕娜)一‰pq吨珥
吖。洲‰写+％瓦一n编+吐五扩惦+砖孕啦‘一砖五，饵‘)一‰p地q吨珥
+厶sia[(o．,,ro+蜗一屹五+嘲e蝴+吐宰蝴一吐矿u)一‰p1‘吨吨珥
+厶酬‰瓦一％写一％磊+硅孕蝴一此率嘲一砖球蝴)一‰p吨吨珥}

垡三碗豳鼢瞩+嘲+砚五矿硝+硅即蝴)一％p懈岫
”1嚣b

+g三-sj蚍瓦+吐z；P啦^)一60≯-t珥+‘珥
砖面阮写一蠕+越孕嘲一吐孕蝴)一％∥嵋珥}

(639)

式帆咖气。南，咖％-击·以，芘是由初始条件确
定的实数。将(6．39X6．28)代入初始条件(6．11)得，

以％sin㈣sjn‰+瓦)+知：+犹+24三+．．⋯-0 (6．40)

4二％sin慨)h雠‰+oL)-a．sm(O．．+瓦)】一4aLto,,一缄口：

—雠％一蝇圮一44托+sin(，蚍)翌芷垒ji：}型尘傩气+．．⋯-。
@4D
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当N-l,n-1时，上两式中的省略部分为零。求解方程(6．柏)和(6．41)可得

气，瓯·

将式(6．28)、(6．39)代入<6．4)得到

w(x,t,e)-wo(x,瓦，五)+佻似写，rJ+⋯

．妻眠血㈣)淞写+翌z呸萎趔孕蝴+艮妒爿 j2zoa．+eg．w,,sin(nnx)如[o,,．ro+韭掣缈铲+00．+瓯p啪
也厄丽咖【2‰写+翌鼍荽巡孕蝴)。气p螂
也瓜而耵邶‰写+墨笔拿蔓型孕蝴)～屯p而+2ea：．e-r4,g}

+∑∑{矗豳阮乏+％瓦+砖p啦‘+砖孕啦‘)一钆p’‘^吨珥
‘ol^o‘+1

+瓦《咄％瓦一％瓦+砖孕嘲弓一也孕啦写)一an．]e-佴+‘珥}

+∑∑∑‰sin№I写+％写+吐编+吐孕蝴+破驴啪+砖孕啦弓)一‰p地吨峨珥
爿箭一篇1

+．乞血砺‰毛+％五一％写+七三宰饥弓+砖孕啦弓一砖孕越互)一‰p鸪畸+‘珥
+厶血阪磊+％写一屹五+砖枣趣‘+砭孕娟一硅2矿骗)一‰'地哇哇巧
+厶sin【(n“一％瓦一吐k五+吐孕啦弓一吐孕蝴一砖乖趣‘)一‰p地．^吨K，

+∑∑【《siI氓蝴+％五+2吐孕蝴+吐孕郇)一％p一巩q珥
”笛；

+蠢sin[(o,,ro+td,z≯掷)一％p啦噶珥
破洲地写一嘶+域孕蝴一砖孕蝴)一％p懈坞K}

(6．42)

将瓦-t，五一口t代入上式得系统的近似位移

毗纠一羹眠蛳掀)s呻÷‰弘唧一拓橱R丽2 1 2跚’魄卜气弘柳

也石伊丽孑蝴一Oz．)e-ua+2s4盎e聊
+以降ksin(，玩x)sin【磴滔+0-《)nk／％NLy+气+瓦p哪}
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H一1 N

"荟．荟，纯咖【(磴+硭y一‰p也蚶+d_蝣n【(磴一啦y一％p却‘”}

+s三乏薹．{患嘲蜮+磴+磴y一‰妒却¨
+，osin[(m嚣+q磬一血嚣)f—a№p叫‘+^嵋’
+兀■咖【(n嚣+血0一nkNLy一岛mp叫屯+^+‘’

+厶sinl(o,叠一n#一庇嚣)f—p。p饥+^+¨}

+s三乏瓯酬(2硭+磷，一％p叫即啦
P‘蕃≈'

+90 sjn【n拳一dop．‘珥+‘’+g≥sin【(如磐一磴)f一只-p叫珥鸣’’

【6．43)

非线性系统的第n．阶主频率为

啦!fo。a 4．墼一 (6．卿
2t2w．,．

式中，Q3是一个描述桩基和土的非线性特征量，给定为

Q3·z(nSx5，ol+3七∞)-万‰。，l+3‰ (6．45)

由(6．44)可见，非线性系统的第一-阶主频率硭不仅与派生线性振动系统的阼·

阶固有频率n，．和阻尼系数屯有关，而且也与振幅矸0和非线性特征量幺有关．

由式(6．43)可见，非线性系统的响应中除基频为吐0的谐波以外，还在E项中

含有频率为2n嚣、知嚣的高次谐波和频率为啦+世、磴一硭、

啦+磴+《、硭+硭一磴、磴+硭一硭、罐一硭一硭、2硭+蜡、

扎嚣一n嚣、n嚣O—日)的谐波存在·非线性系统响应的相位角也不同于派生线

性系统的相位角气·由于粘性的影响，系统的响应随时间而衰减，但是各项的衰

减速度不同．由于非线性的影响使系统的振动零点发生变化，对称轴线发生偏移．

非线性项对(6．43)6P右边第5项的频率的影响也较复杂．
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6．4数值计算与结果分析

对式(6．43)(6．44)进行数值计算，参考文献【1，2】中的有关试验数据，取定如下计

算参数：Z-15 m，D=0．35 m，盔-0，p=2．4x103kg／m’，磊-2．1x1010Pa，

A-0．0962 m2，a一0．2，昂-6．5x105N，口一1：Wo．-0．002，Oo。-#／2，^·1(或

取n-2)，F一0．01，毒-0．5．

下面分四种情形分别给出其它己知参数，同时给出计算中需要用到的一些无

量纲参数：

(1)粘性线性系统

，一0、P-0、T／-1．02x105N·s／m2、毛-4．2x10‘N／m3、k2-0 N／m4、

屯-ON／m5、c一0．8x103Ns／m3。计算得到的其它无量纲参数为：k-1．15，区·O，

n-0，Po-9．45，rh-5．59x10。6，cl-1．05，与l-192．43，七≈-0，k33-0，

k一0，k-0，岛I-0，‰-0，当n-1时，成-3．14，屯-0．53，甜^-14．02，

￡·0．04，％-14．01，Q3-0·

(2J粘性非线性系统

r-I．19x104、P-2．62x102、吁-1．02xiosN·s／m2、毛-4．2x10s N／m3、

k2-一1．3x10l N／m4、七3-1．3×10'N，m5、c-0．8x103 Ns／m3．计算得到的其它无

量纲参数为；Ji}-1．15，A-4．15，n-2．43，Po-9．45，仇-5．59x10．‘，

cl-1．05，气1-192．43，kn--8．93x104，k33-1．34x107，七∞--8．93x10‘，

k-I．34x109，风一415．13，托l一242．96，当／11-1时，见-3．14，屯-O．53，

q=14．02，幺-0．04，‰=14．01，Q，-4．02x107,磴-15．09(t--o时)·另外，当

厅-2时，Q-4．61x107．

(3)无粘性线性系统

r-0、P一0、T／一0、毛-4．2x10e N／m3、k2·O N／m4、岛-0 N／ms、
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c-0Ns／m3．计算得到的其它无量纲参数为：七-1．15，届-0，^-0，Po-9．45，

仇一0，‘10，毛l-192．43，七n10，t3310，k0210，k-0，氏10，rn一0，当

开-1时，成13．14，屯一0，q-14．02，幺an0，‰-14．02，Q3 10·

(4)无粘性非线性系统

r-1．19x104、，12．62x102、刁-0、1,1-4．2×106 N／m3、k·一1．3x10s N／m4、

与-1．3x10s N／m5、c-0Ns／m3．计算得到的其它无量纲参数为：七-1．15，A-4．15，

h i2．43，Po-9．45，仇-0，q-0，毛l-192．43，k I-8．93×104，k-1．34x107，

kI一8．93x106，‰-1．34x10'，风11415．13，‰1242．96，当刀-1时，尻-3．14，

屯一o，q-14．02，幺10，％-14．02，幺-4．02x107，硭-15．10·另外，当

弹·2时，Q314．61x10"’．

硬土的刚度系数可高达107N／m3，极软土的刚度系数接近为0，所以h1的变化

范围取O～2．29X103．当一-1时和当弹-2时，由式(6．18X令n，厶一0)可以反算得到

无量纲荷载最大值分别为Po=241和pa=97．

当库-1和万-2时，对于桩顶的不同静荷载，根据(6．18)得到的粘性线性系统频

率与土的刚度的关系曲线分别示在图6．1和图6．2中．可见，粘性线性系统的固有

频率随土的刚度的增大而增大，随桩顶静荷载po的增大而减少．同时，图63一图

6．10示出了由公式(6．44)的计算结果，其中，图6．3和图6．4分别为在g的不同值

时，无粘性非线性系统的振幅与频率的关系曲线．可见，非线性特征量幺的影响

是很明显的．

当厅-1和n。2时，图6．5和图6．6分别为不同时刻粘性非线性系统频率比与

振幅的关系，可见，频率比随初始振幅的增加而快速增加；图6．7和图6．8分别为

不同振幅时粘性非线性系统频率比与时间的关系，可见，频率比随时间的增加而

迅速衰减；图6．9和图6．10分别为不同时刻粘性非线性系统的频率比与非线性特

征量Q3的关系，可见，频率比随幺的增加而增加．
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图6．1粘性线性系统的频率与±的剐度系数的关系(雄-1)

图6．2轱性线性系统的频率与土的刚度系数的关系(／11 ii；2)

＼。
。

j／
＼1 74x10／ 呼o'协'o／
：、

t／,胁一1
≮j、 ，／

忒缓
图6．3无粘性非线性系统振幅与频率关系曲线(^-1)
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＼
。

／
。＼224xⅣ 驴2 74xl∥‘

≮
／／

／／9
划。炉

图6．4无粘性非线性系统振幅与频率关系曲线(万一2)

于
、

宝5
8

图6．5不同时刻粘性非线性系统频率比与振幅的关系(^-1)

图6．6不同时刻牯性非线性系统频率比与振幅的关系(再一2)



≯
、

帮

上海大学博士学位论文

图6．7不同振幅时粘性非线性系统频率比与时间的关系(万一1)

产
、

芝岳
8

图6．8不同振幅时粘性非线性系统频率比与时间的关系(n一2)

产
、

分

图6．口不同时刻粘性非线性系统频率比与Qj的关系(厅n1)
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图6．10不同时刻粘性非线性系统频率比与Q3的关系(开-2)

当取n-N-1时，由公式∞．43)的计算结果见图6．11．图6．12，其中，图6．11

和图6．12为无粘性和粘性的线性与非线性系统的时程曲线，可见，无粘性线性系

统的振动是周期的，频率也保持不变；非线性系统的振动是近似周期的，振幅略

有波动，并大于线性系统的振幅，振动频率也大于线性系统，振动零点也有变化。

粘性线性系统的振幅以一个不变的频率有规则地衰减；粘性非线性系统的振幅迅

速地衰减，但并不是很有规则，振幅略有波动，振动频率及振动零点也稍有变化。

图6．11无粘性线性与非线性系统时程曲线(行一N-1)
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图6．12．1粘性线性与非线性系统时程曲线(／1 lilⅣ一1)

图6．12．2粘性线性与非线性系统时程曲线(万licⅣ·1)

6．5小结

本章假定桩基及桩周土材料的非线性弹性均比较弱的情况下，利用第二章导

出的分析桩基横向自由振动的非线性偏微分方程，用多时间尺度法研究了桩基的

非线性横向自由振动。求出了苊．阶主频率和位移响应的近似表达式。研究结果表

明，非线性系统的以．阶主频率不仅与派生线性振动系统的菲．阶固有频率有关，而

且还与振幅、阻尼系数和材料非线性特征量有关；非线性系统的响应中除基频为

砰的谐波以外，还在￡项中含有频率为2磴、3n】磬的高次谐波和频率为

磴+啦、硭一硭、硭+磴-,-n，2、《+磴一硭、磴+硭一硭、
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磴一站一磴、2甜+硭、域一硭、砑O-口)的谐波存在，并受到其它
较复杂频率的干扰；系统的振动零点也会发生变化，对称轴线发生偏移，系统响

应的相位角也与派生线性系统的相位角不同；由于粘性的影响，系统的响应随着

时间而衰减，衰减速度与派生线性系统是有差别的。
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第七章桩基非线性轴向受迫振动

7．1前言

本章在假设桩基和土体材料的非线性弹性性质和线性粘弹性性质都比较弱的

情况下，用多时间尺度法得到了一端固定、另一端自由的桩基非线性轴向受迫振

动系统主共振时的稳态幅频响应曲线和失稳边界曲线，分析了系统主共振时稳态

响应的稳定性，给出了数值算例，考察了参数的影响，得到了一些有意义的新结

7．2问题的数学描述

线性弹性和线性粘弹性的本构关系(2．1)及(2．2)和(2．3)，假设桩基受到一种周期外部

激励，(z，丁)一最∞sQo丁，我们有一端固定，另一端自由的桩基轴向运动无量纲形

式的非线性微分方程(2．7)、端部条件(2．8)和初始条件(2．9)为

黧笼_弱o"wa：w：害一蚶 ㈤
+∥+k矿一％i石一瓦磬警-五瞄蚶

叱．o，降每(分争(势穗卜 ㈤

咐小啡)，掣L-川 ㈤

剖。0 (2．10)

其中，五00s哪为受迫力，％为激励频率，正一可偶4)，％-Q。√∥2／El。

7．3多时间尺度法求解

显然，要得到边值问题(2．7)-(2．10)的完全解是很困难的，我们拟用多时间尺度
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时，可设li}趋-g七蛇，k，3_ek∞·E笠-tE∞，E"-fEn，，，，1一￡，70，ci-￡co，

同时设外部激励幅值也为小量五-￡，o，F为小参数，方程(2．7)-(2．10)可写成为

拿+t。w一害-e‰．磊a3≯w—co詈一k—m矿一k矿jF+t-¨可吣l‰磊≯一i一矿以”∥

+％io孤。石a2w+‰◇2i02w+矗瞄蚶1+％i石“略≮)‘i+，o瞄蚶j

叱-o，F[珊v+仉丽a2w+血2㈦、ax]2+争(芸)3¨。
毗吼-o-啡，，掣L·州，而且斟。-。

(7．1a)

(7．1b)

(7．1c)

令瓦-t，五一￡t为不同尺度的时间变量，并设(7．1a)的近似解可以表示为

w(x，厶s)-‰瓴瓦，2i)+￡wl妊，2；，瓦)+⋯ <7·z，

(7．2)式表达的振动过程包含了不同时间尺度的时间历程，不同的时间尺度描述过

程变化的不同节奏，阶数愈低，变化愈缓慢，阶数愈高，变化愈迅速。瓦-t为对

应于线性系统以固有频率nk运动的快时间尺度，五一f t是由于桩基和土的材料非

线性造成的慢时间尺度。同时，将不同尺度的时间变量视为独立变量，；lIJw(x,t，￡)

成为自变量x和2个独立时间变量瓦，互的函数。对时间的微分可按照￡的幂次展开

为

旦．喜+f=a+．．． (7．3)
at a瓦 嵋

、。

鲁．芸他上+．．． (7．4)—了。——彳+Z￡一+⋯ ‘，．4，

扩a毛‘ OroO五
、’

将(7．2)代入动力学方程(7．10，并注意到(7．3)和(7．4)，比较￡同次幂的系数得

到口阶和1．阶线性偏微分方程

^等‰％一百a2wo-。 (7．5a)
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^甄aT02饥一争‘’2蕞+‰枭一噎 ㈣
一w一纠+％誓警+‰謦2等+foCOS咏

彳H_匝十燹重wo，M趵端邵条件为

吼．o-0’斜。-o (7·蚴

MI一。。，科。-也跏02W毛O+譬争+争争t。o．卿
相应于变量％，M的初始条件为

％-喵㈤刮椭．o-㈣；

吣矿。，刮¨．o．一乩。。而且斟。-。 @乃

在依次求解过程中，利用消除久期项的附加条件和端部条件、初始条件，可

导出阻阶和1-阶方程的近似解表达式。特别地，可将方程(7．5a)的位移写成复数形

式

％o，瓦，五)。荟帆似4伍)e’^毛+元@域佤弦。惦】 (7·8)

其中，N之1为整数，孬表示0的复共轭。

将式(7．蚍入式(7．5b)’得到

等吨M一亟c3x2·私之毗薏啦M一碱M
+(一‰群无+z％《妒震+j‰盛2露掰互p‘蚺
+(—七眈亢2+％咖，{t：)4：e2‘‘。五+(——露以3+‰以2口l：)4≥3‘％毛

+(·k九无+％谚绕M互}+吉加‘峨+荟。荟。【(一2k九晚+％以簖+％截碱)
饵4e№+％塌+(一2k九五+k硝刀+％搋M五ex噜咆珥l
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+薹荟。荟。【(一‰九氟丸+‰《蒯地44e地⋯啪
+(—教∞丸九元+江03尤忾t％Tt，1飞1--。i(e％．+雌他珥

+(-2‰无九丸+域，石麓《废44e《雌懈吨埚
+(一2‰九九九+2匹矗《科以l以44e。吨也鸣珥】

+荟三f(也呜吨2+％删2M锥弛+吩珥
”嚣‰

+(一2I。盘兜元+2JE矗《《露弘¨互e‘啊 (7．9)

+(—k五九2+％碱2)jj心“毡’珥】+比

其中，戎’和唬。表示丸O)对变量x的1．阶和2．阶导数，cc表示其左端各项的复共

轭之和。

当激励频率％接近未扰线性系统固有频率q时，则可能发生共振现象。为了

分析共振点附近的响应情况，引入频率差q或调谐参数盯来表示鸭与q的关系

将其代入(7．9)，得到

嘞。％+q-％+阳 (7．10)

等吨嵋一警-扣2；九q》％‰《一碱M
+(巍妒瓶+2％纠·爝+点矗残t2％--，，～24--。plq毛
+(吨览2．+％以《6f埔e2‘q五+(一k屯3+l}03以2口牌3‘蚝毛
+(—k屯元+％谚震M互}+三缸‘观ej蚺+薯薹。【(一2t02蚴．+％群筇+％程镀)
44P。雌鸣珥+(一2‰噍磊+％《刃+％煅岖gh咆珥1

+兰三芝．“．2七翻6婀么吮+2五矗《旌《工‘44P地坶+％珥
+(-2k丸噍元+砜《《霰M。4互PI^+吩喁珥
+(一2k丸九屯+2￡矗％7ff霞t嚷t远44口x雌塌’珥
+(一2k无九元+‰元以霰逸4互e1吨飞嘞风】
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+三∑【(—‰嚷九2+￡白啊2M砟。地^珥
”1搿口，

“一撕九元+2％咖篇无)441--；iw#Ti (7．11)

+(一七‘E唬2+毛织-i'H蟊i2 41．2e昭屹1％玛1+cc

比较齐次方程(7．5a)和非齐次方程(7．11)可以看到，它们的左端形式完全相同，

但是齐次方程(7．5a)有非零解九O)(即线性自由振动的一阶振型函数)·因此，若要

使非齐次方程(7．11)有解，必须满足可解性条件，即要求非齐次方程(7．11)的非齐次

项的长期项与其伴随方程(7．5a)的解丸O)正交。因此，可解性条件为

：：：繁：=识咖“Ⅲ m动
+(_‰藏+2酬撅+删协识+去∥嵋F蜗，屯>·o

其中，(，，g)为在区间【0，l】上复函数的内积，定义如下

《，，g)·J：倒r (7．13)

这里，取g-盹@)，，为(7．9)右边的第1项(长期项)．由式(7．10)和(7．11)得到

．2i吐“蛾瓦出酱+iq州谚赢出一c0九元出It+(—3q露元铱
+2％J：《谚箴元出+‰f《2i甄出M冱+互1加‘噶Z元出-o

薏+吼一k瓴+ilk加㈣·。
其中，

k一掣舞迪
k．苎笾竺亟粤塑蝗

2i叱晚屯出

(7．14)

(7．15a)

(7．15b)
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¨一岳2iw． r以晚c缸 (7．15c)

利用端部条件(7．6a)，不难求得阻阶系统(7．5a)(7．6a)(即派生线性系统自由振

动1的固有频率

q-压忑i丽o．1,2州3．．) (7．16)

相应的模态为

屯O)-2iCt,sin[(n一2)日xl
(7．17)

式中，cL-一争em，气，‰分别为派生线性系统的振幅和相位，是由系统的
初始条件确定的实常数．

将(7．17)代入(7．15)可得

匕一芝1c。+三‰o一1／2 2,,,T2 m瓯，s

小t邋玺必一；酱小型丛号蒜to．学口．A．

(7．18a)

(7．tSb)

(7．18c)

式中，吒一(c1+叩l露)／2为派生线性振动系统的阻尼系数，凡-O一1／2)』r。

Q3-∥三刍+3k33是一个描述桩基和土的材料非线性特征的量。

7．4稳态幅频响应

设(7．14)的解为4-4,佤)mtg．e“，其中口I—q瓴)，^-^何)是时间尺度互的

待定函数。将其代入(7．14)得到q，^满足的方程

鲁“q鲁+屯q—k《+五1k缸m-r1)I。 (7．19)

分开实部和虚部，得到
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甏吨q+三矗慨娜吃以L咖以)-o(7．20a)

鸭器+％础三《{矗噱s鸱+磕c吣)lo (7驯

式中，靠-暇一‰·

对于稳态响应，幅值q及新相位吼必须是常数，所以如果存在稳态响应，幅

值q及相位&需满足条件

酱。屯％一砂1¨“R嘲嚷一吨咖吃)-o(7．21a)

鼍·仃氓i a。2+击，0峨sin吃+砘cos吃)-。 (7．21b)

从(7．21)式中消去％，得到因第n-阶模态共振的幅值响应q与调谐参数口的

关系

(kck)2+(％盯一虼1“。3)2一丢．詹【(磕)2+(％)21 (7．22)

将(7．18)代入(7．22)，并消去F可得

蛾％)2+(q％一簧搴《)2一三疗【峨)2+皑)2】 (7．23)

由(7．22)或(7．23)式可以得到桩基轴向受迫振动的响应曲线，即an-to,曲线。

可见，桩基非线性轴向受迫振动的响应不仅与派生线性振动系统的玎．阶固有频率

q、土刚度t。和阻尼系数屯有关，而且也与振幅—‰、相位‰和非线性特征量Q3

有关。

7．5稳态响应的稳定性

在(7．21)式中令口l一0可以研究稳态响应的稳定性。根据隐函数存在定理，(7．21)

在稳态解处的Jacob矩阵(消去见化简后)可写为
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J．陆焖‘吨+=1 ㈣“I三p一碱《)‘ 一k I o·砷
～q ，

霹+心一蟹《№一等咖。 ㈣

鲁-磊彝Wa-"4i'2Q3a' ㈣
崛《+他一玺彳№一等《) 一

7．6数值计算与结果分析
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屯2-0．65x10sN／m‘，屯3-0．65x109N／m5，c--5．76x1旷N·s／m3，q-1，

Fo一5x10sⅣ，氐-0．002，％．-#／2， (7．30)

由此可以进一步算得：当n-1时，％·1．71，龟-0．10，Q3-3．87x105；

当万一2时，to,-4．76，瓯-0．17，Q3-1．78×107．而正一o．005。

由(7．23)9绘制图7．1和图7．2，此即粘性非线性系统受到外激励而产生的前两

阶固有频率附近的响应．图中所示的是一种典型的振幅跳跃的非线性现象，当激

励频率接近线性系统固有频率，即频率差峨接近零时，产生共振从而响应幅值变

大；当频率差珊，超过零时，同一激励频率对应于的振幅有多个不同的值，运动状

态具有不稳定性．

12

10

8

矿6

4

2

O 2 4

傍r

围7．1粘性非线性系统的幅频响应曲线(一-1)

O 2 4

q

图7．2粘性非线性系统的幅频响应曲线(雄-2)
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若只改变非线性系数Q，保持(7．卿中的其它系数不变，可得到图7．3和图7．4，

它们显示了非线性系数蜴对幅频响应的影响。可见，随着非线性系数Q3的增大，

幅频响应曲线向右弯曲。

围7．3非线性系数蜴对幅频响应曲线的影响(厅-1)

1

0．8

矿o·6

OA

02

0 2 4

q

圈7．4非线性系数Q3对幅频响应曲线的影响(一-2)

若只改变粘性系数屯，保持(7．30)中的其它系数不变，可得到图7．5和图7．6，

它们显示了粘性系数瓯对幅频响应的影响。可见，粘性阻尼抑制了响应振幅的增

大，较大的阻尼对应于较小的响应振幅。

若只改变激励振幅正，保持(7．30)中的其它系数不变，可得到图7．7和图7．8，
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它们显示了激励振幅对幅频响应的影响。可见，激励振幅增大导致响应振幅增大。

图7．5粘性系数屯对幅频响应曲线的影响(n m 1)

1

0．8

矿o．e

0．4

02

0 2 4

q

图7．6粘性系数蛾对幅频响应曲线的影响(露一2)

图7．7激励振幅^对幅频响应曲线的影响(一一1)
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固7．8激励振幅^对幅频响应曲线的影响(露一2)

下面迸一步考察稳态响应的稳定性。图7．9和图7．10中，实线表示由式(7．23)

所得到的响应曲线，而虚线表示由式(7．28)所得到的失稳边界，在这个失稳边界内

的区域稳态响应是不稳定的，在不稳定的区域内会出现跳跃现象．

12

10

8

8c 8

4

2

O 2 4

q

图7．9粘性非线性系统稳态响应的稳定性(以一1)
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1

03

f
O·8

0．4

O．2

0 2 4

q

图7．10粘性非线性系统稳态响应的稳定性(n一2)

若只改变非线性系数Q3，保持(7．30)q，的其它系数不变，可得到图7．11和图

7．12：若只改变粘性系数以，保持(7．30)中的其它系数不变，可得到图7．13和图

7．14；若只改变激励振幅^，保持(7．30)中的其它系数不变，可得到图7．15和图7．16．

可见，如果减小非线性系数g、增大阻尼反或减小激励振幅^，可能不发生振幅

跳跃和出现多个不同幅值的非线性现象。

12

10

8

矿8

4

2

—4 —2 0 2 4

叶

固7．t1非线性系数Q3对稳态响应稳定性的影响(露一1，绣-1．5x104)
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图7．12非线性系数Q3对稳态响应稳定性的影响(露·2，Q3-1．2x107)

o 2 4

协-

图7．13粘性系数哦对稳态响应稳定性的影响(玎1 1。屯一0．28)

圈7．14粘性系数戌对稳态响应稳定性的影响(一-2，瓯一0．20)
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0 2 4

q

图7．15激励振幅五对稳态响应稳定性的影响(万一1，五-0．001)

图7．16激励振幅．^对稳态响应稳定性的影响(n一2，五-0．004)

7．7小结

本章在假设桩基和土的非线性弹性，线性粘弹性都比较弱的情况下，用多时

间尺度法得到了一端固定、另一端自由的桩基非线性轴向受迫振动系统主共振时

的稳态幅频响应曲线和失稳边界曲线，分析了系统主共振时稳态响应的稳定性。

给出了数值算例，绘制了粘性非线性系统前两阶固有频率附近的幅频响应曲线，

讨论了非线性系数Q3、粘性系数或和激励振幅五对幅频响应的影响。

桩基非线性轴向受迫振动的响应曲线不仅与派生线性振动系统的矗．阶固有频

率q、土刚度毛，和阻尼系数屯有关，而且也与振幅以．、相位艮和非线性特征量

5

2

5

，

5

2

，

O
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Q，有关。失稳边界曲线与再一阶固有频率q、阻尼系数屯，振幅丸和非线性特征

量幺有关。从幅频响应曲线中可见到一种典型的振幅跳跃的非线性现象，当激励

频率接近线性系统固有频率时，产生共振从而响应幅值增大；当激励频率超过线

性系统固有频率时，同一激励频率对应于振幅的多个不同值，运动状态具有不稳

定性。随着非线性系数Q的增大，响应曲线峰值向右弯曲。粘性阻尼会抑制响应

振幅的增大。激励振幅增大导致响应振幅增大．如果减小非线性系数、增大阻尼

或减小激励振幅，可能不发生振幅跳跃和出现多个不同幅值的非线性现象。
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第八章桩基的非线性轴向混沌运动

8．1前言

8．2土一桩系统的动力学模型

善a2U莩葛aU 1u骂2逞30U 2 OU 02UM
瞰，

一去刚詈+掣嚅J+剐嚅)3+叫丽卜。
一

88
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吣吼。-o，制，。一。 (8．3)

a2W Ow。 a。W ajW ， 2

可+cli+‘1w一万一仇霹“” (8．4)

+k矿一％E,iOw石82w一％(挈2多一。

鲁罢一仇笔++kp—XWo(1--COSQf)】z+k[v—xwo(1+C1 knv k33[v —cosQf)】，
面虿 面一仇丽+ +kp— Q‘)r+ 一 一c08u‘)J。

一面02V一％秀Ov—wo(1一cos叫Q．J．萨02V一‰【罢一％(1-cosQt)】2鲁
一caXWoQsinQt—t,Fwo(1一cosQt)-xwoQ2cosQt-0

(8．6)

端部条件(8．2)变为

v(x，f)I，．。-0，'’0，f)I，d-o (8．7)

方程(8．6)是非线性的，通常难以求解。这里，采用Galerkin方法对问题进行简

化，并用非线性动力学中的方法，对Galerkin截断系统的动力学特性进行分析。

由边界条件(8．7)，可设问题的解有如下形式
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v(x，t)-艺口．o)sin臃
^-1

(8．8)

若取打-1，并令Ⅳ(f)"ul(t)，则将式(8．8)代入(8．6)后两边同乘以sin嬲，并在

【o’11上积分，可以得到无量纲函数H(f)满足的非线性微分方程

参+cll詈+却3+心+如cosQ扣2+‰+4。oos盘+A。cos20t)u+ (8．∞

民+E1sin国+民cosQt+民∞s2口+E4COS3口-0

式中，无量纲参量给定为

cl-一cl+"2；厶一岛I+'a'2--％+助2)％+‰一》+如2)％2；
小》订一放姚2一江妒2订+kwo+助2％；4·争t锄‘；
如-鲁一争K；如-E∥2w02+埘一生2．,2硪。
民一一吾与m+ke一争w02+k(箬一争订；Aa=4石k33 wo；

Fll--2石c1％Q；死-晏‘帕一。ke一砉)w02一瓯(砉一三)订一晏w0Q2；
吒-ke一石8。)w一2+酿。(砉一三)订；Fu"-2七。(辜一三)订．

叫．。‘0’制．。一。 (8．10)

研究表明1159-1621，低阶Galerkin截断系统在一定程度上能够较好地描述粘弹性

结构的动力学行为，因此为了方便，取万-1。如果为了比较，也可以取矗。2或荇。3

等。

8．4数值实例和结果分析

采用变步长Runge—Kutta方法，在初始条件式(8．10)下对方程r8．9)进行数值求

解。计算中取参数如下：

l=20m，d·0．35m，尸2．4x103kg／m3，毛-2．1x10toPa、易-,5．5x10x2Pa、

易-2．5xl(f4Pa，仇-1．0x10SN-s／m2，七-I-2．1×106N腼3，屯2-0．65x10sN／m‘，
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丸3一o．65x109N／m5，￡-5．76x102N·s／m3，口．-1，tO·7x，Uo-o．032m

(8．Z1)

并可算得无量纲量Q-0．1487，lr-2,,t／Q-42．2577，we-0．0022，cll·0．0255，

进而可求得方程(8．9)中的无量纲系数．数值计算结果示于图8．1～图8．4中。

图8．1为系统的时程曲线，图8．2的相平面图，它是经过600个循环(每经过周

期时问T为一个循环)得到的扭结在一起的不封闭的轨线，图8．3是功率谱，它是

出现噪声背景宽峰的连续谱，图8．4中的Poincare映射图是成片的有层次结构的

密集点，因此，说明截断系统的运动是混沌的。

图8．1系统的时程曲线

围8．2系统的相平面图
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。▲⋯L一』【⋯kI。
Q

图8．3系统的功率谱图

图8．4系统的Poi r℃are霞面图

为了考察参数对动力学特性的影响，假设桩顶位移幅值％(或“)是可变的，

保持(8．11)中的其余参数不变，可得到图8．5所示的位移H随参数％变化的分岔图。

可见，当％<0．0011时，简化系统的运动是周期的：当0．0011一<％<0．0015时，

系统的运动是准周期的， w,=0．0015时进入分岔运动状态，随着％的继续增加，

运动呈现分岔和阵发性混沌状态．如果只改变粘性参数cl。(或cl，仇)，保持(8．II)

中豹其余参数不变，可得到图8．6所示的分岔图。可见，当q，<0．06时，系统进

入分岔运动和阵发性混沌运动状态，当cl。／>0．06时，系统的运动是周期的，因此，

增加粘性，可使系统保持周期运动。
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” x1矿

围8．5位移甜随参数％变化的分岔图

围8．B位移“随参数cl。变化的分岔图

图8．7位移“随参数Q变化的分岔图

5
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x10"a

0 15 加 25 30 筠 柏
Urn

图8．8位移Ⅳ随参数f变化的分岔图

囱8．9位移“随参数d变化的分岔图

图8．10位移H随参数吒变化的分岔图
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如果改变激励频率Q(或∞)，保持(8．11)中的其余参数不变，可得到图8．7所

示的分岔图。当Q≤0．06时，系统的运动是周期的；随着Q的增加系统可以发生

周期运动、准周期运动并进入分岔或阵发性混沌运动状态．如果改变桩基的长度f，

保持其余参数不变，可得到图8．8所示的位移随参数j的分岔图。当，>121．8m时，

系统的运动是周期的；随着参数，的减小，系统可以发生准周期运动并进入分岔或

阵发性混沌运动状态。如果改变桩径d，保持其余参数不变，可得到图8．9所示的

分岔图。随着参数d的增大，系统的运动形式可以发生周期运动、准周期运动并进

入分岔或混沌运动状态。如果改变(8．1)中的可调参数气，保持(8．11)中的其余参数

不变，可得到图8．10所示的分岔图。随着参数口-的减小，运动形式可以是周期运

动、准周期运动、分岔或阵发混沌运动。说明在土的反力比较大的情况下(对应于

桩周土质较好时b桩基的轴向振动一般为周期运动，只有当桩周土较软弱时，运

动才可能进入分岔或混沌。

8．5小结

在给定桩顶竖向动态位移及有阻尼非线性弹性土体作用的条件下，非线性嵌

岩桩的轴向运动形态，可以呈现周期运动、准周期运动、分岔或阵发性混沌运动．

这些运动形态与系统的参数有密切的关系，如果桩项动位移幅值足够大，桩身粘

性系数和桩周土的阻尼系数都较小、桩顶位移频率较高、桩周土较软弱，桩较短

和较粗时，运动形态可能进入分岔或阵发混沌运动。
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第九章桩基的非线性横向混沌运动

9．1前言

本章考察嵌岩桩的非线性横向动力学特性。假设嵌岩桩桩身材料和桩周土体

材料均满足非线性弹性和微分型线性粘弹性本构关系，利用第二章导出的分析桩

基横向非线性动力学特性的偏微分控制方程，用Galerkin方法对方程进行简化，

得到了一个简化的动力学系统；利用非线性动力学的方法得到了简化系统的时程

曲线、相平面图、功率谱图、Poincare截面图及分岔混沌图，最后考察了材料和结

构参数对桩基非线性动力学特性的影响。

9．2土一桩系统的动力学模型 o Y

考虑桩长为，、外径为D、内径为d1、横截面面积为A、

材料密度为P的嵌岩圆形桩，并设初始时刻桩基处于静止状

态．取坐标系如图9．1，桩顶几何中心处为坐标的原点，X

轴向下，而Y轴水平向右。

假设桩基材料服从如非线性本构关系(2．13)，在小变形

情况，应变￡和位移v(x，r)的关系为(2．14)；设土的材料也

一种非线性弹性和线性粘弹性材料，根据Wmkler模型，土对 图9．1嵌岩桩

桩的横向抗力由式(2．11)给定；当鼋-0时，可得到桩基横向运动的非线性微分方程

为(2．16)，即

咯02v哪等詈一娜等瞬)2-娜等筹
蛳筹妾(妾)2+强等警)2害+私里鲁二啬∞，
蝎【1廿啦／f】害一p。．1-faⅨaV+越州+缈+∽+cD型0T一。
对于嵌岩桩，有如下底端条件



‰．o．矧J。
给定桩顶位移和转角，在J-O处有端部条件

(9．埘

yb。‘(1一cos订)，矧，。一争(1一cos村)
B瑚

其中：L、∞是常数a

同时，初始条件为

喁‰一o，剞，。
引入代换

Ⅲ一(半灿一。os盯，

(9．3)

【9．4)

设昂。。川1，则方剐)和端部条件(9啦为变量矿的如下方程和条件；
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岫-o，‰-o，剖。一o，剖，。 (9．6)

9．3问题的求解

方程(9．5)是非线性的，通常难以求解。我们采用Galerkin方法对问题进行简化。

研究表明【159-1621，对于粘弹性结构，低阶Galerkin截断系统在一定程度上能够比较

好地描述结构长时间的力学行为。因此，为了满足端部条件(9．6)，方程(9．5)的解可

取如下形式：

。僻，r)。I以TXl--COS兰备 (9．7)

将式(9．7)代入式(9．5)，两边同乘以(1--COS鱼尝)，并在【o，，】上积分，得到变量

叫?)满足的微分方程

jd2 w+芒+16r／矗"s．D4-dl*3，dw+(、64E07霄。9 D6-dls．—3512—k3D．，-4- Ⅳ—-+I一+． ，+．， r—J”
dT2、鲥韧∥+ 64 7

dT、鲥矿 512 12州’

+丽_Slk2D+丁24“"2--49两51k3D v．O—coswT)]．J+器等+篆
+掌嚣墨一等等Y．X1一coso,r)+掣512等e一
石2 12硝III 3p爿f‘ 60 弋p彳f。

4-

+鲨笋而3k3D嬲2一coswT)2】'．，+掌舞Y．sincot
+掌鲁≮麟砑+_2矿r-3而t,D匕(1一溺四
-2n'4-1石0．92+15 lk)2舢D y2(1一cos60T)2

+—49—s—-4—2—,rS二+F21—0—arz一-315疏k．D‘a(1一cosa,r)3-o (9．8)

设f．口r，B-尝-1，6．r]．Ⅲgs D4-d14．，可以得到无量纲位移函数’．啦)满足的非线性64州3倒J’ 。～’一 ’

微分方程

警+訾+(4。+4。∞s血+4：∞s2口)w+(如+4，cosO,)矿+4矿+ (9．9)

Eo+E1咖Q+昂cosCh+％稍2Q+屹瞄3口-0
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式中，所有的系数都是无量纲的，它们被给定为

小E11-E出+砜2‰+警饥+—96#4可-60矿0曙2一+945一,儿2
小％屹一2E鲐V．2一警能—96#14-6r00．92+945屯肪
,---警帆，如一眦2+—96#4矿-600．n"2+945啊，
如-；k+警槭，4-石4岛+善气，，
E10 m害毛儿+笙器坐圳+生丝笋嘁’
蜀-警哦一害毛托一坐器塑城2—4盯'—-42a而4+2广10#2一-315帆’
FII 1叱，％-堡啬坐能2+生等笋嘁3
冗．一垡丝麓竽坐能，，屹————■西丁—一k匕’’

％-筹等，
Ql-’09即菇等，

民-等等，
k一型BZpA，cl·害器，屹寺k。一’cl。百ri丽H-。亍

小岛，k一焉，
(9．10)

相应的初始条件(9．3)变为

’．{|。-o，爿。-。 ㈤

9．4数值实例和结果分析

在初始条件(9．11)下，采用变步长Runge-Kutta方法对方程(9．9)和(9．10)进行数

值求解，并应用非线性动力学的方法分析已求得的数值结果，得到给定参数情况

下简化系统的时程曲线、相平面图、功率谱图、Poincare截面映射图和分岔混沌图．
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在计算中取定如下参数：

D-1．0m，dl·0，f=6m，p=2．4x103kg／m3，E0—2．1x10mPa，声-2．62x102，

r-1．19x104，母-1．0x102N-s／m2，Ik一4．2x10s N／m3，如一-1。3x10‘N／m‘，

k3i1．3x109 N／m5,c10．8x104N·s／m3，∞-l船，y_-．=69mill

(9．12)

同时，得到口-5．2880l／s,Q-5．9409，圪-0．0115。因此，方程(9．9)的系数

均可求出。

图9．2至图9．5示出了描述非线性粘弹性桩基横向混沌运动的时程曲线、相平

面图、功率谱和Poincare截面。可见简化系统的运动是混沌的。

围9．2系统的时程曲线

圈9．3系统的相平面图

l∞
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图9．4系统的功率谱

图9．5系统的Poincare截面

田9．6位移’．，瞳参数屹变化的分岔圈

lm
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。

图9．7位移w随参数Q变化的分岔图

为了考察参数对系统动力学特性的影响，假设桩顶位移参数屹(或y1)是可

变的，而保持(9．10)00的其余参数不变，可得到图9．6所示的分岔图。可见当圪<

0．01，简化系统的运动是周期的；而当0．014屹<0．011时，系统的运动是准周期；

当屹却．011时进入分岔运动状态：随着参数屹的继续增大，运动呈现出分岔和阵

发性混沌状态．说明桩基小变形振动一般都为周期运动，只有当桩顶位移幅值参

数足够大时，运动形态才可能是准周期的或混沌的．

假设桩顶振动位移频率Q(或∞)是可变的，而保持(9．10)OO其余参数不变，可

得到图9．7所示的分岔图。可见，当Q<1．2，系统的运动是周期的；当1．2≤Q<

5．1，运动是准周期的或分岔的；当5．1≤口<11，呈现出了阵发混沌运动：而当Q

≥11，运动是准周期们或分岔的。

假设粘性参数口(或粘性系数叩和阻尼系数c)是可变的，而保持(9．10)中的其

余参数不变，可得到图9．8所示的分岔图。可见，当B≥22．5，运动是周期的；而

当口<6．5或10．1<B<14．9时，呈现出了阵发混沌运动。对于其它的3值，运动

是准周期的或分岔的。
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图9．8位移w随参数口变化的分岔图

田9．9位移t,v随参数D变化的分岔图

豳9．10位移w随参数I变化的分岔图

103
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假设桩基的直径D是可变的，而保持(9．10)中其余参数不变，可得到图9．9所

示的分岔图。可见，当D≤o．鸽m，运动是周期的；而当D>0．88m时，运动是分

岔的和呈现出阵发混沌运动．

假设桩基的长度f是可变的，而保持p．io)中其余参数不交，可得到图9．10所

示的分岔图。可见，当11>6．2 nl，运动是周期的；而当I<6．2 m时。运动形态是分

岔的和呈现出阵发混沌运动．

9．5小结

本章研究了嵌岩桩的非线性横向运动的动力学特性。假设桩和土的材料均服

从非线性弹性和线性粘弹性本构关系，在桩顶给定周期位移的条件下，建立了分

析嵌岩桩非线性横向运动的动力学特性的初边值问题的非线性偏微分方程，用

Galerkin方法对控制方程进行了简化，得到了一个简化了的动力系统．用

Runge—Kutta方法和非线性动力学方法去求解和分析这个简化的动力系统，得到了

简化系统的时程曲线、相平面图，功率谱图、Poincare截面图及分岔混沌图，研

究了各种参数对桩基非线性动力学特性的影响。研究表明，非线性嵌岩桩的横向

运动形态，可以呈现周期运动、准周期运动，分岔或阵发性混沌运动．这些运动

形态与系统的参数有密切的关系，如果桩项振动位移幅值参数足够大、桩身粘性

系数和桩周土的阻尼系数都较小、桩顶位移频率较高、桩较短和较粗时，运动形

态可能进入分岔或阵发性混沌运动．
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第十章结论和展望

10．1结论

在假设桩基和桩周土体材料均为非线性弹性和线性粘弹性材料的情况下，基

于广义Winldcr模型建立桩基轴向和横向非线性动力学特性分析的数学模型，利用

复模态分析法、多时间尺度法、伽辽金平均化方法以及非线性动力系统中的分析

方法研究了桩基的线性和非线性动力学特性，包括桩基振动特性、位移响应、分

岔和混沌等，考察了材料参数和结构参数等多种参数对桩基动力学特性的影响，

揭示了一些新现象，给出了一些新结果。主要研究工作和成果如下：

(1)假定桩基材料和桩周土材料均满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性本

构关系，并根据广义Winklcr模型，分别建立了分析桩基轴向和横向非线性动力学

特性的偏微分方程，并给出了相应的初边值条件．

(2)采用复模态分析等方法，得到了线性粘弹性桩基轴向及横向振动的以．阶振

动模态、固有频率及振动响应的精确表达式．桩基轴向及横向振动的固有频率不

仅与边界条件和粘性阻尼有关，而且也与桩周土的刚度系数等有关．

(3)假定桩基和桩周土材料的线性粘弹性性质都比较弱的情况下，用四阶多时

问尺度方法得到了一端固定、另一端自由的线性粘弹性桩基轴向自由振动的厅．阶

固有频率和位移响应的近似表达式．固有频率不仅与粘弹性阻尼有关，而且还与

桩周土刚度系数有关。当阻尼比较小时，由四阶多尺度方法得到的固有频率近似

值与由复模态法得到的精确值之间的误差较小；当阻尼比较大时，两者的误差较

大。

(4)假定桩基和桩周土材料的非线性弹性性质都比较弱的情况下，利用多时间

尺度法分析了桩基的非线性轴向及横向振动特性，得到了桩基非线性轴向自由振

动及横向自由振动的露．阶主频率和位移响应的近似表达式，给出了数值算例，考

察了参数的影响．研究结果表明，非线性系统的开．阶主频率不仅与线性系统的厄．

阶固有频率有关，而且也与振幅、阻尼系数和材料的非线性特征量有关；系统的

响应中除含有主频率的谐波外，还含有2倍、3倍的主频率的高次谐波和二个或三

个主频率的和或差的谐波存在，也受到其它复杂频率的干扰。系统的振动零点也
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会发生变化，对称轴线会发生偏移，系统响应的相位角也与派生线性系统的相位

角不同。由于粘性的影响，系统的响应随着时间而衰减，衰减速度与派生线性系

统是有差别的。特别是，若采用单模态的方法(即去掉式(5．8)中的求和号)，则会导

致某些非线性效应的失真，得不到合理的结论．

(5)在假设桩基和土的非线性弹性和线性粘弹性性质都比较弱的情况下，用多

时间尺度法得到了一端固定、另一端自由的桩基非线性轴向受迫振动系统主共振

时的稳态幅频响应曲线和失稳边界曲线，分析了系统主共振时稳态响应的稳定性。

给出了数值算例，绘制了粘性非线性系统前两阶固有频率附近的幅频响应曲线，

讨论了参数对幅频响应曲线的影响，并进一步讨论了它们对稳态响应稳定性的影

响。研究表明，桩基非线性轴向受迫振动的响应曲线和失稳边界曲线不仅与派生

线性振动系统的弗．阶固有频率oJ．、土刚度t．和阻尼系数6．有关，而且也与振幅

气．、相位鬼和非线性特征量幺有关。对于一定的参数，从幅频响应曲线中可见

到振幅跳跃和具有多个不同幅值的非线性现象。

(6)假定桩基及桩周土材料满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性本构关

系，利用Galcrkin平均化方法研究了给定桩顶竖向动位移的嵌岩桩的非线性轴向

动力学行为。褥到了不同参数时Galerkin简化系统的时程曲线，相平面图、功率

谱图、Poincare截面及分岔混沌图等。考察了参数对系统的动力学特性的影响。结

果表明，嵌岩桩的非线性轴向运动形态，可以呈现周期运动、准周期运动、分岔

或阵发性混沌运动．这些运动形态与系统的参数有密切的关系，如果桩顶振动位

移幅值足够大、桩身粘性系数和桩周土的阻尼系数都较小、桩顶位移频率较高、

桩周土较软弱，桩较短和较粗时，运动形态可能进入分岔或阵发性混沌运动。

(7)假定桩基及桩周土材料满足3次非线性弹性和微分型线性粘弹性本构关

系，在桩顶给定横向动位移、动转角及非线性弹性土体作用的条件下，利用Galerkin

平均化方法研究了具有非线性本构关系的桩基的非线性横向动力学行为。得到了

简化系统的时程曲线、相平面图、功率谱图及Poincare截面图和分岔混沌图；考

察了参数对桩基横向非线性动力特性的影响。研究表明，桩基的非线性横向运动

形态，可以呈现周期运动、准周期运动、分岔或阵发性混沌运动等．如果桩顶振

动位移幅值足够大、桩身粘性系数和桩周土的阻尼系数都较小、桩顶位移频率较
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高、桩较短和较粗时，运动形态可能进入分岔或阵发性混沌运动．

10．2展望

由于桩和土的相互作用，桩基础的荷载传递、变形及运动、土的本构关系的

描述等都很复杂，所以桩．土系统的非线性静动力学分析、数值模拟及实验都很困

难，而桩基础的应用又是如此的重要和广泛，因此，在桩．土系统的力学特性的分

析中存在许多非常重要的课题值得人们去深入的研究．就作者在本文中涉及到的

内容而言，认为还存在以下一些问题值得进一步扩充和深入的研究：

(1)结合试验等方法研究土的非线性粘弹性本构关系和非线性P-Y曲线；

(2)结合数值计算的方法，研究各种边界条件下桩基的非线性动力学特性，考

虑轴向振动与横向振动的非线性耦合效应，考虑几何非线性问题，考虑高阶剪切

效应和扭转效应等以便提供桩基设计的更适当的依据：

(3)进一步研究桩基的非线性强迫振动，讨论超谐波共振，次谐波共振和组合

共振等，以便进一步揭示桩基的非线性振动特性；

(4)用高阶Galerkin截断方法研究粘弹性桩基的非线性动力学行为等问题，发

展多自由度和高维动力系统的理论和方法；

(5)发展桩-土系统非线性静动力学分析的多种建模的理论、数值模拟方法、

试验方法以及检测方法，以便于互相补充和验证．

(6)结合工程实际，进一步深化桩基的建模理论及数值方法的研究，特别是在

将理论成果应用于桩基工程的设计与检测中更应该进行潺入的工作
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