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第一章 习题解答与问题 
 
一、习题解答 

 
1 设 x>0，x的相对误差限为 δ，求 ln x 的误差。 
解：设 x的准确值为x*，则有 

( | x – x* | /|x*| ) ≤ δ 
所以 

e(ln x)=| ln x – ln x* | =| x – x* | ×| (ln x)’|x=ξ·≈ ( | x – x* | / | x*| ) ≤ δ 
另解：  

e(ln x)=| ln x – ln x* | =| ln (x / x*) | = | ln (( x – x* + x*)/ x*) | 
= | ln (( x – x* )/ x* + 1) |≤( | x – x* | /|x*| ) ≤ δ 

2 设 x = – 2.18 和 y = 2.1200 都是由准确值经四舍五入而得到的近似值。求绝对误差限
ε( x ) 和 ε( y ) 。 
解：| e(x) | = |e(– 2.18)|≤ 0.005，| e(y) | = |e( 2.1200)|≤ 0.00005，所以 

ε( x )=0.005， ε( y ) = 0.00005。 
3 下近似值的绝对误差限都是 0.005，问各近似值有几位有效数字 

x1=1.38，x2= –0.0312，x3= 0.00086 
解：根据有效数字定义，绝对误差限不超过末位数半个单位。由题设知，x1，x2， x3有效

数末位数均为小数点后第二位。故x1具有三位有效数字，x2具有一位有效数字，x3具有零位

有效数字。 
4 已知近似数 x 有两位有效数字，试求其相对误差限。 
解：| er(x) | ≤ 5 × 10– 2 

。 

5 设 y0 = 28，按递推公式 yn = yn-1 – 783 / 100 ( n = 1，2，⋯) 计算到y100。若取

≈783 27.982 （五位有效数字），试问，计算 y100 将有多大的误差？ 

解：由于初值 y0 = 28 没有误差，误差是由 ≈783 27.982 所引起。记 x = 27.982，

783−= xδ 。则利用理论准确成立的递推式 

yn = yn-1 – 783 / 100 
和实际计算中递推式 

Yn = Yn-1 – x / 100   (Y0 = y0) 
两式相减，得 

e( Yn) = Yn – yn = Yn-1 – yn-1 – ( x – 783 )/ 100 
所以，有 

e( Yn) = e( Yn-1) – δ / 100 
利用上式求和 

δ−= ∑∑
=

−
=

100

1
1

100

1
)()(

n
n

n
n YeYe  

化简，得 
e( Y100) = e( Y0) – δ = δ 

所以，计算y100 的误差界为 
4

100 105001.05.0)( −×=×=≤ δε Y  

6 求方程 x2 – 56x + 1 = 0的两个根，问要使它们具有四位有效数字，D= acb 42 − 至少

 1



要取几位有效数字？ 如果利用韦达定理，D又应该取几位有效数字？ 

解：在方程中，a = 1，b = – 56，c = 1，故 D= 4562 − ≈55.96427，取七位有效数字。
由求根公式 

2
03573.0

2
96427.5556

2
42

1
−

=
+−

=
−+−

=
a

acbbx  

具有四位有效数字，而 

2
96427.111

2
96427.5556

2
42

2
−

=
−−

=
−−−

=
a

acbbx  

则具有八位有效数字。 
如果利用韦达定理，首先计算出x2，利用 

45656
21

2
2

1
−+

==
x

x  

计算，只需取D= 4562 − ≈55.96 四位有效数字即可保证方程的两个根均具有四位有效数
字。此时有，x1=0.01786，x2=55.98。 

7 设 2

2
1 gts = ，假定 g是准确的，而对 t的测量有±0.1秒的误差，证明当 t 增加时 s的绝

对误差增加，而相对误差减小。 
证明 由于e(s) = g t e(t)，er(s) = 2 e(t) / t。而 | e(t)|≤0.1，所以，对这一问题，当t 增加
时s的绝对误差增加，而相对误差减小。 
8 序列{ yn }满足递推关系 yn = 10yn-1 – 1 (n = 1，2，⋯⋯)。若取 y0 = 2≈1.41（三
位有效数字），按上述递推公式，从y0计算到y10时误差有多大？这个计算过程稳定吗？ 
解 取 x0 = 1.41，记 e(x0) = 1.41 – 2。根据 

xn = 10xn-1 – 1  (n = 1，2，⋯⋯) 
得 

e(xn) = 10e(xn-1)  (n = 1，2，⋯⋯，10) 
所以 

e(x10) = 1010e(x0) 
从y0计算到y10时误差估计为： |e(x10)| = 1010 |e(x0)| ≤0.5×108。 
这是一个数值不稳定的算法。 

9 )1ln()( 2 −−= xxxf ，求 f(30) 的值，若开平方用六位函数表，问求对数时误差有多
大？若改用另一等价公式 

)1ln()1ln( 22 −+−=−− xxxx  
计算，求对数时误差有多大？ 

解 令 12 −−= xxy ，则当 x=30时，y=30 – 29.9833=0.0167有三位有效数字，其相对
误差为 10-3。由第一题结论，求对数时误差为 10-3。 

若改用等价公式，令 12 −+= xxz ，则当x=30时，y=30 + 29.9833= 59.9833有六位
有效数字，其相对误差为 10-6。由第一题结论，求对数时误差为 10-6。 

10 已知有求和式  ∑∑
= =

n

i

i

j
jiba

1 1

（1） 试统计需要用多少次乘法和加法才能计算出该和式的值； 
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（2） 为了减少计算工作量，将和式作等价变换，变换后需要多少次乘法和加法。 
解 （1）所用乘法次数：1+2+3+⋯⋯+n = n( n+ 1) / 2， 
        加法次数：[0+1+2+⋯⋯+ (n – 1)]+( n – 1) = ( n + 2 ) ( n – 1) / 2； 

（2）将和式等价变形为：  ∑ ∑
= =

n

i

i

j
ji ba

1 1
][

所用乘法为 n 次，加法次数不变，仍为( n + 2 ) ( n – 1) / 2。 
11 试构造一个算法，对输入的数据 x0，x1，x2，⋯⋯，xn，以及x（均为实数），算法输出
为 ( x –x0) ( x –x1) ( x –x2)⋯⋯( x –xn) 的计算结果。 
解 算法如下： 
   第一步：输入x；x0，x1，x2，⋯⋯，xn，M  (x – x0 )；k  0； 
   第二步：M  M×(x – x0 )；k  k+1； 
   第三步：判断，若 k ≤ n，则转第二步；否则输出M，结束。 

12 利用级数公式 L+−+−=
7
1

5
1

3
11

4
π

可计算出无理数π 的近似值。由于交错级数的部

分和数列Sn 在其极限值上下摆动，故截断误差将小于第一个被舍去的项的绝对值 | an+1|。
试分析，为了得到级数的三位有效数字近似值，应取多少项求和。 
解 由部分和 

∑
=

−

−
−=

n

k

k
n k

S
1

1

12
1)1(  

知，截断误差满足 

12
1|

4
|

+
≤−

n
Sn

π
 

显然，为了得到三位有效数字的近似值，绝对误差限应该为 0.0005 = 5×10-4
。只需令 

2000
1

10000
5

12
1

=≤
+n

 

所以，当 n≥1000时，部分和至少有三位有效数字。 
 
二、例题 
1．设x1 = 1.21，x2 = 3.65，x3 = 9.81都具有三位有效位数，试估计数据：x1×(x2+x3)的
误差限。 
解：由于，|e(x1)|≤0.5×10-2，|e(x2)|≤0.5×10-2，|e(x3)|≤0.5×10-2，所以 
|e(x2+x3)|≤10-2， 
| x1×(x2+x3)|≤ |x1|×10-2 + 0.5×10-2×|x2 + x3|=(1.21+0.5×13.46)×10-2=7.94×10-2。 
2．设计算球体V允许其相对误差限为 εr(V)=1%（或| er(V) | ≤1/%），问测量球半径R的相
对误差限εr(R) 最大为多少? 

解：由球体计算公式
3

3
4 RV π= 两端取全微分，得dV= 4 π R2 dR。故有 

)(4)( 2 ReRVe π≈ ， )(3)( ReVe rr ≈  
当εr(V)=1% 时，测量球半径R的相对误差限εr(R) 最大为 0.33%。 
3．采用迭代法计算 7 ，取x0 = 2， 

)
7

(
2
1

1
n

nn x
xx +=+ ，(n = 0，1，2，3，⋯⋯) 
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若xn是 7 的具有n位有效数字的近似值，求证xn+1是 7 的具有 2n位有效数字的近似值。 
证：由于 

77)/7(
2
1)/7(

2
1 2

1 ≥+−=+=+ nnnnn xxxxx ，(n = 0，1，2，⋯) 

所以 

22
1 |7|

72
1)7(

2
1|7| −≤−=−+ nn

n
n xx

x
x ，(n =1，2，⋯) 

而xn具有n位有效数，故 

n
nx −×≤− 110

2
1|7|  

所以 

n
nn xx 222

1 10
4
1

72
1|7|

72
1|7| −

+ ××≤−≤−  

由此得xn+1的误差限 

n
nx 21

1 10
2
1|7| −

+ ×≤−  

故，xn+1是 7 的具有 2n位有效数字的近似值。 
三、问题 
1．假定 a0，b0是非负实数且a0≠b0，按如下递推公式 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

+

+

nnn

nnn

bab

baa

1

1 )(
2
1

    (n = 0，1，2，⋯⋯) 

产生的数列{an}，{bn}称为高斯算术-几何平均数列。该数列可用于计算椭圆积分，试证明
该数列的收敛性。 

2．数学常数 e是一个在数值计算中的重要常数，利用
!

1
!3

1
!2

11
n

Sn ++++= L 可以计算

e的近似值 
（1）设计一个算法，用尽可能少的乘除法次数计算Sn； 
（2）分析算法的计算复杂度（运算次数和存贮单元数）；  
（3）试估计用Sn计算e的近似值的载断误差误差界。 

               R 
 
 

H
   
 

 4

3．定积分 ∫ ==
+

1

0 2 4
1arctan

1
1 πdx
x

可以计算出无理数π 的值。将定积分表示为积分和

近似用以计算π 的近似值。 
4．一圆柱形容器的内底半径为 R，高为 H， 
（1）由测量误差 e(R) 和 e(H)，估计经计算所得的容器容积
V 的误差 e(V)； 

（2）试分析以怎样的精度（相对误差限）测量圆柱形容器的
底圆半径 R和高 H，才能使容器容积的计算值精确到 1% 

5． 建立积分 I x
x

dxn

n

=
+∫ 50

1
 ( n = 1，2，⋯，20) 的递推



关系，并研究递推算法的数值稳定性。 
6．计算两个多项式Pn(x)和Qm(x)的乘积多项式Tn+m(x)的方法称为向量的卷积方法。设 

Pn(x)= a1xn + a2 xn – 1 + ⋯⋯+ an x + an+1 

Qm(x)= b1xm + b2 xm – 1 + ⋯⋯+ bm x + bm+1
再设 

Tn+m(x)= d1xn+ m + d2 xn+ m – 1 + ⋯⋯+ dn+m x + dn+m+1 

分析由多项式Pm(x)的系数计算出多项式Pm(x)的系数的规律，设计算法，由输入数据 
a1，a2，⋯⋯，am，am+ 1

b1，b2，⋯⋯，bn，bn+ 1
计算并输出数据 

c1，c2，⋯⋯，cm+ n，bm+ n+ 1

7．在计算机上对调和级数
n
1

3
1

2
11 ++++ L 自左至右求和计算 

∑
=

=
n

k
n k

S
1

1
 

当n很大时，Sn 将不随n 的增加而增加。试利用相对误差限和有效数字关系说明这一现象
产生的原因。 
8． Fibonacci数列最初两项为 F0=1，F1=1，其递推公式为： 

Fn+2 = Fn + Fn+1，( n≥0) 
（1） 利用数学归纳法证明 Fibonacci数列的通项可以表示成： 

])
2

51()
2

51[(
5

1 11 ++ −
−

+
= nn

nF ； 

（2）利用Fibonacci数列定义数列{xn}，其通项为：
n

n
n F

F
x 1+= ，试证明 

=
∞→ nn

xlim 2/)51( +  

9．多项式剩余定理可叙述为：n次多项式 P(x) 被 (x – c )除所得余数 R恰好等于多项式
在 x=c处的值 P(c)，即 

P(x) = (x – c)Q(x) +R 
其中，Q(x)是 n – 1 次多项式。求证 )()( cQcP =′ 。并利用多项式剩余定理计算 

P(x)= x7 – 2 x 6 – 3 x4 + 4 x3 – x2 + 6x – 1 
在 x=2处的值 P(2)。 
10．在多项式剩余定理中，令bn=R，再令 

P(x)= a0xn + a1 xn – 1 + ⋯⋯+ an-1 x + an 

Q(x)= b0 xn – 1 + ⋯⋯+ bn-2 x + bn-1 
（1）求证递推关系： 

b0 = a0

bk = c×bk-1 + ak  ( k = 1，2，⋯⋯，n) 
（2）根据上面递推关系，设计算法计算 P(c) 和 P’(c)。 
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第二章 习题解答与问题 
 
一、习题解答 

1 用二分法求解下列方程，要求误差不超过 10-5

（1）x – ln x=2 在区间[2，4]内的根； 
（2）x ex – 1 = 0 在区间[0，1]内的根； 
（3）x3 + 4x2 – 10 = 0 在区间[1，2]内的根。 
解：（1）x18 = 3.14618。 

二分法程序 2-1 
a=2;b=4;k=0; 
f=inline('x-log(x)-2'); 
ya=f(a); 
while (b-a)>0.00001 
   x0=.5*(a+b);y0=f(x0); 
   if ya*y0<0 
      b=x0; 
   else 
      a=x0;ya=y0; 
   end 
   k=k+1; 
end 
format long 
disp([x0,k]) 

（2） x17 = 0.567146。（利用上面程序修改前两行） 
（3） x17 = 1.365226。 

2 证明方程 1 – x – sin x = 0 在区间[0，1]上有一根。使用二分法求误差不大于 410
2
1 −× 的

根需二分多少次？ 
证明 令 f(x) = 1 – x – sin x，则 f(0) = 1，f(1)= – sin 1。于是 f(0) f(1)< 0，故所给方程
在区间[0，1]上必有根。又因为 

xxf cos1)( −−=′  
所以，函数 f(x) 在区间[0，1]内单减。故，方程在区间[0，1]内只有一个根。 
利用二分法收敛定理，由 

4
1 10

2
1

2
01 −
+ ×≤
−
n  

得 2n ≥ 104
，所以二分法求根至少需 14次二分计算能满足误差要求。 

3 比较以下两种方法求 ex + 10 x – 2 =0 的根到三位小数所需要的计算量。 
（1） 在区间[0，1]内用二分法； 

（2） 用迭代法 )2(
10
1

1
nx

n ex −=+ ，取初值 x0 = 0。 

解：（1）二分法迭代 11次，x11 = 0.090。（利用第 1题程序修改前两行） 
   （2）不动点迭代 5次，x5 = 0.0905。 

不动点迭代程序 
x0=0;k=0;er=1; 
fi=inline('(2-exp(x))/10'); 
while er>0.0001 

 6



   x1=fi(x0); 
   er=abs(x1-x0); 
   x0=x1;k=k+1; 
end 
disp([x0,k]) 

4 给出求 222 +++= Lnx 的迭代格式，并证明 2lim =
∞→ nn

x 。 

解 取初值： 21 =x ，迭代格式： nn xx +=+ 21   ( n =1，2，⋯⋯ )。 

首先证明数列有上界。显然， x1< 2。设对k ，有 xk < 2成立，则对于( k+1)有 
22221 =+<+=+ kk xx  

由数学归纳法知，对任意n 有 xn< 2。故数列有上界。 
现证明数列单增。由 

1221 >=
+

>
+

=+

nn

nn

n

n

n

n

xx
xx

x
x

x
x

 

知，数列单调增加。由极限定理，该数列必有极限，设为 x*，由 

nnnn
xx +=

∞→+∞→
2limlim 1  

得 
** 2 xx +=  

化为二次方程，求出两个根分别为：– 1和 2，舍去负根，得x* =2 。  
5 取 x0 = 0.5，求方程 x = e-x 的根。分别用简单迭法和Aitken加速方法求解，要求误差 

| xk+1 – xk | < 10-5
。 

解：用简单迭代法，迭代公式为 
x0 = 0.5，xk+1 = e -xk  ( k = 0，1，⋯⋯) 

计算结果如下表 
0.60653065 0.54523921 0.57970309 0.56006462 0.57117214 0.56486294 
0.56843804 0.56640945 0.56755963 0.56690721 0.56727719 0.56706735 
0.56718636 0.56711886 0.56715714 0.56713543 0.56714774 0.56714076 

当k=17时，| x18 – x17 | = |0.56714076 –0.56714774|≤ 10 –5
。故取 

x* ≈ 0.56714076 
MATLAB程序如下 

x0=0.5;er=1;k=0; 
while er>0.00001 
   x=exp(-x0); 
   er=abs(x-x0); 
   x0=x;k=k+1; 
end 

用 Aitken加速方法，迭代公式为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−
−

−=

−=−=

+
nnn

nn
nn

nnnn

xyz
yz

zx

yzxy

2
)(

)exp(),exp(
2

1

( n = 0，1，⋯⋯ ) 

仍取x0 = 0.5，计算数据如下 
k 1 2 3 
xk 0.56762387 0.56714331 0.56714329 
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当k=2时，| x3 – x2 | = |0.56714329 –0.56714331 |≤ 10 –5
。故取 

x* ≈ 0.56714329 
MATLAB程序如下 

x=0.5;er=1;k=0; 
while er>0.00001 
   y=exp(-x);z=exp(-y); 
   x0=z-(y-z)^2/(z-2*y+x); 
   er=abs(x-x0); 
   x=x0;k=k+1; 
   u(k)=x; 
end 

6 应用牛顿迭代法于方程 x3 – a = 0，导出求立方根 3 a  的迭代公式，并讨论其收敛阶。 
解：令 f(x) = x3 – a，则牛顿迭代公式 

22

3

1 33
2

3 n
n

n

n
nn x

ax
x

ax
xx +=

−
−=+  

故迭代函数为 

233
2)(

x
axx +=ϕ  

而 

33
2

3
2)(

x
ax −=′ϕ ， 42)(

x
ax =′′ϕ  

将 x* = 3 a代入，得 ，0)( * =′ xϕ 3* /2)( ax =′′ϕ  

故用牛顿迭代法求解方程 x3 – a = 0，导出求立方根 3 a  的迭代是二阶收敛。 
7 用牛顿迭代法求解Leonardo方程 x3 + 2 x2 +10 x – 20 = 0，要求 | xk+1 – xk | < 10-5

。 
解：令 f(x) = x3 + 2 x2 +10 x – 20，则牛顿迭代公式 

1043
20102

2

23

1 ++
−++

−=+
nn

nnn
nn xx

xxx
xx  

容易验证 f(1) f(2) < 0，故方程在[1，2]区间内至少有一根。取初值x0=1，计算结果如下 
1.4117647   1.3693364   1.3688081   1.3688081 

取初值x0=2，计算结果如下 
1.4666666   1.3715120   1.3688102   1.3688081 

取初值x0=1.5，计算结果如下 
1.3736263   1.3688148   1.3688081 

由此可知，方程在区间[1，2]内有一根，其近似值为 
x* ≈1.3688081 

注：用MATLAB求多项式零点命令 roots([1  2  10  – 20 ])可得该方程的三个根近似值 
x1 = -1.6844 + 3.4313i，x2 = -1.6844 - 3.4313i，x3 = 1.3688 

8 已知方程 x3 – x2 – 1 = 0 在 x0 = 1.5 附近有根，试判断下列迭代格式的收敛性。 

（1） ；（2）2
1 /11 nn xx +=+ 1/11 −=+ nn xx ；（3） 3 2

1 1 nn xx +=+ 。 

解： （1） ， ，在 x2/11)( xx +=ϕ 3/2)( xx −=′ϕ 0 = 1.5 附近有 1|)(| <′ xϕ 成立，故迭

代格式收敛； 

 8

（2） 1/1)( −= xxϕ ，
3)1(2

1)(
−

−
=′

x
xϕ ，在 x0 = 1.5 附近有 1|)(| ≥′ xϕ 成立，故



迭代格式不收敛； 

（3） 3 21)( xx +=ϕ ，
3 22 )1(3

2)(
x

xx
+

−
=′ϕ ，在 x0 = 1.5 附近有 1|)(| <′ xϕ 成立，故

迭代格式收敛。 

9 应用牛顿迭代法于方程 21)(
x
axf −= =0，导出求平方根 a 的迭代公式，并用此公式

计算 115。 

解：因为 3

2)(
x
axf =′ ，所以牛顿迭代公式为 

a
x

x
xa
xa

xx n
n

n

n
nn 22

3
/2
/1 3

3

2

1 −=
−

−=+  

取初值x0 =11，迭代计算 4次后得 
10.71304347826087  10.72378910023906  10.72380529472693  10.72380529476361 

取 
≈115 10.7238052947 

已经得到 12位有效数字。 

10 证明由迭代格式
n

n
n x

x
x 1

21 +=+  ( n = 0，1，⋯⋯ )产生的迭代序列 {xn}，对任意的

x0>0，均收敛于 2。 

证明：对迭代格式，得 )2(
2
1 2

1 +=+ n
n

n x
x

x ，等式两端同减 2，并进行配方，得 

2
1 )2(

2
12 −=−+ n

n
n x

x
x  

同理可得 
2

1 )2(
2
12 +=++ n

n
n x

x
x  

将上面两式相除，得 

2

2

1

1

)2(
)2(

2
2

+

−
=

+

−

+

+

n

n

n

n

x
x

x
x

 

反复递推，得 
12 2

0

02

1

1
2

2

1

1 ]
2
2

[]
2
2

[
)2(
)2(

2
2 +

+

−
==

−

−
=

+

−
=

+

−

−

−

+

+ n

x
x

x
x

x
x

x
x

n

n

n

n

n

n L  

令 

2
2

0

0

+

−
=

x
x

q  

则有 
n

q
x
x

n

n 2

2
2
=

+

−
 

化简，得 
 9



n

n

q
qxn 2

2

1
12
−

+
=  

对任意的x0>0，由于 | q | < 1，故迭代序列收敛于 2。 

11 解方程 12 – 3 x + 2 cos x = 0 的迭代格式为 nn xx cos
3
241 +=+  

（1） 证明：对任意 x0∈R，均有  （为方程的根）； *lim xxnn
=

∞→

（2） 取x0 = 4，用此迭代法求方程根的近似值，误差不超过 10-3； 
（3） 此迭代法的收敛阶是多少？ 

解：（1）令 xx cos
3
24)( +=ϕ ，则 xx sin

3
2)( −=′ϕ 。故对任意x∈R，均有 1|)(| <′ xϕ  ，

所以迭代过程收敛。即对任意 x0∈R，均有 。 *lim xxnn
=

∞→

（3） 取x0 = 4，用迭代法计算得 
3.5642    3.3920    3.3541    3.3483    3.3475 

当k=5时，有不等式 |x5 – x4 |≤10-3成立，取方程根的近似值 
x* ≈3.3475 

 

0 6 10 16
2 

3 

4 

5 

6 

 

利用MATLAB绘图命令，将 y = x和 xy cos
3
24 += 绘制曲线。观察可知方程只有一个根。 

（4） 由于 xx sin
3
2)( −=′ϕ 在x* ≈3.3475附近不为零，故迭代法是一阶收敛。 

 
二、例题 
1．求证：二分法得到的数列{xn}线性收敛。 
证 由二分法误差估计定理，得 

)(
2

1|| 1
* abxx nn −≤− +  

而 
xn+1 – x*= ( xn– x*) + ( xn+1 – xn) 

所以 
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*
1

*

*
1 1

xx
xx

xx
xx

n

nn

n

n

−
−

+=
−
− ++  

容易证明， )(
2

1|| 21 abxx nnn −=− ++ ，故 

2
1)

2
/()

2
(

||
||

12*
1 =

−−
≥

−
−

++
+

nn
n

nn abab
xx
xx

 

显然，当xn > x* 时，xn+1 < xn，当xn < x* 时，xn+1 > xn。故 

|| *
1

*
1

xx
xx

xx
xx

n

nn

n

nn

−
−

−=
−
− ++  

所以 

2
1||11

||
||

*
1

*
1

*

*
1 ≤

−
−

−=
−
−

+=
−
− +++

xx
xx

xx
xx

xx
xx

n

nn

n

nn

n

n  

故二分法是线性收敛。 
2．．设x* 是非线性方程 f(x) = 0 的单根，证明在牛顿迭代法中，有 

)(2
)(

)(
lim *

*

2*

*
1

xf
xf

xx
xx

n

n

n ′
′′

=
−
−+

∞→
 

解：由于x* 是 f(x) = 0 的单根，故当xn≈x*时， 0)( ≠′ nxf ，利用Tylor展开式 

)(
2

)(
)()()()(

2

n
n

nnn f
xx

xfxxxfxf ξ′′
−

+′−+=  

其中，ξn 介于x和xn之间。上式中取x=x*，由牛顿迭代公式 

)(
)(

1
n

n
nn xf

xf
xx

′
−=+  

得 

)(2
)(

)( 2**
1

n

n
nn xf

f
xxxx

′
′′

−=−+

ξ
 

由于 
*lim xxnn

=
∞→

，  *lim xnn
=

∞→
ξ

所以 

)(2
)(

)(
lim *

*

2*

*
1

xf
xf

xx
xx

n

n

n ′
′′

=
−
−+

∞→
 

3．设a为正实数，试建立求
a
1
的牛顿迭代公式，要求在迭代公式中不含有除法运算，并考

虑迭代公式产生的数列{ xn }的收敛性。 

解 构造函数 a
x

xf −=
1)( ，由于

a
1
是该函数的零点，且 ，对方程 f(x) = 0

应用牛顿迭代公式，得 

2/1)( xxf −=′

xn+1 = xn( 2 – a xn)  ( n= 0，1，2，⋯ ) 
该迭代函数不含有除法运算。由迭代公式，得 

1 – a xn+1 = 1 – a xn( 2 – a xn ) = ( 1 – a xn)2
， (n = 0，1，2，⋯ ) 
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递推，得 
n

axaxn
2

0 )1(1 −=− ，(n = 0，1，2，⋯ ) 
解得 

])1(1[1 2
0

n

ax
a

xn −−=  

所以数列{ xn }收敛的充要条件为：| 1 – a x0 | < 1。即 
0 < x0 < 2/a 

 
三、问题 
1 分析下列方程，确定方程的全部隔根区间 
（1）x sin x = 1；（2）sin x – e -x =0；（3）x = tan x；（4）x2 – e-x =0。 
2．假定二分法开始的区间为[50，63]，问需要进行多少次二分，才能使所求根的相对误差
精度达到 10-12。 
3．设二分法开始的区间为[a，b]，二分法计算过程中产生的区间序列为： 

[a1，b1]，[a2，b2]，⋯⋯，[an，bn]，⋯⋯ 

记 )(
2
1

nnn bax += ，试证明： )(
2

1|| 21 abxx nnn −=− ++ 。 

4．应用牛顿迭代公式分别导出求方程 
f(x)= xn – a = 0 
f(x) = 1 – a / x n

的解 n a的迭代格式，并求极限 

2
1

)(
lim

n
k

n
k

k ax
ax

−

−+

∞→
 

5．对于复变量 z = x + i y 的复值函数 f(z) 应用牛顿迭代公式 

)(
)(

1
n

n
nn zf

zf
zz

′
−=+  

时为避开复数运算分出实部和虚部。令 
zn = xn + i yn，f(zn) = An + i Bn，f ’(zn) = Cn + i Dn

证明 

221
nn

nnnn
nn DC

DBCA
xx

+
+

−=+ ， 221
nn

nnnn
nn DC

CBDA
yy

+
−

+=+  

6．证明：对于 C>0，迭代格式 

Cx
Cxx

x
n

nn
n +

+
=+ 2

2

1 3
)3(

  (n= 0，1，2，⋯⋯ ) 

是计算 Cx =*
的三阶方法。 

7．设数列{ xn }具有一阶收敛速度，其极限值为x*，试利用近似关系 

*
1

*
2

*

*
1

xx
xx

xx
xx

n

n

n

n

−
−

≈
−
−

+

++  

推导使数列收敛加速的计算公式 

（1）
nnn

nn
n xxx

xx
xx

+−
−

−≈
++

++
+

12

2
12

2
*

2
)(

 ；（2）
nnn

nn
n xxx

xx
xx

+−
−

−≈
++

+

12

2
1*

2
)(
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8．证明割线法迭代公式可写为如下形式 

)()(
)()(

1

11
2

nn

nnnn
n xfxf

xfxxfx
x

−
−

=
+

++
+  

9．设x*是f(x)=0的二重根，证明 
（1）牛顿迭代法只是线性收敛； 

（2）修改的牛顿迭代公式
)(
)(

21
n

n
nn xf

xf
xx

′
−=+ 具有二阶收敛性。 

10．对于二元方程G(x，y)=0，已知（x0，y0）满足方程。如果 ，则根据

隐函数存在定理，在点x
0),( 00 ≠yxG y

0附近有函数y =y(x)，对于接近于x0的自变量x，试构造牛顿迭代法
计算隐函数值的迭代格式。 
设割线法迭代数列{ xn }收敛到非线性方程 f(x) = 0 的单根x*。用牛顿插值公式

)())((],[)()()( 11 nnnnnnn fxxxxxxfxxxfxf ξ′′−−+−+= −− 计算极限 

))((
)(

lim *
1

*

*
1

xxxx
xx

nn

n

n −−
−

−

+

∞→
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第三章 习题解答与问题 
 
一、习题解答 

 
1．用高斯消元法解下列方程组 

（1） ；（2）  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

533
6743
5532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+−+
−=−++
−=+++−

=−+−

412554
251222

552104
34242

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

解：（1）约化增广矩阵 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5331
6743
5532

      

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

2/52/12/3
2/32/12/1

5532

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

21
2/32/12/1

5532

得上三角方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=−−

=++

2
5.15.05.0

5532

3

32

321

x
xx

xxx
 

回代求解得， 
x1= – 4 ，x2= 1 ，x3= 2 

（2）约化增广矩阵 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−−

412554
251222
552104

34242

       

     

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
−−

1020913
51106

1362
34242

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
−−

2/332/7948
888

1362
34242

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−−

2/632/17
888

1362
34242

得上三角方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−
−=+−

=−+
=−+−

5.315.8
888

1362
34242

4

43

432

4321

x
xx
xxx
xxxx

 

回代求解得 
x1 = 99/34，x2 = 52/17，x3 = – 46/17 ，x4 = – 63/17 

2．设A对称且a11 ≠ 0，经过高斯消元法一步后，A约化为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

111

0 A
a Tα
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证明A2 是对称矩阵。 
证 设A=(aij)n×n ，经过高斯消元第一步后，得(n – 1)阶矩阵A2 = ( bij )(n-1)×(n-1)，其中 

1,1
11

1,1
1,1 +

+
++ −= j

i
jiij a

a
a

ab  

因为A是对称矩阵，所以 ai+1, j+1= aj+1, i+1，ai+1,1= a1, i+1，a1, j+1 = aj+1, 1，故 

ijj
i

jii
j

ijji ba
a

a
aa

a
a

ab =−=−= +
+

+++
+

++ 1,1
11

1,1
1,11,1

11

1,1
1,1  

所以矩阵A2是对称矩阵。 
另证：由于高斯消元法一步后不改变矩阵 A的第一行元素，所以可将原对称矩阵 A写为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1

111

A
a

A
T

α
α

 

形式。其中，A1是对称矩阵。利用Frobenius矩阵 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−11

1

1

nIm
F ， α

11
1

1
a

m =  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=→ T

T

mAO
a

AFA
111

111
1 α

α
 

所以 

TT

a
AmAA 11

11
11112

1 ααα −=−=  

是对称矩阵。 

3．设方程组  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++

=++

21.03
01045

132

321

321

321

xxx
xxx

xxx

（1） 试用 Gauss全主元法求解；（2）用 Gauss 列主元法求解。 
解：（1）用 P=[1，2，3]记录未知元次序。由增广矩阵 

[A  b] =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 211.03
01045
1321

在系数矩阵A中选取绝对值最大元 a23 = 10。交换第一行第二行，并交换第一列和第三列。 

[A  b]        
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 211.03
1321
01045

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 231.01
1123
05410

修改 P，将 P的第一元素和第三元素换位，置 P [3，2，1]。然后进行第一轮消元，得 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 231.01
1123
05410

     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

22/52/1
12/15/4
05410

在系数矩阵的右下子矩阵中选取绝对值最大元 a33= 5/2。交换第二行第三行，并交换第二
列和第第三列。 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

22/52/1
12/15/4
05410

      

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

12/15/4
22/52/1
05410

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

15/42/1
22/12/5
04510

修改 P，将 P的第二元素和第三元素换位，置 P [3，1，2]。然后进行第二轮消元，得 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

15/42/1
22/12/5
04510

     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

5/710/7
22/12/5
04510

得三角形方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=−
=++

4.17.0
25.05.2
04510

2

21

213

x
xx
xxx

 

回代求解，得 
x3= – 7/5 ，x1 = 6/5 ，x2 = 2  

利用乱序后的未知元次序记录数组P=[3，1，2]，得p1=3，p2 = 1，p3 = 2。由yp1  – 7/5，
yp2  6/5，yp3  2。 整序后输出  

y = [6/5 ，2，– 7/5] 
即得方程组未知元按原次序x1，x2，x3的数据结果。 
（2）由增广矩阵第一列选主元，并首轮消元得 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 211.03
01045
1321

       
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 211.03
1321
01045

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 252/5
115/6
01045

第二列后两个元素选主元，并消元得 

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 252/5
115/6
01045

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

115/6
252/5
01045

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

25/495/7
252/5
01045

得三角方程 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−

=−−

=++

25
49

5
7

25
2
5

01045

3

32

321

x

xx

xxx

 

回代求解，得 
x1 = 6/5 ，x2 = 2 ，x3 = – 7/5 

4．利用矩阵 A的 LU分解法求解方程组 Ax=b，其中 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

3231
5322
2352
2121

A ，  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

0
1

7
4

b

解：用高斯消元法分解矩阵 A 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

3231
5322
2352
2121

A   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

3011
3322

2112
2121

由此得矩阵 A的 LU分解 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

3231
5322
2352
2121

A =  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
1011

122
12

1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

3
33

211
2121

第一步，顺代过程求解下三角方程组 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
0

1
7
4

1011
122

12
1

4

3

2

1

y
y
y
y

 

得：y1 = 4，y2 = –1，y3 = 9，y4 = – 3。 
第二步，回代过程求解上三角方程组 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

3
9

1
4

3
33

211
2121

4

3

2

1

x
x
x
x

 

得：x1 = 2，x2 = –1，x3 = 2，x4 = –1。 

5．设 ，试求解以下问题 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

7554
5443
5432
4321

A

（1） 解Ax=b，其中 b = [30，40，43，57]T
； 

（2） 利用三角分解求 A-1
。 

解：（1）x1 = 1，x2 = 2，x3 = 3，x4 = 4。 
（2）用E表示四阶单位矩阵，记E的四个列向量分别为 e1，e2，e3，e4，设A-1的四个列向

量分别为X1，X2，X3，X4，则有 A[X1，X2，X3，X4 ] = E。故求A-1
等价于求解四个同系数

矩阵的方程组 
AX1 = e1，AX2 = e2，AX3 = e3，AX4 = e4

高斯消元法分解矩阵 A 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

7554
5443
5432
4321

A     

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

1134
1123
3212

4321

由此得矩阵 A的 LU分解 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

7554
5443
5432
4321

A =  = LU 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1134
123

12
1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

1
11
321

4321

现分别求解四个下三角方程组 
LY1 = e1，LY2 = e2，LY3 = e3，LY4 = e4

得 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

1
1

2
1

1Y ， ， ，  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=

1
2

1
0

2Y

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

1
1
0
0

3Y

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
0
0
0

4Y

分别求解四个上三角方程组 
UX1 = Y1，UX2 = Y2，UX3 = Y3，UX4 = Y4

得 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

1
2

3
3

1X ， ， ，  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

1
3

4
3

2X

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

1
0
3

2

3X

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=

1
1
1

1

4X

故 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−−

=−

1111
1032
1343

1233

1A  

6．用追赶法求解下列方程组 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

1
1
1
1

41
141

141
14

4

3

2

1

x
x
x
x

 

解：首先对系数矩阵进行三角分解（Crout分解） 
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A =      

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

41
141

141
14

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−
−−

56/2091
56/1515/561

15/44/151
4/14

所以 

A=  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

56/2091
15/561

4/151
4

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

1
56/151

15/41
4/11

解下三角方程组 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

1
1
1
1

56/2091
15/561

4/151
4

4

3

2

1

y
y
y
y

 

得 
[y1  y2  y3  y4]T = [ –1/4   – 1/3    – 5/14     – 4/11 ]T

解上三角方程组 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

11/4
14/5
3/1
4/1

1
56/151

15/41
4/11

4

3

2

1

x
x
x
x

 

得 
[x1  x2  x3  x4]T = [ – 4/11   – 5/11    –5/11    – 4/11 ]T 

7．（1）设P∈R n×n 非奇异，|| x || 是R n 上的一种向量范数，定义 || x ||p = || P x ||。试证
明|| x ||p 也是R n 上的一种向量范数； 
（2）设 A∈R n× n 为对称正定矩阵，定义 || x ||A = ),( xAx ，证明|| x ||A 是R n上的一

种向量范数。 
证：（1）由于P是非奇异矩阵，故当x为非零向量时，Px也是非零向量（否则，由Px=0得 x= 
0与x是非零向量矛盾）。故||x||p = ||Px|| > 0，且 ||x||p = 0 的充分必要条件是 x = 0； 

||λx||p = ||P(λx)||=|| λPx|| = |λ| .||Px||= |λ|.||x||p
|| x+ y||p

 = || P(x + y)|| = ||Px + P y ||≤ ||P x|| + ||P y|| = || x||p + ||y||p 
由上可知，||·||p满足范数三条公理，故，||x||p 是Rn 上的一种向量范数。 
（2）由于矩阵A对称正定， 故存在下三角矩阵L，使得 A = L LT

，且L是非奇异矩阵。所
以， 

2|||| Ax =( Ax，x ) = xTAx = xT L LT x =  2
2|||| xLT

故，|| x ||A = || LTx || 2。由（1）的结论知，|| x ||A 是R n上的一种向量范数。 
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8．设 A∈R n× n，如果  ( i = 1，2，⋯，n ) 成立，则称A为对角占优矩阵。

若A为对角占优矩阵，经过Gauss 消元法一步后，A具有如下形式 

∑
≠
=

>
n

ij
j

ijii aa
1

||||

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

111

0 A
a Tα

 

证明：A2是对角占优矩阵。 
证 设A=(aij)n×n ，经过高斯消元第一步后，得(n – 1)阶矩阵A2 = ( bij )(n-1)×(n-1)，其中 

1,1
11

1,1
1,1 +

+
++ −= j

i
jiij a

a
a

ab  

于是 

|||||||| 1,1
11

1,1
1,11,1

11

1,1
1,1 +

+
+++

+
++ −≥−= i

i
iii

i
iiii a

a
a

aa
a

a
ab  

其中 

|  ||||||| 1,1

1

1
1,1

1

0
1,11,1 +

−

≠
=

++

−

≠
=

++++ +=≥ ∑∑ i

n

ij
j

ji

n

ij
j

jiii aaaa

而 

|||||||| 1,1
11

1,1

11

11
1,11,1

11

1,1
1,1 +

+
++

+
+ −=− i

i
ii

i
i a

a
a

a
aaa

a
a

a  

∑∑
−

≠
=

+
+

+
+

=

+ =−⋅≥
1

1
1,1

11

1,1
1,1

11

1,1

2
,1

11

1,1 ||||||||
n

ij
j

j
i

i
i

n

j
j

i a
a

a
a

a
a

a
a

a
 

所以 

∑∑∑
−

≠
=

+
+

++

−

≠
=

+
+

−

≠
=

++ +=+≥
1

1
1,1

11

1,1
1,1

1

1
1,1

11

1,1
1

1
1,1 |)||(|||||||

n

ij
j

j
i

ji

n

ij
j

j
i

n

ij
j

jiii a
a

a
aa

a
a

ab  

故 

∑ ∑
−

≠
=

−

≠
=

+
+

++ =−≥
1

1

1

1
1,1

11

1,1
1,1 ||||||

n

ij
j

n

ij
j

jij
i

jiii ba
a

a
ab  

9．设 ，计算 A的行和范数，列和范数，2-范数及 F-范数。 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

3.01.0
5.06.0

A

解： =1.1，|| A ||∞|||| A 1 = 0.8，|| A ||2 =0.6853 ，|| A ||F = 0.8426  
10．设 X是 n维向量，A是 n×n阶矩阵。求证： 

   （1） ；（2）∞∞ ≤≤ |||||||||||| 1 XnXX FF AAA
n

||||||||||||1
2≤≤ 。 

证：（1）设 X=[ x1，x2，⋯⋯，xn]T
，则 || X ||1 = | x1 | + | x2 | + ⋯⋯ + | xn |。 

因为 

∞≤≤
=≤ ||||||max||||

11 XnxnX knk
   及    ∞≤≤

=≥ ||||||max||||
11 XxX knk
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所以， 。 ∞∞ ≤≤ |||||||||||| 1 XnXX

（2）设 A = ( aij )n×n，则 ATA = ，该矩阵的迹（主对角元之和）为 nn

n

k
kjkiaa ×

=
∑ )(

1

F

n

j

n

i
ij

n

j

n

k
kj

n

j

n

k
kjkj

T AaaaaAAtr ||||)(
1 1

2

1 1

2

1 1
==== ∑∑∑∑∑∑

= == == =

 

根据矩阵特征值理论，n阶方阵ATA的特征值之和等于ATA的迹，即 

F
T

n

k

T
k AAAtrAA ||||)()(

1
==∑

=

λ  

所以 

2

1
max

2
2 ||||)()(|||| F

n

k

T
k

T AAAAAA =≤= ∑
=

λλ  

2

1
max

2
2 ||||1)(1)(|||| F

n

k

T
k

T A
n

AA
n

AAA =≥= ∑
=

λλ  

由上两式得 
22

2
2 ||||||||||||1

FF AAA
n

≤≤     或    FF AAA
n

||||||||||||1
2≤≤  

11．设 X∈R ，X = (x1，x2，⋯⋯，xn )T
，求证 。 ∞

=
∞→

=∑ ||||)||(lim /1

1
Xx p

n

i

p
ip

证明：因为 

p
i

ni

n

i

p
i xnx ||max||

11 ≤≤=

≤∑   且   p
ini

n

i

p
i xx ||max||

11 ≤≤
=

≥∑
故 

||max)||(||max
1

/1

11 ini

pp
n

i

p
iini

xnxx
≤≤

=
≤≤

≤≤ ∑  

或 

∞
=

∞ ≤≤ ∑ ||||)||(|||| /1

1
XnxX pp

n

i

p
i  

由于 1lim =
∞→

p

p
n ，所以对上式取极限，得 

∞
=

∞→
=∑ ||||)||(lim /1

1
Xx p

n

i

p
ip

 

12．设B∈Rn×n，I 是n阶单位矩阵，如果 || B || < 1，证明， 
||||1

||||||)(|| 1

B
BBII

−
≤−− −  

证 首先证明不等式：
||||1

1||)(|| 1

B
BI

−
≤− −  

由 ( I – B ) ( I – B )–1 = I，得 
( I – B )–1 – B ( I – B )–1 = I 

移项，得 
( I – B )–1 = I + B ( I – B )–1

两边取范数，得 
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||( I – B )–1 || ≤ || I || + || B || ||( I – B )–1|| 
由于 || I || = 1，整理上面不等式，得 

||||1
1||)(|| 1

B
BI

−
≤− −                        （*） 

仍由 ( I – B ) ( I – B )–1 = I，得 
( I – B )–1 – B ( I – B )–1 = I 

移项，得 
I – ( I – B )–1 = – B ( I – B )–1

两边取范数，得 
|| I – ( I – B )–1|| ≤ || B || ||( I – B )–1|| 

由不等式（*）得 

||||1
||||||)(|| 1

B
BBII

−
≤−− −  

13．设 ，计算A的条件数Cond(A)⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9899
99100

A v  ( v = 1，∞ ) 

解：先求 A的逆矩阵，因为 det( A ) = – 1，所以 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=−

10099
99981A  

故 
Cond(A)1 = || A ||1 || A–1 ||1 = 199×199 
Cond(A) = 199×199∞

−
∞∞ = |||||||| 1AA

14．求下面两个方程的解，并利用矩阵的条件数估计
||||
||||

X
Xδ

 

（1） ，即 Ax = b； ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
4
3

240179
319240

2

1

x
x

（2） ，即 ( A + δA ) ( X + δX ) = b ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
4
3

2405.179
5.319240

2

1

x
x

解：（1）x1 = 4，x2 = 3； 
（2）x1 = 8，x2 = 6；取 1-范数，则 || δ X ||1 = | 8 – 4 | + | 6 – 3 | = 7，|| X ||1 = 4+3 = 7，

故 
||||
||||

X
Xδ

= 1。记 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

240179
319240

A  

则由 || A || = 499，得 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

240179
319240

499
11A  

所以 1-范数意义下的条件数为 
Cond(A)1 = || A ||1 || A– 1 ||1 = 559× ( 559/ 499 ) = 626.2144 

而 
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|| δA ||1= 0.5，|| A ||1 = 559 
所以 

Cond(A)1
1

1

||||
||||

A
Aδ  = || A ||1 || A– 1 ||1

1

1

||||
||||

A
Aδ = 559× ( 559/ 499 )×0.5 /559= 0.5601 

根据系数矩阵扰动对解的误差估计式，得 

2734.1
5601.01

5601.0
||||
||||

||||/||||)(1
)(

||||
||||

1

1

111

1

1

1 =
−

=
−

≤
A
A

AAACond
ACond

X
X δ

δ
δ

 

二、例题 
1．设m×n阶矩阵A的各列线性无关，则有A=QR，其中R为单位上三角方阵，QTQ=D为对
角阵。 
证：因A的各列线性无关，可知ATA为对称正定矩阵，则必有LDLT

分解，即ATA=LDLT
。

记Q=A(LT )-1
，从而A= QLT

，容易验证 
QTQ=L-1ATA(LT)-1=L-1LDLT (LT)-1=D 

令R=LT
，则是R单位上三角矩阵，则有A=QR成立。 

2．若矩阵 A是 n阶对称矩阵，则 2||||)( AA =ρ 。 

证明：设λ 是A的任一特征值，由于A对称，故λ2 是矩阵ATA的特征值，即 

22 )]([)()( AAAAT λλλ ==  

由 2-范数计算公式 

)(|)(|max)]([max)(||||
1

2

1max2 AAAAAA jnjjmj

T ρλλλ ====
≤≤≤≤

 

3．设A=(aij)n×n为可逆上三角矩阵，证明A-1
仍为上三角矩阵，并构造求A-1

的算法。 

解：由求逆公式 *
||

11 A
A

A =−
，其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

*  

这里，Aij为aij 的代数余子式。因为A为上三角矩阵，故当i > j 时，aij =0，从而i <  j时，
Aij =0，所以A-1

是上三角矩阵。 
设 A的逆矩阵为 X，则有 AX=I，即 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nn

n

n

a

aa
aaa

L

MOMM

L

L

00

0 222

11211

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nn

n

n

x

xx
xxx

L

MOMM

L

L

00

0 222

11211

=  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100

010
001

L

MOMM

L

L

分析右端矩阵的第 k列向量中前 k个元素，得等式（k = 1，2，⋯⋯，n ） 
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1=kkkk xa ，∑ ，（i=k–1，⋯⋯，1） 
=

=
k

is
skis xa 0

由于 A的主对角元不为零，解得 

kk
kk a

x 1
= ， ∑

+=

−=
k

is
skis

ii
ik xa

a
x

1

1
，（i=k–1，⋯⋯，1） 

根据上面公式，得 X矩阵第 k列由下向上顺序依次求出的算法 
①x11 = 1/a11；k 1；i 1； 

② k  k+1；
kk

kk a
x 1

← ； 

③ i  i – 1， ∑
+=

−←
k

is
skis

ii
ik xa

a
x

1

1
； 

④ 判断，若 i > 1，则转③，否则转⑤； 
⑤ 判断，若 k < n，则转②，否则转⑥； 
⑥ 输出 xij ( i =1，2，⋯，n；j =i，i+1，⋯，n )，结束。 
 
三、问题 
1． 给定矩阵 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
=

1111
1111
1111
1111

Q  

（1）求 Q的 2-范数；（2）Q的 2-范数意义下的条件数； 
2． 对 n 阶矩阵 A，设 A 的顺序主子式都不为零，试证明消元过程中出现的 Frobenius 矩
阵有如下性质 
（1） 对于 ,jk < 有 ； 1 1 T T

k j k k j jF F I m e m e− − = + +

（2）  T
nn

TT
n emememIFFF 112211

1
1

1
2

1
1 −−

−
−

−− ++++= LL

3． 对任意x，y∈Rn
，利用向量范数的三角形不等式证明： 

|||||||||||||| yxyx −≤− 。 
4． 证明矩阵 A的谱半径与 A的范数有如下关系 

ρ(A) ≤ || A || 
其中，|| A ||为A的任何一种算子范数。

5． 设已经给定一个n次多项式Q(x)= xn + a1xn–1 + a2xn–2 +······+an，如果某一n阶矩阵A

的特征多项式恰好等于Q(x)，则称A为Q的友阵。试证明Q的友阵为 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−

=

01

01
21

OO

L naaa

A  

6.设A=(aij)n×n为可逆下三角矩阵，证明A-1
仍为下三角矩阵，并构造求A-1

的算法。 
7．设 x是 n维向量，求证向量范数的等价性 

（1） ∞∞ ≤≤ |||||||||||| 2 xnxx ；（2） 212 |||||||||||| xnxx ≤≤  

8．考虑 n阶方阵和 n维向量 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
−−−

=

1
1

1
111
1111

O

MO

L

L

A ，  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−12/1

4/1
2/1

1

n

x
M

（1）计算Ax，||Ax||2和||x||2； 

（2）计算 ； ∞
− |||| 1A

（3）计算 。 )(ACond∞

解：（1）Ax=[1，1，⋯，1]T/2n-1

nAx n 12 2
1|||| −=  

14
32

1)4/11/()4/11(2/1||||
1

1

0

2
2 −=−−==

−

−

=
∑ n

n
n

n

k

kx  
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第四章 习题解答与问题 
 
一、习题解答 
1.设方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++−
−=++

.31032
,2024

,1225

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

(1)考察用 Jacobi迭代法、G-S迭代法解此方程组的收敛性. 
(2)用 Jacobi迭代法及 G-S迭代法解此方程组,要求当 4)()1( 10−

∞

+ <− kk XX 时迭代终止. 

解（1）方程组的系数矩阵 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

1032
241
125

A  

是对角占优矩阵，故其 Jacobi迭代和 G－S迭代均收敛。 
（2）此方程组的 Jacobi迭代格式为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−−=

+−=

−−−=

+

+

+

10
3

10
3

5
1

5
2
1

4
1

5
12

5
1

5
2

)(
2

)(
1

)1(
3

)(
3

)(
1

)1(
2

)(
3

)(
2

)1(
1

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

 

取初值x(0) = [0，0，0]T
进行迭代计算，得近似解为 

   TX )9999999.1,9999739.2,9999964.3()18( −=

  4)17()18( 10414468.0 −

∞
×≈− XX  

此方程组的 G－S迭代格式为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−−=

+−=

−−−=

+++

++

+

10
3

10
3

5
1

5
2
1

4
1

5
12

5
1

5
2

)1(
2

)1(
1

)1(
3

)(
3

)1(
1

)1(
2

)(
3

)(
2

)1(
1

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

 

取初值x(0) = [0，0，0]T
进行迭代计算，迭代 8次达到精度要求，得近似解为 

   TX )000003.2,999985.2,000036.4()8( −=

  4)7()8( 109155273.0 −

∞
×≈− XX  

2.设有方程组 

(1)    (2)  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.38.04.0
,28.04.0
,14.04.0

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=−+

.122
,1

,122

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 25



试考察求解上述方程组的 Jacobi迭代法及 G-S迭代法的收敛性. 
解：（1） 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

18.04.0
8.014.0
4.04.01

A ， ，  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
08.04.0

8.004.0
4.04.00

JB
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

=−

672.0032.00
64.016.00
4.04.00

SGB

)( JBρ =1.0928， )( SGB −ρ =0.6283。所以，Jacobi迭代法不收敛，而 G-S迭代法收敛。 

（2） ， ，  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

122
111
221

A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=

022
101

220

JB
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−

200
320

220

SGB

)( JBρ =1.2604e-005， )( SGB −ρ =2。所以，Jacobi迭代法收敛，而 G-S迭代法不收敛。 
3．设 A = ( aij )2×2，为二阶矩阵，且 a11 a22 ≠0，试证明求解方程组 Ax = b 的Jacobi
迭代及Gauss-Seidel迭代法同时收敛或发散。 

证明：设 ，则 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211

aa
aa

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

0

0

22

21

11

12

a
a

a
a

BJ ，

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=−

2211

2112

11

12

0

0

aa
aa

a
a

B SG  

2211

21122

22

21

11

12

||
aa
aa

a
a

a
a

BI J −==− λ
λ

λ
λ    

2211

21122

aa
aa

=λ    

所以   1)( <JBρ   1
2211

2112 <
aa
aa

 

)(
0

||
2211

2112

2211

2112

11

12

aa
aa

aa
aa

a
a

BI SG −=
−

=− − λλ
λ

λ
λ       0=λ  或 

2211

2112

aa
aa

=λ  

所以   1)( <JBρ   1
2211

2112 <
aa
aa

。由此可得 0)( <JBρ 1)( <−SGBρ ，即两种迭代法

同时收敛或同时发散。 
4．设线性方程组 Ax = b 的系数矩阵为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

a
a

a
A

23
21
31

 

试求能使 Jacobi迭代收敛的 a的取值范围。 
解：当 a≠0时 Jacobi迭代矩阵为 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−−

=

023

201

310

aa

aa

aa
BJ ， 0

23

21

31

|| =

−

=−

λ

λ

λ

λ

aa

aa

aa
BI J ⇒ 01 =λ ，

a
i2

3,2 ±=λ  

当 a < – 2或 a > 2时 Jacobi迭代法收敛。 
5.设有方程组 Ax = b，其系数矩阵主对角元 aii ≠ 0  ( i = 1，2，⋯，n )。 
（1） 证明解方程组的 Jacobi迭代法收敛的充分必要条件是 

0

21

22221

11211

=

λ

λ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

LLLL

L

L

 

的根满足|λ|< 1。 
（2） 证明解方程组的 Jacobi迭代法收敛的充分必要条件是 

0

21

22221

11211

=

λλλ

λλ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

LLLL

L

L

 

的根满足 |λ|< 1。 
（1）证明：将系数矩阵分解，使得A=D – L – U，其中，D = diag(a11，a22，⋯，ann)是
A的主对角元组成的对角矩阵，L=(lij)n×n，和U=(uij)n×n分别是下三角矩阵和上三角矩阵于

是Jacobi迭代法的迭代矩阵为 
)( ULDBJ += −1  

该矩阵的特征多项式为 
|))((||)(||| ULDDULDIBI J +−=+−=− −− λλλ 11  

所以，特征值满足 
0=+− |)(| ULDλ  

即 

0

21

22221

11211

=

λ

λ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

LLLL

L

L

 

所以迭代法收敛的充要条件是上面高次方程的根模|λ|< 1。 
（2）证明：将系数矩阵分解，使得 A=D – L – U，于是 G-S迭代法的迭代矩阵为 

ULDB SG
1−

− −= )(  
该矩阵的特征多项式为 

|))(()(||)(||| ULDLDULDIBI SG −−−=−−=− −−
− λλλ 11  
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所以，特征值满足 
0=−− |)(| ULDλ  

即 

0

21

22221

11211

=

λλλ

λλ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

LLLL

L

L

 

所以迭代法收敛的充要条件是上面高次方程的根模|λ|< 1。 
 

6.用 SOR方法解方程组(分别取松弛因子 1.1,1,03.1 === ωωω ) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−

=−−−

=++

.34
,44

,1

31

321

321

xx
xxx

xxx
 

精确解
TX )

2
1,1,

2
1(* −= ,要求当

6)(* 105 −

∞
×<− kXX 时迭代终止,并且对每一个ω 值

确定迭代次数. 

解：将所给方程变形为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

−−=

−−=

23

312

321

4
1

4
3

,
4
1

4
11

,1

xx

xxx

xxx

 

其 SOR迭代法为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−+−=

−−+−=

−+−=

++

++

+

)
4
1

4
3()1(

)
4
1

4
11()1(

),1()1(

)1(
2

)(
3

)1(
3

)(
3

)1(
1

)(
2

)1(
2

)(
2

)(
1

)1(
1

kkk

kkkk

kkk

xxx

xxxx

xxx

ωω

ωω

ωω

 

（ k = 0，1，2，⋯⋯） 
取 03.1=ω ，初值 ，迭代 5次达到精度要求， TX )0,0,0()0( =
   TX )499999.0,1000001.0,5000043.0()5( −=
取 1=ω ，初值 ，迭代 6次达到精度要求， TX )0,0,0()0( =
   TX )499995.0,1000002.0,5000038.0()6( −=
取 1.1=ω ，初值 ，迭代 6次达到精度要求， TX )0,0,0()0( =
  。 TX )5000003.0,0999989.0,500035.0()6( −=
7． SOR方法解方程组(取 9.0=ω ) 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++−
−=++

.31032
,2024

,1225

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

要求当
4)()1( 10−

∞

+ <− kk XX 时迭代终止. 

解 解次方程的 SOR迭代法为 

    

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−+−=

−++−=

−−−+−=

+++

++

+

)
10
3

5
1

10
3()1(

)
2
1

4
15()1(

),
5
1

5
2

5
12()1(

)1(
2

)1(
1

)(
3

)1(
3

)(
3

)1(
1

)(
2

)1(
2

)(
3

)(
2

)(
1

)1(
1

kkkk

kkkk

kkkk

xxxx

xxxx

xxxx

ωω

ωω

ωω

      

            LL,2,1,0=k  
当 9.0=ω 时，迭代格式为 

    

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−+=

−++=

−−−+=

+++

++

+

)
10
3

5
1

10
3(9.01.0

)
2
1

4
15(9.01.0

),
5
1

5
2

5
12(9.01.0

)1(
2

)1(
1

)(
3

)1(
3

)(
3

)1(
1

)(
2

)1(
2

)(
3

)(
2

)(
1

)1(
1

kkkk

kkkk

kkkk

xxxx

xxxx

xxxx

 

取初值 ，代入进行计算得 TX )0,0,0()0( =
  。 TX )2000003.0,2999987.0,000027.4()8( −=
8． 有方程组 Ax = b,其中 A为对称正定阵,且有迭代公式 

)( )()()1( kkk AXbXX −+=+ ω   (k = 1，2，⋯⋯ ) 
讨论使迭代序列收敛的ω 的取值范围. 
解：因为 

)( )()()1( kkk AXbXX −+=+ ω    （*） 

即    bXAIAXbXX kkkk ωωωω +−=−+=+ )()()()1( )(
迭代矩阵为 AIB ω−= ，设 A的特征值为λ，因 A对称正定，故λ >0，则 B矩阵的特征多
项式为 

|)1(||| AIBI ωµµ +−=−  
显然，B矩阵的特征值为 ωλµ −= 1 ，由 1<|| µ 解得： λω /20 << 。 

设 1)( λρ =A ，则当
)(

20
Aρ

ω << 时， 1)( <− AI ωρ ，当然，
A
20 << ω 时，也有 

     1)( <− AI ωρ  
此时迭代序列(*)式收敛。 

二、例题 
1．求证，若 A是严格主对角占优矩阵，则求解方程组 AX=b的高斯-赛德尔迭代法收敛。 
证明：高斯-赛德尔迭代矩阵为(D – L )-1U，该矩阵的特征方程为 
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0|)(| 1 =−− − ULDIλ  
由于|(D – L)-1|≠0，故特征方程可化为 

0|)(| =−− ULDλ  
左端的行列式对应的矩阵为 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

C

λλλ

λλ
λ

λ

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

)(  

当|λ | > 1时，利用 A矩阵的主对角占优性质，得 

∑∑∑∑
+=

−

=
≠
=

≠
=

+≥×=>×=
n

ij
ij

i

j
ij

n

ij
j

ij

n

ij
j

ijiiii aaaaaa
1

1

111
|||||||||||||||||| λλλλλ  

故 C(λ)也是严格主对角占优矩阵。由于严格主对角占优矩阵的行列式不为零，故λ不是特
征方程 

0|)(| =−− ULDλ  
的根。所以当A是严格主对角占优矩阵时，(D – L )-1U的特征值必然满足：|λ | < 1，从而
高斯-赛德尔迭代矩阵普半径小于 1，迭代法收敛。 
2．设 A是一个可逆矩阵，矩阵序列满足 

Xk+1=Xk(2I – A Xk )，（k =0，1，2，⋯⋯） 
证明当 1)( 0 <− AXIρ 时， 。 1lim −

∞→
= AX kk

证明：由Xk+1=Xk(2I – A Xk )，得 
I – AXk+1 = I – A Xk(2I – A Xk )= (I – A Xk )2

于是 
I – AXk =(I – A Xk -1)2

=(I – A Xk -2)2×2

=⋯⋯ 
=  

k

AXI 2
0 )( −

解得 

])([ 2
0

1 k

AXIIAX k −−= − ，（k =0，1，2，⋯⋯） 
当 1)( 0 <− AXIρ 时 

0)(lim 2
0 =−

∞→

k

AXI
k

 

因而，  12
0

1 ])([limlim −−

∞→∞→
=−−= AAXIIAX

k

kkk

3．证明，当|λ | < 1时，二阶约当块 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

λ
λ 1

J  

的方幂J m
极限值为零。 

证明：由于 
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⎦
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⎡
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λ
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λ
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J  

假设 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

k

kk
k k

J
λ
λλ 1

 

则有 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
=
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+−
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1
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kk
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J
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λλ
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λ
λ
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由数学归纳法知 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

m

mm
m m

J
λ
λλ 1

 

而|λ | < 1，故 。所以 。 0lim =
∞→

m

m
λ 0lim =

∞→

m

m
J

三、问题 
1．设 A是 n阶可逆矩阵，有 A的一个近似逆 D，令 R=I – AD ，如果 || R ||≤ q <1 ，
试证明 
（1）A–1 = D ( I + R + R2 + ⋯⋯ )； 
（2）任意给定n阶矩阵X0，由迭代格式Xk+1 = Xk R + D  ( k = 0，1，2，⋯⋯ )产生的矩
阵序列{ Xk }收敛到矩阵A-1； 
（3）对矩阵序列{ Xk }，有误差估计式 

||||
1

|||| 1
1

−
− −

−
≤− kkk XX

q
qAX  

2．给定线性方程组 AX=b，其中 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
23

A ，  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1

3
b

用迭代公式：X(k+1) = X(k) + ω (b – A X(k) )求解方程组时，ω 取多大可使迭代收敛最快？ 
3．设n阶方阵A有n个正的实特征值：λ1>λ2> ⋯⋯>λn。Richardson迭代公式为 

X(k+1) = X(k) + ω (b – A X(k) ) 
试证明： 
（1）当 0< ω < 2/λ1时，迭代公式收敛； 
（2）ω 最佳取值为 2/(λ1+ λn)；对应的最佳谱半径为 ρ =(λ1 – λn)/(λ1+ λn) 
 
4．证明，A是严格对角占优矩阵，则 A的行列式不为零。 
5．证明，当|λ | < 1时，三阶约当块 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

λ
λ

λ
1

1
J  

的方幂Jm
极限值为零。 

6．将方程组 Ax=b中的系数矩阵 A分裂为 A = D – L - U。证明：Jacobi迭代和 Gauss-Seidel
迭代格式可以写成如下形式 
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x(k+1) = x(k) + D-1(b – A x(k) ) 
x(k+1) = x(k) + (D – L )-1(b – A x(k) ) 

7．设 A是对称矩阵，将 A分裂为 A = D – L – U。Gauss-Seidel迭代格式的向前和向后两
种形式分别为 

x(k+1) = x(k) + (D – L )-1(b – A x(k) ) 
x(k+1) = x(k) + (D – U )-1(b – A x(k) ) 

如果将向前和向后迭代格式交替进行，则有 
x(k+2) = x(k) + M-1(b – A x(k) ) 

试证明：M-1= (D – U)-1D(D – L)-1。 
8．设 h = 1/(n+1)，证明 n阶矩阵 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−−
−−

=

2

2

2

2

21
121

121
12

h
h

h
h

A OOO  

是对称正定矩阵。 
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第五章 习题解答与问题 
 
一、习题解答 
1．求经过 A(0，1)，B(1，2)，C(2，3)三个样点的插值多项式 
解：令x0 = 0，x1 = 1，x2 = 2，则有f(x0)=1，f(x1)=2，f(x2)=3，由Lagrange二次插值公
式 

)(
))((

))((

)(
))((

))((
)(

))((
))((

)(

2
1202

10

1
2101

20
0

2010

21
2

xf
xxxx

xxxx

xf
xxxx

xxxx
xf

xxxx
xxxx

xL

−−
−−

+

−−
−−

+
−−
−−

=

 

3
)12)(02(
)1)(0(2

)21)(01(
)2)(0(1

)20)(10(
)2)(1(

×
−−
−−

+×
−−
−−

+×
−−
−−

=
xxxxxx

= x+1 

2．已知函数 的数据如下表 )(xfy =

x 0 1 2 3 
y 1 3 9 27 

试作一个三次插值多项式P3(x),利用P3(x)计算 3  

解：令xk = k (k = 0，1，2，3)，则根据函数表有f(xk)= 3k
。构造差商表 

x f(x)    
0 1    
1 3 2   
2 9 6 2  
3 27 18 6 4/3 

根据 Newton插值公式 

)]}()[({

))(()()(

2
3
42121

21
3
412213

−+−++=

−−+−++=

xxx

xxxxxxxP
 

由于被插值函数 ，故取 x = 1/2，便得 xxf 3=)(

22
2
1

3
421

2
12

2
11213 3 =−+−++=≈ )]}()[({)/(P  

3．已知函数 y = f(x)的数据如下表 
x – 1  0 1 
y -1 0 1 

 y’  0  

 32
解：由于x=0是二重零点，令H3(x)= x2(a x + b )。又由H3(-1)= - 1，H3(1)=1得方程组 



⎩
⎨
⎧

=+
−=−
1

1
ba
ab

解之：a =1，b = 0 

所以，H3(x) = x3。 
4．设被插值函数f(x)在区间[x0，x1]上具有 2 阶连续导数，求证：两点线性插值函数L(x)
的误差界满足不等式 

8
)(

|)(|max|)(|
2

01

10

xx
xfxR

xxx

−
′′≤

≤≤
 

证：由拉格朗日插值误差定理，得 

))((
!2

)()()()( 10 xxxxfxLxfxR −−
′′

=−=
ξ

 

令h(x) = (x – x0)(x – x1)，求导数并令其为零，可得极值点x*=0.5×(x0 + x1)。显然这是函
数|h(x)|在所讨论区间内的最大值点，故 

8
)(

|)(|max|)(|
2

01

10

xx
xfxR

xxx

−
′′≤

≤≤
 

5．若给出 sin x 在区间[0，π]上的等距结点的数值表，用线性插值计算表中没有的数据时，
希望截断误差小于 5×10-3，问函数表中自变量数据的步长应取多少为好？ 
解：设应取的步长为 h，利用第 4题的结论，只须 

3
2

105
8

−×≤
h

 

所以，应取 h = 0.2。 
6．常用对数表中，只能查出 lgN 的值，其中N 是具有形式：a1a2a3.a4 的实数。试研究
线性插值计算近似值的误差界。 
解：由 N 的取值形式可知，对数表中函数自变量取值的步长为 h = 0.1。而 

10ln
1)(lg 2x

x −=′′  

由第 4题结论，线性插值计算近似值的误差界 

10ln][8
01.0|)(| 2N

NR ≤  

7．证明两点三次 Hermite插值余项是 

),(,)())((
!4

1)( 1
2

1
2)4(

3 ++ ∈−−= kkkk xxxxxxfxR ξξ  

并由此求出分段三次 Hermite插值的误差限. 
证明：由插值条件知 
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               R(xk)=R’(xk)=0, R(xk+1)=R’(xk+1)=0 

取x异于xk和xk+1，设R(x) = f(x) – H(x)=C(x)(x – xk)2(x – xk+1)2构造辅助函数，

 2
1

2 )())(()()()( +−−−−= kk xtxtxCtHtftF

显然，F(t)有三个零点xk, x, xk+1,由Roll定理知,存在F’(t)的两个零点t0,t1满足xk<t0<t1<xk+1,

而xk和xk+1也是F’(x)的零点,故F’(x)至少有四个相异零点. 反复应用Roll定理,得F(4)(t)至少

有一个零点设为ξ。由此得 

0444 =−= !)()()( )()( xCfF ξξ  

所以， )(
!

)( )( ξ4

4
1 fxC = ，故

2
1

24

4
1 )())((
!

)( )(
+−−= kk xxxxfxR ξ  

对于等距离节点（步长取为 h），分段 Hermite 插值的误差余项为 

|)())((|max
!4

1|)(| 2
1

2)4(
+−−≤ kk xxxxfxR ξ  

8．求一个次数不高于 4次的多项式 P(x),使它满足:P(0) =0，P’(0) =0，P(1) =1，P’(1) 
=1，P(2) =1，并写出其余项表达式. 
解：由题意 P(x) = x2(ax2 + b x + c )，由插值条件得方程组 

1244
1234

1

=++
=+++

=++

)( cba
cba

cba
 

求解，得 a =1/4，b= – 3/2 ，c =9/4。所以 

)()(
4
9

2
3

4
1 22 +−= xxxxP  

插值余项为 )()()(
!

)( )( 21
5
1 225 −−= xxxfxR ξ  

9．设 21
1)(
x

xf
+

= ，在-5≤x≤5上取 n = 10，按等距结点求分段线性插值函数Ih(x)，

计算各结点间中点处的Ih(x)和f(x) 的值，并估计误差。 
解：因为 f(xk) = 1/(1+ k2)，(k = -5，⋯，-1，0，1，⋯，5)分段线性插值函数为 

∑
−= +

=
5

5
21

1
k

kh k
xlxI )()(  

其中，分段线性插值的基函数为 
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0 kk

kkk

kkk

k

xxx
xxxxx

xxxxx
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对于某一节点中点xk0 = (xk + xk+1)/2= k+ 0.5，于是 

20 501
1

).(
)(

++
=

k
xf k ， )

)(
(.)( 220 11

1
1

150
++

+
+

=
kk

xI kh  

因为 

))((
)(

)()()( 11 2 +−−
′′

=−= kk
k

h xxxx
f

xIxfxR
ξ

 

所以 

|)(|max|)(|max|)()(||)(| xfhhhxfxIxfxR h ′′=′′≤−=
8222

1 2

1  

10．已知二元函数u(x，y)在四个点P1(x1，y1)，P2(x2，y1)，P3(x2，y2)，P4(x1，y2)处
的函数值为u1，u2，u3，u4，试推导双线性插值函数 

uh(x，y) = a + b x + c y + d xy 
的表达式。 

解：令
12

1

xx
xx

w
−
−

= ，
12

1

yy
yy

v
−
−

= ，则利用基函数得 

uh(w，v) =(1 – w)(1 – v)u1 + w (1 – v)u2 + w v u3 + (1 – w) v u4

所以，有 
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二、例题 
1． 在代数插值问题中，x0，x1，⋯⋯，xn是(n+1)个互异的插值结点，由这(n+1)个结点构
造拉格朗日插值基函数 

l0(x)，l1(x)，⋯⋯，ln(x) 
试证明恒等式：l0(x) + l1(x) + ⋯⋯ + ln(x) = 1。 
证明：记P(x)= l0(x) + l1(x) + ⋯⋯ + ln(x) – 1，由于拉格朗日基函数在插值结点处满足 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
kj
kj

xl kj ,0
,1

)(  

故对所有插值结点有 
l0(xk) + l1(xk) + ⋯⋯ + ln(xk) = 1，( k = 0，1，2，⋯⋯，n) 
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所以，有(n+1)个等式 
P(xk)= 0，( k = 0，1，2，⋯⋯，n) 

成立。而 P(x)是 n次多项式，由上可知它有(n+1)个不同的零点，故根据代数基本定理知，
必有 P(x)= 0成立。即 

l0(x) + l1(x) + ⋯⋯ + ln(x) = 1 
2． 设f(x)是(n+1)次多项式且最高次项系数为 1，取互异的插值结点x0，x1，⋯⋯，xn，构

造插值多项式Pn(x)，试证明：f(x) = Pn(x) + (x – x0) (x – x1)⋯⋯(x – xn)。 
证明：由拉格朗日插值公式，得 

)(
)!1(

)()()()()()()()( 1

)1(

1100 x
n

fxfxlxfxlxfxlxf n

n

nn +

+

+
++++= ωξ

L  

其中，ωn(x) = (x – x0) (x – x1)⋯⋯(x – xn)。由于f(x)是(n+1)次多项式且最高次项系数为
1，故它的(n+1)阶导数为(n+1)!，拉格朗日插值余项为ωn(x)，记插值多项式 

)()()()()()()( 1100 nnn xfxlxfxlxfxlxP +++= L  

故有f(x) = Pn(x) +ωn(x)，即 
f(x) = Pn(x) + (x – x0) (x – x1)⋯⋯(x – xn) 

3． 利用牛顿插值公式推导 3次幂和公式： 。 ∑
=

=
n

k
knP

1

3)(

解：计算 P(n)的前七个初值如下 
n 1 2 3 4 5 6 7 
P(n) 1 9 36 100 225 441 784 

构造差商表 
n P(n) 一阶差商 二阶差商 三阶差商 四阶差商 五阶差商 
1 1      
2 9 8     
3 36 27 19/2    
4 100 64 37/2 3   
5 225 125 61/2 4 1/4  
6 441 216 91/2 5 1/4 0 
7 784 343 127/2 6 1/4 0 

由于五阶以上的差商全部为零，根据牛顿插值公式，得 

)4)(3)(2)(1(
4
1

)3)(2)(1(3)2)(1(
2

19)1(81)(

−−−−+

−−−+−−+−+=

nnnn

nnnnnnnP
 

整理，得 
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4．设x0，x1，⋯⋯，xn是(n+1)个互异的插值结点，ω(x) = (x – x0) (x – x1)⋯⋯(x – xn)，
而P(x)为次数不超过n的多项式，求证有理函数可分解为部分分式，即 

∑
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j j
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xx
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其中，A0，A1，⋯⋯，An都是常数。 
证明：以x0，x1，⋯⋯，xn为插值结点，构造P(x)的插值函数。因为P(x)是次数不超过n的
多项式，由插值余项定理知 
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记
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j
j x

xP
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=  ( j = 0，1，⋯，n)，则A0，A1，⋯⋯，An都是常数，且有 
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5． 设x0，x1，⋯⋯，xn是(n+1)个互异的插值结点，ω(x) = (x – x0) (x – x1)⋯⋯(x – xn)，
试证明n阶差商的函数值表达式 

∑
= ′

=
n

k k

k
n x

xf
xxxf
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证明：拉格朗日插值基函数可写为：
)()(

)()(
kk

k xxx
xxl
ω

ω
′−

= ，由 

)()()()()()()( 1100 nnn xfxlxfxlxfxlxL +++= L  
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知，Ln(x)中x n
的系数为：∑

= ′

n

k k

k

x
xf

0 )(
)(

ω
，而牛顿插值公式中x n

的系数为f[x0，x1，⋯，xn]，

由插值函数的唯一性知，拉格朗日插值函数与牛顿插值函数相等。对比x n
的系数，便有 
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三、问题 
1．在代数插值问题中，x0，x1，⋯⋯，xn是(n+1)个互异的插值结点，由这(n+1)个插值结
点构造拉格朗日插值基函数 

l0(x)，l1(x)，⋯⋯，ln(x) 
试证明恒等式： 

x0
kl0(x) + x1

kl1(x) + ⋯⋯ +xn
k ln(x) = xk

，( k = 1，2，⋯⋯，n) 
2．设f(x)是n次多项式，取(n+1)个互异的插值结点x0，x1，⋯⋯，xn，构造插值多项式Pn(x)，
试证明恒等式：f(x) = Pn(x) 。 

3．利用 10100 = ， 11121 = ，构造线性插值函数计算 115的近似值，估计近似值的

误差并指出有效数位数。 
6．证明一阶差商的对称性：f[x0，x1] = f[x1，x0]，进一步证明二阶差商的对称性。 
7．证明n阶差商f[x0，x1，⋯⋯，xn] 具有对称性，即对于x0，x1，⋯⋯，xn的任意一种

排列xj0，xj1，⋯⋯，xjn，都有 
f[x0，x1，⋯⋯，xn]=f[xj0，xj1，⋯⋯，xjn] 

8． 设x0，x1，⋯⋯，xn，是互异的插值结点，记ωn(x) = (x – x0)(x – x1)⋯(x - xn)，

，lC
n

kj
j

jnk xxxF
≠
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−=
0

)()( k(x) 为第k个拉格朗日插值基函数，试证明： 

（1） )()( knkkn xFx =′ω ；（2）
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9． 将有理函数
6116
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表示为部分分式的和 
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10． 设x0，x1，⋯⋯，xn ( n > 2 ) 是互异的插值结点，对于f(x) = x2
，试计算该函数

的一阶、二阶和三阶差商。 
10．设x0，x1，⋯⋯，xn  是互异的插值结点，l0(x) 为对应于x0的拉格朗日插值基函数，

试证明 
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)()(
)()(

))((
))((

1)(
010

10

2010

10

10

0
0

n

n

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

xx
xx

xl
−−

−−
++

−−
−−

+
−
−

+= −

L

L
L  

进一步分析其它的拉格朗日插值基函数的牛顿插值表达式。 

11．利用牛顿插值公式求 2次幂和： . ∑
=

=
n

k
knP

1

2)(

12．已知函数 f(x)∈C[–1，1]，构造线性插值函数时，利用切比雪夫结点做插值结点会使
插值余项绝对值更小，试求出区间[–1，1]上的切比雪夫结点。 
13．考虑三个插值条件构造 2次埃尔米特函数的存在唯一性问题，给定插值条件：f(x0)=y0，

f ’ (x1)=m1，f( x2)=y2，插值结点应满足什么条件能使插值问题有唯一解。 
14．构造带导数条件的二次插值多项式公式 
（1）f(0)=y0，f(1)=y1，f ’(0)=m0； 
（2）f(0)=y0，f(1)=y1，f ’(1)=m1； 
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第六章 习题解答与问题 
 
一、习题解答 
1．用最小二乘法求解超定方程组 

 36

1

4

                                  

2 4 1
3 5 3

2 6
4 2 1

x y
x y

x y
x y

+ =
− =
+ =
+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

解：超定方程组的矩阵形式为 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

14
6
3

11

24
21
53
42

y
x

 

将方程两端同乘以系数矩阵的转置矩阵，可得正规方程组 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
69
93

493
330

y
x

 

解之，得 x = 2.9774，y = 1.2259。 

2．观测一个作直线运动的物体，测得以下数据： 

时间 t 0 0.9 1.9 3.0 3.9 5.0 
距离 S 0  10 30 50 80 110 

在表中，时间单位为秒，距离单位为米。假若加速度为常数，求这物体的初速度和加速度。 

解：设物体运动的初速度和加速度分别为v0和a，初始时刻距离为 0，则距离函数为 
2

0 2
1)( attvtS +=  

用后 5个点的数据作曲线拟合 
t 0.9 1.9 3.0 3.9 5.0 
S 10 30 50 80 110 

可得，v0 =  10.6576，a =  4.6269 

3．用最小二乘法求一个形如 的经验公式，使与下列数据相拟合 y A e B x=

x 1 2 3 4 
y 60 30 20 15 

解：令 z = ln y，则 z = ln A + Bx。数据变换如下 
x 1 2 3 4 
z = ln y 4.0943 3.4012 2.9957 2.7081 

由最小二乘法作线性拟合得，ln A = 4.4409，B = -0.4564。所以 A =84.8528。故，所求经
难公式为  = 84.25 e – 0.4564 x 。 

4 已知实验观测数据(xi，yi)  ( i = 1，2，⋯，m)。令 



1)(0 =xϕ ， ∑
=

−=
m

i
ix

m
xx

1
1

1)(ϕ  

取拟合函数为 

)()()( 1100 xaxax ϕϕϕ +=  

试利用曲线拟合的最小二乘法确定组合系数 a0，a1 （推导出计算公式）。 
解：记 

T
mxxx )]()()([ 020100 ϕϕϕϕ L

r
=  

T
mxxx )]()()([ 121111 ϕϕϕϕ L

r
=  

T
myyyy ][ 21 L

r
=  

显然， 0ϕ
r
是元素全为“1”的列向量。将所有实验数据的 X 坐标代入拟合函数，并令其分

别等于实验数据的 Y坐标值，得超定方程组 

[ ] y
a
a rrr

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1

0
10 ϕϕ  

将方程组两端同乘以矩阵
T][ 10 ϕϕ rr
，得正规方程组 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
),(
),(

),(),(
),(),(

1

0

1

0

10101

1000

y
y

a
a

rr
rr

rrrr

rrrr

ϕ
ϕ

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

 

记 ∑
=

=
m

i
ix

m
x

1

1
，由于系数矩阵中两个非对角元素为 

0)(),(),(
11

0110 =−=−== ∑∑
==

xmxxx
m

i
i

m

i
iϕϕϕϕ rrrr

 

所以 

),(
),(

00

0
0 ϕϕ

ϕ
rr

rr y
a = ，

),(
),(

11

1
1 ϕϕ

ϕ
rr

rr ya =  

5．对某个物体的长度测量n次后，得n个近似值 x1，x2，⋯⋯xm，通常取平均值作为所求
长度的值。试用最小二乘法原理说明其理由。 
解：利用最小二乘原理，设物体的长度为 x，记 

δk = x – xk ( k = 1，2，⋯⋯，m) 
则残差平方和为 

∑
=

−=
m

k
kxxxS

1

2)()(  

为了求上面函数极小值，由极值必要条件，令 S’(x) = 0，得 

0)(
1

=−∑
=

m

k
kxx  

由此得 

∑
=

=
m

k
kx

m
x

1

1
 

6．求 f(x) = ex 在区间[–1，1]上的三次最佳逼近多项式。 
解：利用勒让德多项式作基函数，即 P(x) = a0 p0(x) + a1 p1(x) + a2 p2(x) + a3 p3(x)，其
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中 
p0(x) = 1，p1(x) = x， 

2
1

2
3)( 2

2 −= xxp ， xxxp
2
3

2
5)( 3

3 −=  

利用正交性，得系数为 

∫−
+

==
1

1
)()(

2
12

),(
),(

dxxfxpn
pp
fp

a n
nn

n
n ( n = 0，1，2，3) 

而 
11

1

1

1 0 )()( −

−−
−== ∫∫ eedxedxxfxp x  

11

1

1

1 1 2)()( −

−−
== ∫∫ edxxedxxfxp x  

∫∫ −

−

−
−=−=

1

1

121

1 2 7)
2
1

2
3()()( eedxexdxxfxp x  

eedxexxdxxfxp x 537)
2
3

2
5()()( 11

1

31

1 3 −=−= −

−− ∫∫  

≈−×= − )(
2
1 1

0 eea 1.1752， ≈×= −1
1 2

2
3 ea 1.1036， 

≈−×= − )7(
2
5 1

2 eea 0.3578， ≈−×= − )537(
2
7 1

3 eea 0.0705 

所以， 

P(x) = 1.1752 + 1.1036 x+ 0.3578 )
2
1

2
3( 2 −x +0.0705 )

2
3

2
5( 3 xx −  

=0.9963+0.9978 x + 0.5367 x2 + 0.1762 x3 

7．在著名的高次插值的龙格反例中， 25
1)(
x

xf
+

= 在区间[–5，5]上的 10 次拉格朗日插

值出现振荡现象。为了使插值余项极小化，可以利用切比雪夫多项式的极性。试推导 11次
切比雪夫多项式零点所对应[–5，5]的上的插值结点。 
解：由 11次切比雪夫多项式零点，得 

)
211

12cos(5 π+
=

kxk ( k = 0，1，2，⋯⋯，10) 

二、例题 
1．已知实验数据如下：  

X 1 2 3 4 
Y 10 30 50 80 

求二次多项式拟合函数P(x) = a + b x2  

2．利用数据表 
t –2  –1 0 1 2 

y yk-2 yk-1 yk yk+1 yk+2

构造五点二次拟合函数P(t) = a0 + a1t + a2t2
时，需求超定方程组的最小二乘解，试列出超

定方程组并导出对应的正规方程组（不用求解正规方程组）。 
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解： ，  

⎥
⎥
⎥
⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
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⎢
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⎥
⎥
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⎢
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y
y
y
y
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a
a
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⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

2

1

0

34010
0100

1005

b
b
b

a
a
a

其中，b1 = yk-2 + yk-1 + yk + yk+1 + yk+2，b2 = -2yk-2 – yk-1 – yk+1 +2yk+2， 
b3 = 4yk-2 + yk-1 + yk+1 + 4yk+2  
3． 
练习题 
1． 设B点是线段AC上的一点，记AB长为x1，BC长为x2，经测量得数据如下： 

AB=15.5，BC=6.1，AC=20.9 
试用最小二乘原理计算出 x1，x2的长度。 

2． 求 a，b使 最小。 ∫ −+
2/

0

2]sin[
π

dxxbax

3．已知插值条件：H(x0)=y0，H(x1)=y1，H’(x1)=m0，H(x2)=y2，为了求三次插值函数，

根据拉格朗日插值的思想，写出的四个基函数满足的插值表，并分别求出四个三次基函数。 
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习题七  习题解答与问题 
 

一、习题解答 
1． 对给定的结点x0，x1，插值型求积公式为 

)()()( 1100 xfAxfAdxxf
b

a
+≈∫  

试证明：求积系数为 

)
2

( 1
01

0
bax

xx
abA +

−
−
−

= ， )
2

( 0
01

1 xba
xx
abA −

+
−
−

=  

证明： 

)
2

()](
2
1)[(1

1
01

22
1

0101

1
0

bax
xx
ababxab

xx
dx

xx
xx

A
b

a

+
−

−
−

=−−−
−

=
−
−

= ∫  

)
2

(])()(
2
1[1

0
01

0
22

0101

0
1 xba

xx
abxabab

xx
dx

xx
xx

A
b

a
−

+
−
−

=−−−
−

=
−
−

= ∫   

2． 确定下列求积公式中的待定参数，使其代数精度尽可能高，并指明所构造出的求积公式
所具有的代数精度。 

（1） ； )()0()()( 101 hfAfAhfAdxxf
h

h
++−≈ −−∫

（2） ； )()0()()( 101

2

2
hfAfAhfAdxxf

h

h
++−≈ −−∫

（3） )](3)(2)1([
3
1)( 21

1

1
xfxffdxxf ++−≈∫− ； 

（4） )]()0([)]()0([
2

)( 2

0
hffahhffhdxxf

h
′−′++≈∫  

解：（1）将f(x) =1，x，x2，分别代入求积分式，并令其左、右相等 
A-1 + A0 + A1 = 2h 

-h(A-1 – A1) = 0 
h2(A-1+ A1) = 2h2/3 

解得 hAA
3
1

11 ==− ， hA
3
4

0 = ，所得求积公式至少具有 2阶代数精度。又因为 

331

1

3

3
)(

3
hhhhdxx +−=∫− ，

441

1

4

3
)(

3
hhhhdxx +−≠∫−  

故求积公式 

)]()0(4)([
3

)( hffhfhdxxf
h

h
++−≈∫−  

具有 3阶代数精度。 
（2）将f(x) =1，x，x2，分别代入求积分式，并令其左、右相等 

A-1 + A0 + A1 = 4h 
-h(A-1 – A1) = 0 

h2(A-1+ A1) = 16h3/3 

解得， hAA
3
8

11 ==− ， hA
3
4

0 −= ，故求积公式 

 39



)]()0(4)([
3
8)(

2

2
hffhfhdxxf

h

h
+−−≈∫−  

至少有 2阶代数精度。又因为 

])[(
3
8 332

2

3 hhhdxx
h

h
+−=∫− ， ])[(

3
8

3
16

5
2 44

52

2

56
4 hhhhhdxx

h

h
+−=≠=∫−  

故，所得求积公式具有 3阶代数精度。 
（3）将f(x) = 1代入可知，求积公式准确成立。故将f(x) = x，x2

代入公式并令其左、右相

等，得 
– 1 + 2x1 + 3x2 = 0 

3/23/33/23/1 2
2

2
1 =++ xx  

得方程组 

132

132
2
2

2
1

21

=+

=+

xx

xx
 

求解，得 

5
61

1
m

=x ，
15

623
2

±
=x  

分别取x1 = 0.6899，x2 = –0.1266，或 x1 = –0.2899，x2=0.5266。故有 

)]1266.0(3)6899.0(2)1([
3
1)(

1

1
−++−≈∫− fffdxxf  

)]5266.0(3)2899.0(2)1([
3
1)(

1

1
fffdxxf +−+−≈∫−  

（4）显然f(x) = 1，x准确满足求积公式。将f(x) = x2 代入，并令左、右两端相等，得 

]20[]0[
23

1 223 hahhhh −++=  

整理并求解得 ，所以有求积公式 12/1=a

)]()0([)]()0([
2

)( 2

0
hffahhffhdxxf

h
′−′++≈∫  

容易验证，f(x) = x3
准确满足求积公式，而将f(x) = x4

代入知，求积公式不能准确成立。故

这一求积公式具有 3阶代数精度。 

3． 分别运用梯形公式、Simpson公式、Cotes公式计算积分 ，并估计各种方法的误

差（要求小数点后至少保留 5位）。 

dxe x∫
1

0

解：梯形公式： =+≈∫ ][
2
1 01

0
eedxe x 1.85914 

误差： =≤= eeeR x

12
1|

12
1||][| ξ 0.22652 

Simpson公式： =++≈∫ ]4[
6
1 5.001

0
eeedxe x 1.71886 

误差： =
×

≤
×

= eeeR x
55 290

1|
290

1||][| ξ 0.00094385 

Cotes公式（略） 
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4． 推导下列三种矩形求积公式 

2)(
2

)()()()( abfafabdxxf
b

a
−

′
+−=∫

η
 

2)(
2

)()()()( abfbfabdxxf
b

a
−

′
−−=∫

η
 

3)(
24

)()
2

()()( abfbafabdxxf
b

a
−

′′
+

+
−=∫

η
 

解：将定积分转化为积分上限（或积分下限）函数 

（1）令 ，显然∫=
x

a
dttfxF )()(1 0)(1 =aF ，F1(b)= 。 ∫

b

a
dttf )(

利用泰勒中值定理，有 

)(
2

)()()()()( 1

2

111 ξFabaFabaFbF ′′−
+′−+=  

由于， ，)()(1 afaF =′ )()(1 ξξ fF ′=′′ 。所以 

)(
2

)()()()(
2

ξfabafabdxxf
b

a
′−

+−=∫  

（2）令 ，则∫=
b

x
dttfxF )()(2 0)(2 =bF ， 。 ∫=

b

a
dttfaF )()(2

利用泰勒中值定理 

)(
2

)()()()()( 2

2

222 ηFbabFbabFaF ′′−
+′−+=  

由于 ，)()(2 bfbF −=′ )()(2 ηη fF ′−=′′ 。所以 

)(
2

)()()()(
2

ηfabbfabdxxf
b

a
′−

−−=∫  

（3）由泰勒中值定理 

)()
2

(
2
1)

2
()

2
()

2
()( 2 ξfbaxbafbaxbafxf ′′+

−+
+′+

−+
+

=  

积分，得 

∫∫ ′′+
−+

+
−=

b

a

b

a
dxfbaxbafabdxxf )()

2
(

2
1)

2
()()( 2 ξ  

由积分第二中值定理 
322 ))((

12
1)

2
()()()

2
( abfdxbaxfdxfbax

b

a

b

a
−′′=

+
−′′=′′+

− ∫∫ γγξ  

故 
3)(

24
)()

2
()()( abfbafabdxxf

b

a
−

′′
+

+
−=∫

γ
 

5． 给定积分 ∫=
1

0

sin dx
x

xI  

（1）利用复合梯形公式计算上述积分值，使其截断误差不超过 310
2
1 −× ，至少应把区间多

少等分； 
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（2）取同样的求积结点，改用复合 Simpson公式计算时，截断误差是多少？ 
（3）要求截断误差不超过 10-6，如果用复合Simpson公式计算，应取多少个函数值？ 

解：由于 ∫==
1

0
)cos(sin)( dtxt

x
xxf ，所以 

∫∫ +==
1

0

1

0

)( )
2

cos()cos()( dtkxttdtxt
dx
dxf k

k

k
k π

 

故 

1
1|)

2
cos(||)(|

1

0

1

0

)(

+
=≤+≤ ∫∫ k

dttdtkxttxf kkk π
 

（1）对复合梯形公式，有 

3
1

12
1|)(|

12
)(|][| 22

3

n
f

n
abfR ≤′′−

= η  

为了使截断误差不超过
310

2
1 −× ，只须 18n2

≥1000，解得n≥8。故用复合梯形公式计算时，

取 8等分即可。 
（2）将区间[0，1]8等分，改用复合 Simpson 公式，由于 h = 1/8=0.125，所以 

5
1)

8
1(

180
1|)(|

180
|][| 4)4(4 ≤

−
= ηfhabfR =1/3686400≈2.7127×10 –7

（3）为了使截断误差不超过 10– 6，只须 900n4
≥1000000，解得n≥6。故用复合梯形公式计

算时，取 6等分即可，故应取 7个函数值。 

7． 用下列方法计算积分 ∫
3

1

1 dy
y

 

（1）Romberg算法； 
（2）三点及五点 Gauss-Legndre求积公式； 
（3）将积分区间分成四等分，用复合两点 Gauss公式。 
解：（1）略 
（2）区间变换：x = t + 2，得x0=1.2255，x1=2.0000，x2=2.7745 
三点 Gauss-Legndre求积公式 

7745.2/5556.02/8887.02255.1/5556.013

1
++≈∫ dy

y
=1.0980 

区间变换：x = t + 2，得x0= 1.0939，x1=1.4616，x2=2.，x3=2.5384，x4=2.9061， 
五点 Gauss-Legndre求积公式 

≈∫
3

1

1 dy
y

0.2369/1.0939+0.4786/1.4616+0.5688/2.+0.4786/2.5384+0.2369/2.9061=1.0985 

（3）略 
9． 证明求积公式 

)]5/32(5)2(8)5/32(5[
9
1)(

3

1
+++−≈∫ fffdxxf  

具有 5次代数精度。 
证：令 x = t + 2，则 

∫ ∫∫ − −
+=+=

1

1

1

1

3

1
)2()2()( dxxfdttfdxxf  
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三阶 Legendre 多项式 )35(
2
1)( 3

3 xxxP −= 的零点为 

5
3

0 −=x ，x1 = 0，
5
3

2 =x  

故，以三个零点为求积结点，构造插值型求积公式的系数 

∫− −−
−−

=
1

1
2010

21
0 ))((

))((
dx

xxxx
xxxx

A ， ∫− −−
−−

=
1

1
2101

20
1 ))((

))((
dx

xxxx
xxxx

A  

∫− −−
−−

=
1

1
1202

10
2 ))((

))((
dx

xxxx
xxxx

A  

经计算，得 

9
5

0 =A ，
9
8

1 =A ，
9
5

2 =A  

所以求积公式 

)]5/32(5)2(8)5/32(5[
9
1)(

3

1
+++−≈∫ fffdxxf  

必具有 5阶代数精度。 
10设{φn(x)}是区间[a，b]上带权ρ(x)的正交多项式序列，xj ( j = 0，1，⋯，n)为φn+1(x)

的零点， 为Gauss型求积公式。l∑∫
=

≈
n

k
kk

b

a
xfAdxxf

0
)()(ρ j(x) (j =0，1，⋯，n) 是以{ xj}

为结点的Lagrange插值基函数，证明： 

（1）当 0≤k，l≤n，k≠l时， ； 0)()(
0

=∑
=

n

j
jljkj xxA ϕϕ

（2） ； 0)()()( =∫
b

a mk dxxlxlxρ

（3）  ∫∑∫ =
=

b

a

m

k

b

a k dxxdxxlx )()()(
0

2 ρρ

证：（1）因为 是Gauss型求积公式，故对于次数不超过 2n+1

的多项式均准确成立。由于φ

∑∫
=

≈
n

k
kk

b

a
xfAdxxfx

0
)()()(ρ

k(x)φl(x)是k+l次的多项式，k+l≤2n，故对于φk(x)φl(x)，求积
公式准确成立，即有 

∑∫
=

=
n

j
jljkj

b

a lk xxAdxxxx
0

)()()()()( ϕϕϕϕρ  

又由于 k≠l时，有 ，因此 0)()()( =∫
b

a lk dxxxx ϕϕρ

0)()(
0

=∑
=

n

j
jljkj xxA ϕϕ （0≤k，l≤n，k≠l ） 

（2）lk(x)，lm(x)是n次Lagrage插值基函数，满足lk(xj)= δkj，lm(xj)= δmj，且lk(x)lm(x)是 2n
次多项式，故 

∑∫
=

=
n

j
jmjkj

b

a mk xlxlAdxxlxlx
0

)()()()()(ρ  
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当k≠m时，lk(xj)lm(xj) = 0 ( j = 0，1，⋯，n)，因此 

0)()()( =∫
b

a mk dxxlxlxρ  

（3）因求积公式是 Gauss型的，故对 2n次多项式 (k =0，1，2，⋯，n)，求积公式
是精确的，即有 

)(2 xlk

∑∫
=

=
n

j
jkj

b

a k xlAdxxlx
0

22 )()()(ρ  

又因为lk(xj)= δkj，所以 

0)()( 2 >=∫ k

b

a k Adxxlxρ (k =0，1，2，⋯，n) 

而当 f(x) = 1时，求积公式准确成立，有 

∑∫
=

=
n

j
j

b

a
Adxx

0
)(ρ  

所以 

∫∑∫ =
=

b

a

n

k

b

a k dxxdxxlx )()()(
0

2 ρρ  

 
二、例题 
1． 取h=(b – a)/2，令x0= a，x1= a + h，x2= a+2h = b。求证： 

0))()(( 210 =−−−∫
b

a
dxxxxxxx  

证：引入变换 x = a+ th，则 

∫∫ −−=−−−
2

0

4
210 )2)(1())()(( dtttthdxxxxxxx

b

a
 

令 t = u +1，由于奇函数在对称区间上积分值为零，故有 

0)1()1()2)(1(
1

1

2

0
=−+=−− ∫∫ −

duuuudtttt  

所以 。 0))()(( 210 =−−−∫
b

a
dxxxxxxx

2． 对任意三次多项式P3(x)，试证明：用Simpson公式计算P3(x)的数值积分，其求积误差 

0)]()
2

(4)([
6

)()]([ 33333 =+
+

+
−

−= ∫ bPbaPaPabdxxPxPR
b

a
 

证：设三次多项式为：P3(x) = a0 x3 + a1 x2 + a2 x + a3，则 。取h=(b – a)/2，
令x

0
)3(

3 6)( axP =

0= a，x1= a + h，x2= a+2h = b。则三点拉格朗日插值误差为： 

))()((
!3

)(
)( 210

)3(
3

3 xxxxxx
xP

xR −−−=  

所以，数值积分的求积误差为 

∫ −−−=
b

a
dxxxxxxx

a
xPR ))()((

!3
6

)]([ 210
0

3  

利用前一题的结论，上面积分为零。故求积误差为零。 
 
3．设 D平面多边形区域，边界曲线为Γ ，由曲线积分格林公式可得区域 D的面积 
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∫ +−=
Γ

xdyydxS
2
1

 

其中 的方向为逆时方向，试证明任意多边形的面积公式 Γ

∑
= ++

=
n

j jj

jj

yx
yx

S
1 112

1
 

其中，(x1，y1)，(x2，y2)，⋯⋯，(xn，yn)为多边形的顶点，秩序按逆时针方向排列，且
(xn+1，yn+1)=(x1，y1)。 
证：任取多边形的一条边 ，起点坐标为（xjΓ j，yj），终点坐标为（xj+1，yj+1），则 的参

数方程为 

jΓ

x=xj + t( xj+1 – xj )，y=yj + t(yj+1 – yj )    t∈( 0，1 ) 
由于 

∫∫ −+−−=− ++

1

0 11 ])([)( dttyyyxxydx jjjjj
jΓ

 

)](
2
1)[( 11 jjjjj yyyxx −+−−= ++  

∫∫ −+−= ++

1

0 11 ])([)( dttxxxyyxdy jjjjj
jΓ

 

)](
2
1)[( 11 jjjjj xxxyy −+−= ++  

所以 

jjjjjj xyyyxxxdyydx
j

)()( 11 −+−−=+− ++∫Γ  

11
11

++
++ =−=

jj

jj
jjjj yx

yx
xyyx  

即得计算公式。 
4．推导数值求导公式 

)]2()(8)(8)2([
12

1)( 00000 hxfhxfhxfhxf
h

xf +−++−−−≈′  

的截断误差。 
解：由 Taylor级数，得 

)()(
!

)( 5
4

0
0

)(
0 hOxf

k
hhxf

k

k
k

+=+ ∑
=

 

∑
=

+−=−
4

0

5
0

)(
0 )()(

!
)1()(

k

k
k

k hOxf
k
hhxf  

两式相减，得 

)()(
6

)(
2

)()( 4
0

)3(
2

0
00 hOxfhxf

h
hxfhxf

++′=
−−+

 

取 2h 代替 h，得 

)()(
6

4)(
4

)2()2( 4
0

)3(
2

0
00 hOxfhxf

h
hxfhxf

+
×

+′=
−−+

 

将前一式乘 4减去第二式，整理得 
 45



)()(3)]2()2([
4
1)]()([

4
8 4

00000 hOxfhxfhxf
h

hxfhxf
h

+′=−−+−−−+  

所以 

)()]2()(8)(8)2([
12

1)( 4
00000 hOhxfhxfhxfhxf

h
xf ++−++−−−=′  

即该数值求导公式的截断误差为：O(h4) 
5．设函数f(x)在区间[a，b]上具有五阶连续导函数。取h=(b – a)/n，令x0= a，xj= a + jh。
求证，下面计算数值导数的差分格式具有 4阶精度 

h
xfxf

xfxfxf jj
jjj 2

)()(
)]()(4)([

6
1 11

11
−+

+−

−
=′+′+′  

证：由 Taylor展开式，得 

)()(
6

)(
2

)()( 4)3(
2

11 hOxfhxf
h

xfxf
jj

jj ++′=
− −+  

而利用三阶导数的二阶中心差商，有 

)()(
)()(2)( 2)3(

2
11 hOxf

h
xfxfxf

j
jjj +=

′+′−′ −+  

代入前式，得 

)(
)()(2)(

6
)(

2
)()( 4

2
11

2
11 hO

h
xfxfxfhxf

h
xfxf jjj

j
jj +

′+′−′
+′=

− ++−+  

整理，得 

)(
2

)()(
)]()(4)([

6
1 411

11 hO
h

xfxf
xfxfxf jj

jjj +
−

=′+′+′ −+
−+  

故，所给差分格式具有 4阶精度。 
三、问题 
1．复合梯形公式与复合 Simpson 公式之间有如下关系 

]4[
3
1

22 mmm TTS −=  

2．利用两点 Hermite 插值公式推导带导数的数值积分公式 

][)]()([
12

)()]()([
2

)(
2

fRafbfabbfafabdxxf
b

a
+′−′−

−+
−

=∫  

其中，求积余项为 )(
720

)(][ )4(
5

ηfabfR −
= 。 

3．取h=(b – a)/3，令x0= a，xj= a + jh （j =0，1，2，3）。利用两点插值公式求下面开
型数值求积公式的系数A1、A2

)()()( 2211 xfAxfAdxxf
b

a
+≈∫  

4．给定h，记xj = x0 + j h。求如下数值求导公式的截断误差 
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（1） )]()(4)(3[
2
1)( 2100 xfxfxf
h

xf −+−≈′  

（2） )](3)(4)([
2
1)( 2102 xfxfxf
h

xf +−≈′  

（3） )](3)(16)(36)(48)(25[
12

1)( 432100 xfxfxfxfxf
h

xf −+−+−≈′  

5．设函数f(x)在区间[a，b]上具有五阶连续导函数。取h=(b – a)/n，令x0= a，xj= a + jh。
求证，下面数值二阶导数的差分格式具有 4阶精度 

2
11

11

)()(2)(
)]()(10)([

12
1

h
xfxfxf

xfxfxf jjj
jjj

−+
+−

+−
=′′+′′+′′  
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习题八 习题解答与问题 
一、习题解答 
1.取步长 h = 0.2,用欧拉方法解初值问题 

)6.00(
1)0(

2

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
−−=′

x
y

xyyy
 

解：由f(x，y) = – y – x y2 ，欧拉公式为 
yn+1 = yn + h[– yn – xn yn

2] 
即 

yn+1 = (1 – h )yn – h xn yn
2

由y0 = 1计算，得 
y1= 0.8，y2= 0.6144，y3 = 0.4613 

2.用梯形公式解初值问题 

)21(
2)1(

38
≤≤

⎩
⎨
⎧

=
−=′

x
y

yy
 

取步长 h = 0.2,小数点后至少保留 5位. 
解：由 f(x，y) = 8 – 3 y，梯形公式为 

yn+1 = yn + 0.5h[(8 – 3 yn) + (8 – 3 yn+1)] 
将 h = 0.2代入并整理，得 

13
16

13
7

1 +=+ nn yy  

由y0 = 2计算，得 
y1 = 2.30769，y2 = 2.47337，y3 = 22.56258，y4 = .61062，y5 = 2.63649 

3.用改进的欧拉公式计算初值问题 

)5.11(
5.0)1(

11 2

<<
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=′
x

y

y
x

y
x

y
 

取步长 h = 0.1,并与精确解
x

xxy
+

=
1

)( 比较. 

解：改进的 Euler 公式为 

n

nn
nn x

yy
hyy

)1(~
1

−
+=+  

]
)~1(~)1(

[5.0
1

1
+

+

−
+

−
+=

n

nn

n

nn
nn x

yy
x

yy
hyy  

由y0 = 0.5计算得  
 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 
yn 0.5000 0.5238 0.5455 0.5653 0.5834 0.6001 
y(xn) 0.5000 0.5238 0.5455 0.5652 0.5833 0.6000 
yn – y(xn) 0 0.2570×10-4 0.4503×10-4 0.5962×10-4 0.7066×10-4 0.7902×10-4

4.写出用梯形公式求解初值问题 

⎩
⎨
⎧

=
=+′

1)0(
0

y
yy
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的计算格式,取步长 ,并求 的近似值,要求迭代误差不超过 . 1.0=h )2.0(y 510−

解：由梯形公式为： ][
2 11 ++ +−= nnnn yyhyy ，故计算格式为 

nn y
h
hy

+
−

=+ 2
2

1  

故，y1 =0.9048，y2 =0.8186。 
5.试建立求解初值问题 

⎩
⎨
⎧

=
=′

axy
yxfy

)(
),(

0

 

的如下差分格式: 

)3(
2 11 −+ −+= nnnn ffhyy  

解：利用线性插值公式，得 

])()[(1),( 11 nnnn fxxfxx
h

yxf −− −+−≈  

积分，得 

n

x

x nn

x

x n

x

x
fdxxxfdxxx

h
dxyxf n

n

n

n

n

n
∫∫∫

+++

−− −+−≈
111 )()([1),( 11  

]
2
3

2
1[ 1 nn ffh +−= −  

所以，有 

)3(
2 11 −+ −+= nnnn ffhyy  

6.对初值问题 

⎩
⎨
⎧

=
−=′

1)0(y
yy
 

证明用梯形公式所求得的近似解为 

)()
2
2()( nhx

h
hynhy n

n =
+
−

=≈  

证明当 时,它收敛于精确解 . 0→h xe−

证明：由梯形公式，得 

 

所以 

][
2 11 ++ +−= nnnn yyhyy

nn y
h
hy

+
−

=+ 2
2

1  

故 

nn
n h

hy
h
hy )

2
2()

2
2( 0 +

−
=

+
−

=  

由于 
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h
nh

h
h

n

h
h

h
h +

+

+
−=

+
− 2

2
2

2

)
2
21()

2
2( h

x
h
h

n

h
h +

+

+
−= 2

2
2

2

)
2
21(  

利用极限 

1
1

0
)1(lim −

→
=− ex x

x
 

得 

n
n xh

x
h
h

h

n

h
e

h
h

h
h −+

+

→→
=

+
−=

+
− 2

2
2

2

00
)

2
21(lim)

2
2(lim  

即，当 时,它收敛于精确解  0→h xe−

7.写出用四阶经典龙格-库塔方法求解初值问题 

⎩
⎨
⎧

=
−=′

2)0(
38

y
yy
 

的计算公式, 取步长 ,并计算 的近似值,小数点后至少保留 4位. 2.0=h )4.0(y
8.证明公式 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

++=

=

+++=+

).
4
3,

4
3(

),
2

,
2

(

),,(

),432(
9

23

12

1

3211

hKyhxfK

KhyhxfK

yxfK

KKKhyy

nn

nn

nn

nn

 

至少是三阶方法. 

证：只须证明公式的局部截断误差为O(h4)即可。 
容易验证 

)(),(),()( nnnynnxn xyyxfyxfxy ′+=′′  

2)]()[,()(),(2),()( nnnyynnnxynnxxn xyyxfxyyxfyxfxy ′+′+=′′′  

)(),( nnny xyyxf ′′+  

于是 

)(),(1 nnn xyyxfK ′==  

)(),()(
8

)(
8

)(
2

)( 3
22

2 hOyxfxyhxyhxyhxyK nnynnnn +′′−′′′+′′+′=  

),()(
24

3)(
4
3)(

2

3 nnynnn yxfxyhxyhxyK ′′+′′+′=  

)(),()()
4
3(

2
1)()

4
3(

2
1 322 hOyxfxyhxyh nnynn +′′−′′′+  

所以 

)()(
6
1)(

2
1)()432(

9
432

321 hOxyhxyhxyhKKKh
nnn +′′′+′′+′=++  

故 
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)()(
6
1)(

2
1)( 432

1 hOxyhxyhxyhyy nnnnn +′′′+′′+′+=+  

而 

)()(
6
1)(

2
1)()()( 432

1 hOxyhxyhxyhxyxy nnnnn +′′′+′′+′+=+  

比较两式，知公式的局部截断误差至少是四阶，因此该公式至少是三阶方法。 

9.证明 

111 3
2)4(

3
1

+−+ ′+−= nnnn yhyyy  

是二阶公式. 

证：由于 11111 3
2)4(

3
1)()( +−+++ ′−−−=− nnnnnn yhyyxyyxy ，由 Taylor 展开式，得 

)()(
2
1)()()( 32

1 hOxyhxyhxyxy nnnn +′′+′+=+  

)()(
2
1)()()( 32

1 hOxyhxyhxyxy nnnn +′′+′−=−  

)()()()( 2
1 hOxyhxyxy nnn +′′+′=′ +  

代入局部截断误差表达式，得 

)(
3
2)(

3
2)(

3
2)( 3

1
2

11 hOyhxyhxyhyxy nnnnn +′−′′+′=− +++  

即 

)(
3
2)(

3
2)( 3

1111 hOyhxyhyxy nnnn +′−′=− ++++  

 

10 就初值问题 baxy +=′ , y(0)=0 导出改进欧拉方法的近似解的表达式,并与准确解

bxaxy += 2

2
1

相比较. 

解：由改进欧拉方法 

yn+1 = yn + 0.5 h [ f(xn，yn) + f(xn+1，yn + h f(xn，yn))] 
得 

yn+1 = yn + 0.5 h [( axn+ b) + ( axn+1+ b)] 
将 xn = n h 代入，得 

yn+1 = yn + 0.5 h [a(2n+1)h + 2b] = yn + 0.5 a(2n+1) h2 + bh 
对上式两端做求和运算 

)()12(5.0
1

0

2
1

0

1

0
1 Nhbnahyy

N

n

N

n
n

N

n
n +++= ∑∑∑

−

=

−

=

−

=
+  

化简，并注意 y(0)=0，得 
yN = 0.5 a h2[(N – 1)N +N] + b(Nh) 

所以 
yN = 0.5 a h2N 2 + b (Nh) = 0.5 a (xN

 )2 + b(xN)2

即 
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nnn bxaxy += 2

2
1

， nnn bxaxxy += 2

2
1)(  

所以，改进欧拉公式所得数值解与原问题的解析解相同。 
11.证明线性多步法 

])13()3[(
4
1)1( 1111 −+−+ +++=−−+ nnnnn fbfbhbyyby  

当 时方法为二阶的, 当 b = -1时方法为三阶的. 1≠b
证：由于 

y(xn+1) – yn+1 = y(xn+1) –[(1 – b)yn + b yn-1 +0.25 h(b +3)fn+1 +(3b+1)fn-1] 
将 Taylor展式 

)()(
!3

1)(
2
1)()()( 432

1 hOxyhxyhxyhxyxy nnnnn +′′′+′′+′+=+  

)()(
!3

1)(
2
1)()()( 432

1 hOxyhxyhxyhxyxy nnnnn +′′′−′′+′−=−  

)()(
2
1)()()( 32

1 hOxyhxyhxyxy nnnn +′′′+′′+′=′ +  

)()(
2
1)()()( 32

1 hOxyhxyhxyxy nnnn +′′′+′′−′=′ −  

代入局部截断误差表达式，注意到y(xn) = yn和y(xn-1) = yn-1，得 

)()()1(
3
1)( 43

11 hOxyhbyxy nnn +′′′+−=− ++  

故，当 时方法为二阶的, 当 b = -1时方法为三阶的. 1≠b
12.用经典四阶龙格-库塔方法计算初值问题 

)10(
1)0(

20
≤≤

⎩
⎨
⎧

=
−=′

x
y

yy
 

试分析当步长分别取 h= 0.1及 h= 0.2时,计算的稳定性. 
解：由于 f(x，y ) = - 20y，所以 

K1 = -20yn  
K2 = -20(yn + 0.5×h K1) = -20yn + 200 h yn
K3 = -20(yn + 0.5×h K2) = -20yn + 200 h yn – 2000h2yn
K4 = -20(yn + h K3) = -20yn + 400 h yn – 4000h2yn + 40000h3yn

所以，四阶龙格-库塔方法为 
yn+1 = yn + h(K1+2 K2+2 K3+ K4)/6 

= ( 1 – 20 h + 200 h2 – 4000 h3/3 + 20000 h4/3 ) yn
当步长分别取 及 时,分别计算 1.0=h 2.0

( 1 – 20 h + 200 h2 – 4000 h3/3 + 20000 h4/3 )=0.3333 
( 1 – 20 h + 200 h2 – 4000 h3/3 + 20000 h4/3 )=5 

所以，步长取 h= 0.1时稳定，而步长取 h= 0.2时不稳定。 
 
二、例题 

1．定积分 的计算问题可化为初值问题：∫
b

a
dxxf )( )(tfy =′ ，y(a) = 0。证明：欧拉公式

 49



计算结果为复合左矩阵公式： 。 ∑
−

=

≈
1

0
)()(

n

k
k htfby

证：取h=(b – a)/n，tk = a + kh，( k =0，1，⋯，n)。由欧拉公式，得 
yk+1 = yk + h f(tk)   ( k =0，1，⋯，n) 

求和，得 

∑∑∑
−

=

−

=

−

=
+ +=

1

0

1

0

1

0
1 )(

n

k
k

n

k
k

n

k
k tfhyy  

化简即得 

∑
−

=

=≈
1

0
)()(

n

k
kn htfyby  

2．1926年荷兰数学家范德堡(van der Pol )构造了研究无线电热离子振荡器性态的模型 

′′ + − ′ + =y y y yµ( )2 1 0  

其中 µ  是正的物理常数，这是电路理论中用到的非线性微分方程．如果引入新变量 

y y y y
y

y1 2

3

3
= = ′ + −, (µ )  

可以将范德堡方程化为一阶常微分方程组的形式。试利用新变量推导一阶常微分方程组。 
解：对引入的新变量求导数，得 

yy ′=′1 ，  yyyy ′−+′′=′ )1( 2
2 µ

代入原微分方程 ，得 0)1( 2 =+′−+′′ yyyy µ

⎩
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1
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121 )3/(
yy

yyyy µ
 

3．道森(Dawson)积分是一个积分上限函数 

f x x t dt
x

( ) exp( ) exp( )= − ∫2 2

0
 

试找出 与 的关系，将求该函数值的计算转化为一个常微分方程初值问题 ′f x( ) f x( )

解：令 ，则将 两端对自变量求导数可得 )(xfy = ∫−=
x

dttxxf
0

22 )exp()exp()(

1)(2

)exp()exp()exp()exp(2)( 22

0

22

+−=

−+−−=′ ∫
xxf

xxdttxxxf
x

 

由定积分性质，显然有 f(0)=0。所以，函数 y = f(x) 满足常微分方程初值问题 

⎩
⎨
⎧

=
−=′

0)0(
21

y
xyy

 

4．常微分方程两点边值问题如下 
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π≤≤−=+′′− xxxexuxu x 0),cos2(sin)()(  
0)(,0)0( == πuu  

取正整数n，令
1+

=
n

h π
，xj = jh，( j = 0，1，⋯，n+1)。记f(x)= ex(sin x – 2cos x)。

试利用二阶导数的四阶精度差分格式 

2
11

11

)()(2)(
)]()(10)([

12
1

h
xuxuxu

xuxuxu jjj
jjj

−+
+−

+−
=′′+′′+′′  

推导出求常微分方程数值解的三点差分格式 
– (12 – h2 )uj-1 + (24 + 10h2)uj – (12 – h2 )uj+1 = h2(fj-1 + 10fj + fj+1) 

( j=1，2，⋯⋯，n) 
解：将微分方程在三个点上取值，得 

)()()( 111 −−− =+′′− jjj xfxuxu  

)()()( jjj xfxuxu =+′′−  

)()()( 111 +++ =+′′− jjj xfxuxu  

将第一式乘 1/12，第二式乘 10/12，第三式乘 1/12相加，得 

)10(
12
1)10(

12
1)2(1

1111112 +−+−+− ++=++++−− jjjjjjjjj fffuuuuuu
h

 

整理，即得 
– (12 – h2 )uj-1 + (24 + 10h2)uj – (12 – h2 )uj+1 = h2(fj-1 + 10fj + fj+1) 

5．Adamas公式是求一阶常微分方程 ),( yxfy =′ ，y(x0)=y0的多步法中较简单格式，推导

下面两步显格式和隐格式 
（1）yn+2 = yn+1 + h[3f(xn+1，yn+1) – f(xn，yn)]/2； 
（2）yn+2 = yn+1 + h[5f(xn+2，yn+2)+8f(xn+1，yn+1) – f(xn，yn)]/12 
解：（1）在区间[xn，xn+1]上对函数f(x，y)做线性插值，得 

])()[(1),( 11 ++ −+−≈ nnnn fxxfxx
h

yxf  

积分，得 

∫∫∫
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引入变换，x = xn+1+ th，得 

2/)( 21

0

2
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2

1
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+
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所以 
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将微分方程 积分 ),( yxfy =′

∫∫
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得 
2/)3()()( 112 nnnn ffhxyxy −≈− +++  

由此得 
yn+2 = yn+1 + h[3f(xn+1，yn+1) – f(xn，yn)]/2 

（2）在区间[xn，xn+2]上对函数f(x，y)做二次插值，得 

])()(2)([
2
1),( 22112 ++++ +−≈ nnnnnn fxBfxBfxB
h

yxf  

其中， 
Bn(x)=(x – xn+1)(x – xn+2) 
Bn+1(x)=(x – xn)(x – xn+2) 
Bn+2(x)=(x – xn)(x – xn+1) 

引入变换，x = xn+1+ th，积分得 
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所以 
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将微分方程 积分 ),( yxfy =′

∫∫
+
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得 
12/)85()()( 1212 nnnnn fffhxyxy −+≈− ++++  

由此得 
yn+2 = yn+1 + h[5f(xn+2，yn+2)+8f(xn+1，yn+1) – f(xn，yn)]/12 

三、问题 

1．初值问题 有解 。若取：x
⎩
⎨
⎧

=
>+=′

0)0(
0

y
xbaxy

bxaxxy += 25.0)( n = nh，yn为欧拉方

法得到的数值解。试证明 
y(xn) – yn = 0.5 a h xn 

2．对于函数 ，试设计一个算法，用四阶龙格—库塔公式计算出该函数

在  区间上的 31个等距点处的函数值. 

f x e dttx
( ) = −∫

2

0

[ , ]0 3
3．当用四阶龙格—库塔公式计算某些特殊类型的常微分方程初值问题时，会有简单的计算
公式出现，试推导出计算下面两种类型的常微分方程初值问题特殊公式 
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(1)  
dy
dx

f x

y x y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

( )

( )0 0

；        (2) 
dy
dx

f y

y x y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

( )

( )0 0

 

4．将线性常系数非齐次高阶常微分方程初值问题 
y (n) + an y (n-1) + an-1 y (n-2) + ⋯⋯ + a0 y = f (x) 

y(x0) = α0，y (k) = α k ( k = 1，2，⋯，n – 1) 
转化为一阶线性常微分方程组问题，并写出矩阵形式。 
5．写出用修改的欧拉法求问题 

⎩
⎨
⎧

−=′=
≤≤=+′−′′

5.0)0(,0)0(
30sin22

yy
xxeyyy x

 

的计算格式。 
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