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摘 要

随着科学技术的发展，传统的实体金属材料己运不能满足工程需要，人们对新材料

提出了更高的要求：轻质、强韧且兼具多功能性。为实现这～目标，力学家们通过控制

材料微结构实现了多种构型耨颗的结构化材料，如蜂窝、泡沫、类桁架材料等。这些材

料由于其卓越的比力学性能，能够在保证力学性能的前提下有效降低结构重量，并且易

于实现多功能要求，因而受到了科学界和工程界的广泛关注和青睐。

本文的研究对象是具有周期性微结构的超轻质材料。微结构的周期性给这类材料的

性能预测带来了很大方便，其中有代表性的方法包括均匀化理论和代表体元法，但如果

考虑到材料在制造和使用过程中可能产生的随机缺陷，等效性能的求解往往非常耗时，

如何高效预澳0其等效性能是一个亟待解决的问题；微结构的存在同时也增加了由这类材

料所构成结构的弹塑性分析难度，复杂的内部构形需要投入更多的分析时间和计算资

源，因此发展快速等效求解方法是非常必要的，尤其当作为优化／可靠度求解的分析工具

时，这一器求显得尤为突出；另一方亟，现有的结构，材料协同优化方法得到的微结构结

果在宏观上往往点点相异，这给实际制造带来了一定困难，有必要发展考虑制造性的协

同优化方法。针对以上这些问题，本文将主要讨论以下三部分内容：

1．对于随机性材料等效性能预测问题，本文采用蒙特卡洛模拟方法，从数值的角

度比较了不同的边界条件对预测结果的影响，讨论了其中的尺度效应和对胞元选择的依

赖性。为了提高DirichJet边界条件下的计算效率和改善结果精度，本文提出了考虑内部

胞元能量等效的代表体元法。该方法能够有效削弱边界条件和胞元选择的影响，实现了

采用较小代表体元得到更好结果的目的。

2．对于由类桁架材料构成结构的弹塑性分析，本文考虑到材料单脆近似为桁架的特

点，基于数值均匀化理论，建立了宏微观两级求解格式。原阀题转化为宏观上一个非线

性弹性连续体计算问题和微观上多个小规模桁架系统的弹塑性计算问题，从而在保证精

度的前提下有效提高了计算效率。

3．对于结构／材料一体化设计，针对现有结果给制造带来的困难，本文提出了以均

一微结构为前提的多孔材料与结构的协同优化方案。采用拓扑优化技术，微结构不再局

限为特定构形；在两个尺度上独立定义单元密度为设计变量，分别引入了sIMP和P触皿

方法对密度进行惩罚，并集成到一个优化模型中进行协同设计。以此为极限值，我们还

提出了基于子结构的两级协同优化方案，并讨论了其在制造上的优势及尺度效应。
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Mech锄ical Pe如珊aIlce aIld Concu玎ent optimization ofUl仃a-Light
Material alld S仃ucl}ure

Absn．act

As the rapid deVelopment of sci锄ce蚰d technoIogy，conVentioIlal solid metals have

become inadequ啦to satis母the n∞ds of pEactical applications．People are con砌ntly

seeking new materials wim some fascinating propenies：Iigh匕Stiff蚴d multimnctional．To

achieve mis goal， mech卸jcs researchefs mlve deVeloped severaI innovative sh咖red
mate曲ls by contr011ing me configuration of m嘶rial microstructIIres，incIuding honeycomb，
fo锄锄dⅡ．uss-likc ma钯riaJ．The∞materiaIs a他Very promising for tlle．r superior mech蛐ical

propenies蛐d multifIInctional c印abilities．

Thc ultra一1ight materials inVestig如d herein all have pcriodic mlcros臼1Icturcs．The
existence of micro曲mctIIre 0n one h卸d maI(es it Very convenient t0 p嘴dict m砒一al

pmperties，for which，Homogenization theory and Representative Volume Element(RVE)

method are t、vo mains订eam methods．But if we take into account mndom imDerfections

induced dIlring manufktIlring process锄d subsequent pr∞tical applications，the p∞diction of

equiValent pr0刚ies could become very time-cons啪ing．For nIis reason，mere is irnerest in
f_mding a new methodology which∞‘11ibits morc efficiency over traditional ones．on廿le dther

haIld，hawever，the existence of micros砸lctIlre also jncrea∞the di伍culty of ela咖-plastic

analysis ofs饥lctures constnlcted oful廿a·ligllt materiaIs，since complex intemal config哪tIon
requires much morc time and computing rcsources．So it is of grcat imponance t0 develap a

more efficient锄al”icaJ algorit|lm，especia儿y in the casc t11at mis anaIysis is for optimization

／reliabilny solution．In廿1e aspect 0f咖咖re，mat嘶al concuH_ent o蛳mizatioll，existing
mcnIods always lead t0 non—unif0硼microstnlctures in the macr0一scaIe，which口oses
insuHllouIltable m蛐ufacturing di∞culties．Thus it is desirable to have a concuH℃nt

optimization scheme considering manuf弛ring factorS．Addressing these probIems，廿1e stIldy
oftllis thesis can be divided into mme main parts：

1．In predicting equivalent prope州es of matcrials with impcrfcctions，Montc Carlo

simulation is adopted based on the Homogcniza廿on theory锄d tlle R印resen诅tive Volume

E1em朋t m锄od．We have comparcd diffbrent boun出【ry conditions，and discussed曲e sizc
e仃ect锄d tIle influcnce ofdi疗宅rent cell select．oIls．To improve thc efficie|1cy ofcompu扭tion
and refine the fesults undcr Dirichlet bouIldary condition，it is propo∞d a Representative

Volume Element computation based on锄er盱equivalence ofinner cells，a11d tlIemfore be钍er

resuIts could be achieved wn relatively smaller RVE．
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2．For恤e elast0-plastic analysis of snllctllres composed of t九Jss-Iike m懈ials，we first
simpl酊the unit cell as a tfllss model，alld tIlen pre∞nt a tvvo·scaIe柚al弘is b毯ed曲the

numerical homqgcnizatjon．The original pmblem is thercby缸ansfonned t0 two inte曲olated

probIems in two Scales：a nDnline盯elastic continu姗compu洲on in macro．scale锄d sevemI
elasto_pIa鲥c柚alyses of small—sc“e tnlss systems in mic阶scaJe．ne proposed me甘lod is
verjfjed to have the观me Drecision but Iess used time．

3．To address the manu蠡c州ng di炳culty jn existing structure／matcrial optimization，
廿lis thesis presents a new concur坤nt topology optimjzation scheme to simult如eously achieve

the optimum s仃ucturc alld o州mum maceriaI mjcrostnlctIlre．Micmstmcture is assumed to be
unifbrm in m∞ro-scale to mect m8nufacmriⅡg rcqujrem即ts．Design variabks jn botll scales

afe indqⅪnd∞tly de矗ned柚d廿len intc掣ated into one 科stem with the heJp of

homogeni翻tion theory．Penali删on a阿Iro∞hes arc adopted in bo也scales t0∞surc cl哪
topologies，i．e．SIMP(SoIid Is酏∞pic Material w汕PellaIiz砒ion)in micro．scale卸d n镰伊

(Porous Anis0仃0pic Mate嗽1 with Penalization)in 1Tlacr伊scale．Furlller，it is proposed
atlotller concun℃nt optiIIlization scheme b酗ed on subs讯lcture．1he size e任bct蹰d adva曲髓s
魉r m鞠硝k札砘瞎8re dis∽∞d．

Key Words：功t啊_Light Material；MicmstmctlIre；Homogenization；Repr舔ent娟ve
Volume EIement；Topology optimiz鱼戗on
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引 言

0．1课题背景

随着科学技术的发展，传统的实体金属材料已经远不能满足工程应用的需要，人们

对于新材料提出了更高的要求：轻质，强韧，且兼有多功能性。为实现这一目的，一种

途径当然是通过材料、化学、物理等技术手段进行合成制造，但也存在完全不同的技术

路线。这就是，沿用传统的金属材料，通过控制材料的微结构实现多种构型新颖的结构

化材料．如纤维增强复合材料、颗粒增强复合材料、蜂窝、泡沫、类桁架材料等等。这

类材料通常具有轻质，高比强度，高比刚度的优越特性，并且易于实现多功能要求，因

而逐渐成为了力学、机械、材料等领域的研究热点，在实际工程中的应用也越来越广。

结构化超轻材料通常可以分为两类：一类是如图o．1(a)所示的泡沫材料，这类材

料的微结构可分为开孔和闭孔两大类，其尺寸和具体形状在空间都是非常随机的：另一

类的代表是图0．1(b)-(d)所示的三种材料类型，它们所具有的共同特点是可以表征为某

种微结构(胞元)在空间的周期性排布。这类具有周期性微结构的材料也正是本文的主

要研究对象。

针对这里所列出的各种超轻材料，国内外己经发展了多种相对成熟的制各技术。以

类桁架材料为例，现有的工艺就包括规则镂空板折叠、丝网编织、缝纫、PIN办法、打

孔板热焊等等。随着这些制造工艺的发展和完善，超轻材料的制造成本会快速下降，工

业应用前景也会越来越明朗。同时，这也为超轻材料优化设计提供了有力保障。因为以

各种目标为前提的优化设计结果，都必须借助一定的制造工艺才能得以实现，有了成熟

的制造工艺这个至关重要的桥梁，超轻材料微结构的设计才更具实际意义。

超轻材料优化设计的另外一个基础，就是快速有效的分析方法。因为～个优化过程

往往包含几十次甚至上百次的结构分析，这是一个非常耗时的步骤。在分析上节省工作

量和耗时对于提升整个优化过程的效率是非常有效益的。正因为此，材料等效力学性能

和多尺度计算的研究也始终是超轻材料研究领域的两个热点问题。

本文着重于从快速分析和协同优化的角度研究具有周期性微结构的超轻材料及其

构成的结构，主要研究内容包括：

1．考虑超轻材料在制造和使用过程中可能出现的各种随机缺陷，对等效模量的预

测，提出了考虑内部胞元能量等效的代表体元法。

2。对于由类桁架材料构成的结构，本文给出了快速等效的弹塑性计算格式。

3．提出了考虑均一微结构构型的超轻材料和结构的协同优化设计方案。
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(c) 回

图0．1四种超轻材料：(a)泡沫；(b)蜂窝：(c)类桁架材料：(d)线性蜂窝材料

Fig．O．1 FoIIr托pres曲t鲥。船oful仃小ligtIt mat鲥als：

(a)Fo锄；嘞H0|1eycomb；(c)Tmss．1me mate试；(d)陆ear∞llul盯m越盯iaI

O．2超轻材料的等效力学性能

超轻材料的许多特点与它自身的微结构形式有关，所以需要通过对于微结构的分析

得到材料的等效性能，以方便超轻材料的评价和应用。这里我们将引入两种主流的方法：

均匀化方法∞omogenization)Ⅲ和代表体元法(RepreseII切tive VoIume Element)吐这两种

方法同时也是本文重要的理论基础和工具．将在文中多次出现，我们将在第一章做专题

介绍。

均匀化方法是超轻材料宏细观两级分析中的一种主流方法。它基于小参数展开摄动

理论，具有很强数学背景，能有效预测具有周期性微结构的材料的等效宏观性能，计算

微观尺度下的物理场【1】，它还被应用到结构优化领域实现了对于结构拓扑形式的优化13，

”，在材料微结构设计方面也起者非常关键的作用口】。对于一般的均匀化方法。单胞尺

度被认为无限小，考虑单胞尺度的均匀化方法【6】主要基于菲经典连续体理论如偶应力、

Cosserat、应变增强、非局部效应等。

代表体元法是一类与均匀化理论相并存的方法，它基于能量等效的思想，由于其简

单有效的特点得到了广泛的应用【2’7】。均匀化方法和代袁体元法在满足协调条件下等效，

而在一般情况下则具有上下界逼近的规律口l。

类桁架材料由于其拉压为主的承载方式能够获得较好的力学性能【91，相对泡沫材料

o。】更加集中的质量分布能够获得较好的抗失稳能力，更加由于其规则高连通性和可设计

性使得其多功能性能够得到更广泛的发挥，因此成为近年来研究的一个热点[1I】。Ashbv、
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Hutchinson、Gib∞n等学者分别研究了一定微结构拓扑下类桁架材料的等效力学性能和

材料微结构的拓扑优化⋯““。

在超轻材料制造和应用过程中，不可避免地会出现基体材料、微结构拓扑和尺寸的

随机性变化。此时等效性能的预测一般采用两种处理办法：一种方法基于随机有限元fl 41，

优点是效率很高，缺点是随机信息需要满足连续型概率分布，如节点偏移等：另一种方

法基于蒙特卡洛模拟口”．优点是可以处理各种随机信息，包括杆件缺失等离散型信息，

缺点是需要多次投点分析，非常耗时。本文将在第二章对应用后一种方法时边界条件的

选取做进一步讨论，并提出一种高效算法。

0．3由超轻材料构成结构的力学分析

微结构的存在使得由超轻材料构成的结构的性能分析变得更加困难。例如：由类桁

架材料构成的结构实际上是一个非常致密的网架，自由度数目很大，如果完全按空间桁

架计算会消耗相当多的计算资源和时间。而且，结构优化、材料设计和可靠度分析都以

结构分析为前提，这些过程往往需要进行多次循环迭代，完全离散建模计算必然会极大

削弱求解的效率。因此，我们需要以高效精确的近似方法代替完全的结构计算，于是多

尺度分析成为了超轻材料领域研究的又一个热点。

对于超轻材料构成结构的近似弹性分析通常有两个步骤：第一个步骤是获取材料的

等效性能。由于材料微结构是周期性分布的，可以通过均匀化方法等对胞元的分析得到

弹性模量和热导系数等基本物理参数的宏观等效值。第二个步骤是将系统视为由等效连

续介质构成的结构，并使用等效物理参数分析结构性能。这种做法的优点是计算量较小，

宏微观之间只需要一次信息交换，在胞元尺寸相对结构尺寸较小时可以得到非常理想的

结果。

但这种简单的做法局限于线性问题，如果考虑弹塑性、稳定性等非线性问题时，舞

要两个尺度上更多的交互才能完成分析过程，这就需要进一步发展多尺度的计算方法。

事实上，相对于弹性性质而言，材料和结构弹塑性性能对于工程研究领域同样非常重要。

因而在此方面，已经有了很多工作。

对于桁架类材料所制成的结构的弹塑性分析，一类办法是先求出特定单胞的屈服曲

面II”，对于某些类型的连续体单胞可以考虑通过转换场理论给出宏观的数值本构模型

““，根据得到的宏观尺度本构信息就可以直接进行宏观分析。这类方法能够提供直接的

宏观计算，带来的效率较高，但是往往对于单胞形式有～定要求，且强化阶段的预测比

较困难。
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另～类办法是利用数学均匀化理论和不同的连续体弹塑性分析方法结合。文献中提

出了几种宏微观两级弹塑性分析的数值方法，其中比较有代表性的两个工作是：

0h0“”09】对于具有随机分布夹杂的非均质材料，利用Voronoi cell有限元方法和数学

均匀化方法得到了两级分析求解格式；Fish刚针对纤维增强材料采用基于特征应变的弹

塑性分析方法进行求解，此方法对于一般意义上的单胞不具有普适性。Tcm血等认为采

用此类与数学均匀化结合的方法只是弹性问题使用增量形式后的推广，具有很好的形式

但是未必能获得可按受的结果叫l。

由于经典的均匀化在计算非线性问题时的一些困难，针对这类问题发展了基于单胞

应力应变体积平均和周期性条件的数值均匀化方法。Tera如等人提出了基于数值均匀化

的弹塑性计算方法口”，并且讨论了其并行计算的实现f22】，这种方法具备清晰的概念，对

于单胞形式没有特殊的要求。类似的求解体系还被应用于求解两级稳定性分析的微单胞

失稳模态问题【2312卯。Hohe基于应变和能量的体积平均发展了类似的求解方法(26，2”，并

应用于超轻材料的计算中。

基于数学均匀化和数值均匀化的多级求解方法共同存在的问题是口8】：周期性假设：

单胞相对结构尺寸必须很小；边界上需要特殊的处理。而且，大多数此类方法的本质实

际是在高斯点开窗的宏观分析，宏微观的信息通过这个媒介传递，并非是真正意义上的

多尺度分析方法【2”。基于这些观点，Ladeveze【28】对于时间相关的多尺度问题，采用了类

似子结构的方法对全结构进行分割，子结构之间通过结合面的力和位移条件相联系．然

后结合宏微观分离和其提出的LATIN迭代方法进行两级求解。其主要缺点是需要迭代，

而且由于没有引入近似，计算效率可能不高。

本文第三章主要针对类桁架材料，给出了精确高效的弹塑性求解格式。我们首先利

用类桁架材料基本构件长细比较大的特点，将材料单胞简化为桁架模型。然后考虑到微

单胞空间分布的周期性，基于数值均匀化理论提出了类桁架材料结构的宏微观两级弹塑

性求解格式，从而使原问题转化为宏观上一个非线性弹性连续体计算问题和微观上多个

小规模桁架系统的弹塑性计算问题。

0．4超轻材料和结构的优化

多功能超轻材料具有强韧、抗冲击、吸能、隔热、吸音等优异的综合性能，在航空

航天、汽车等工程领域受到了广泛的关注与青睐，也已经有了一定工业应用。但是，超

轻材料更有效和更经济的使用仍然有赖于更先进的设计理念、设计思想和设计方法的提

出，这不仅包括单纯的材料设计，更包括考虑结构和材科相互影响的一体化设计，这就

是需求。另一方面，正如前面我们已经提到的，成熟的制造手段已经在一定程度上消除
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了超轻材料设计结果实现上的障碍，而快速高效的多尺度分析方法进一步减少了我们在

数值实现上可能遇到的困难。从这两方面来看，材料设计和结构，材料一体化设计的研究

是非常必要的，也是有实用前景的。

结构优化设计问题大致可分为三类，即尺寸优化，形状优化和拓扑优化。相对于前

两种优化，拓扑优化能从根本上改变结构拓扑形式，能够得到创新性的构型，以目标函

数衡量往往更加优越，更能体现真正意义上的最优设计．是初始设计阶段的有力工具。

因此，拓扑优化技术广泛应用于结构设计、材料设计和结构／材料一体化设计等领域。

现代拓扑优化理论可以追溯到19引年cheng和Olhofr p1关于实心板最小柔顺性的

研究。在这项工作中，他们发现最优板具有无限细无限密的增强肋，并且引入了微结构

的概念来描述这一现象。1988年，Bensoe和Kikuchi【4]沿用了微结构的概念，引入均匀

化理论实现了拓扑优化。他们假设设计域是由无限多个中心具有孔洞的胞元构成，孔洞

往往具有给定的几何形式(如方形)，而大小则由一个或多个尺寸变量来描述。设定孔

洞的尺寸变量为设计变量，进而可以通过尺寸优化在设计域上重新分配材料。具有较大

孔洞(即较小材料密度)的胞元在宏观上被认为接近无材料，而具有较小孔洞(即较大

材料密度)的胞元在宏观上被认为是构成结构的实体部分。

SIMP(solid Iso仃opjc Matcrial wi也P∞alization)是结构拓扑优化的另一种实现途径。

它的优点是概念简单，实现相对容易。在实施sIMP方法时，先将宏观结构划分为单元，

优化的目的是决定每一单元处的材料“有”和“无”。其实最直截了当的办法是将材料

“有”“无”处理为离散设计变量“1”和“O”，这就变成了O-l规划问题，这类问题

存在一定的求解困难。SIMP方法选取单元相对密度为设计变量，允许相对密度在1和

O之间变化，在得到的优化结果中，相对密度为“1”的单元被认为是宏观上的实体部分，

而相对密度为“O”的单元则是空心部分，从而将离散设计变量连续化。设计变量和力

学性能之间的关系则是通过指数惩罚来实现的。这一做法具有一定的人为成份但是简单

易行，目前被广泛应用于拓扑优化问题的求解。

虽然拓扑优化的价值很可观，但是以上两种实现方法仍然存在一定的问题，其中比

较常见的就是灰色区域的产生。在基于均匀化的方法中，灰色区域的胞元包含有中间尺

寸的孔洞。这非常像具有微结构的超轻材料，但这里的微结构是点点不一样的，制造非

常困难。而对于sIMP方法，灰色区域的单元具有非O非l的中间密度。我们可以从等

效弹性性能的意义出发，找到某些微结构来对应这些中间密度。

以前，人们总是想得到清晰的”黑-白”设计，于是提出了各种各样的方法来避免灰色

区域的产生，常见的有密度惩罚Dm、周长约束131】、过滤法㈣等等。但随着具有多孔特

征的超轻质材料的深入研究和广泛应用，传统的实心材料结构设计理念已经不能满足需
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要，因此结构，材料一体化设计逐渐成为了研究的热点。区别于材料或结构的独立优化，

结构／材料一体化优化是一个两尺度之间交互协调的过程，材料是最优结构下的最优材

料，结构是最优材料下的最优结构。

在第四章，我们针对现有结构／材料一体化设计中材料微结构宏观非均匀性给制造带

来的困难，提出了均一多孔材料和结构的协同优化方案。以此为极限值，我们还提出了

基于子结构的两级协同优化．以讨论尺度效应并适应制造上的需要。
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1超轻材料的等效性能预测

类桁架材料，蜂窝材料，编织材料，纤维增强材料等新材料所具有的共同特点是可

以表征为如图1．1所示的某种微结构(胞元，CelI)在空间的周期性排布。评价和比较

这类材料的等效性能往往需要对微观尺度上代表体元(RvE，Re甜esen钮tive Volume

Elemem)进行分析。其中，常用的两种方法是：均匀化方法【1](HomogenizationMetllod)

和代表体元法【21(RvE Method)。

本章首先将分别介绍两种理论的基本思想和实现过程，然后我们将对二者的关系做

一些探讨。这部分的内容将是后面三章研究内容的主要理论基础和工具，也是第二章随

机性材料等效模量研究的重要比对。

1．1均匀化理论及其有限元实现

均匀化理论的基本思想如图1．2所示：物理场≯(x)可以分解成宏观尺度上的～个平

缓变化场和微观尺度上的一个周期变化场的叠加。这里的场量在力学问题中就是位移

“，应力盯和应变占。通过这样的分解，由微分控制方程导出的变分方程将自动分解成

两个尺度上的耦合问题，从而实现了原问题的双尺度求解。

下面给出均匀化应用于弹性力学问题的推导过程。对于由单胞周期性排布构成的超

轻材料，设单胞尺度为F(osF<<1)，这是一个相对宏观尺度很小的量。引入两个尺度：

和y=√s来描述结构宏细观场变量的性质，其中x表示宏观尺度，y表示细观尺度。以

Q‘表示材料实体部分，y对应于～个单胞，根据线弹性范围内的虚位移原理可得

上。‰等暴扣=L，Vn+E‘vfdr (1．1)

．篇瓢
oⅣ■●-， ⋯矽

＼蕾掣姣矿一

藤_圈
■■●■■●一 R陌(Cem：3x31

图1．1材料胞元，代表体元及其表征的材料

F追1．1Akindofs订ucmredmate—aI：i硌ce¨锄dRvE
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图1．2摄动展开：均匀化的基本思想‘2J

Fig．1．2Asympt0廿c e印a那ion：血eb酆jcideafbrhomo掣mjzation

这里假设单胞内边界上无面力作用。其中，Z‘为体积力，f，表示作用在甜边界r，上的

外载荷，“‘为真实位移，v为满足位移边界条件的虚位移，‘^t∈f1，2，3}。将位移展成

关于s的渐近级数，从恧有

矿(x)=“o(墨y)+P“1仁，)+s2Ⅳ2(毛y)+¨· (1．2)

V(x)=Vo(薯y)+5v1(工，y)+占2V2(‘y)+--· (1_3)

将式(1．2)和式(1．3)代入式(1．1)，考虑

鱼嬖掣：萼华+三冬型v州功叫w) (1．4)
嬲． @， s 却．

同时利用周期性边界条件，可以得到若干不同阶次上的摄动方程。由这些摄动方程可知：

扩(‘y)与细观尺度坐标y无关，丽是具有等效材料性能的结构在外力作用下的宏观尺

度位移，因而可以表示成扩(工)，这个宏观位移可以由下式确定

L碍等鲁拯一Lzv『dQ一丘¨扭=o (1．5)

这里的互_：：：，是等效弹性张量，可由下式求出

嘞=参』(％一‰筹卜 ∽s，

其中广义位移函数彩，t，，，p∈{1，2，3)是下列问题的周期解
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联‰筹办=肛打 ∽，，

至此，我们可以利用有限元技术求解(1．7)式，并将所得广义位移函数z：代入(1．6)式求

得等效弹性矩阵。

从(1．6)式可以看到，等效模量其实是由两部分构成的。第一部分是材料模量在胞元

上的体积平均，反映了胞元抵抗协同变形的能力。但是仅仅这部分的模量必然会高估等

效模量值，因为在强制协同变形作用和周期性边界条件的限制下，胞元内部可以发生变

形，这部分的变形会吸引部分的能量。所以在等效模量的求解中，有必要需要引入第二

部分和胞元内部变形相关的项。

下面对两个关键列式(1．6)和(!．7)进行有限元离散，给出均匀化求解的有限元列式。

与式(1．8)对应的方程是

k·u=fb7-D拶 (1．9)
r

这里的k，u和b均对应于胞元有限元离散后的全部自由度。u是胞元的节点位移向量，

b是位移，应变转换矩阵，D是材料本构矩阵，k是胞元的总刚度矩阵，具体形式如

k=lbl-D．b∥ (1．10)
，

与式(1，6)对应的是下式，其中D“是等效模量矩阵，I是单位矩阵。

舻2南户．(卜b-u)拶 (111)

在有限元实现中，周期性边界条件可做如下处理(图1．3)：四角点★的位移耦合

相等，对边对应节点▲和_位移分别耦合相等，内部节点。位移独立。注意到平面问题需

要约束三个自由度，位移耦合本身已经约束了旋转自由度，只需再约束平动自由度即可。

图lJ3周期性边界冬件

Fig 1．3 P刚odic咖ndary condition
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1．2代表体元法及其边界条件

代表体元法分为两个主要步骤：

1．首先从具有微结构的材料中取出一定数量的胞元构成代表体元(如图1．1)，施

以特定的边界条件求解其结构响应。常用的边界条件有：

(1)．均匀应力(Neumann)边界条件：如图1．4(a)，假设均匀应力；，则需要对代

表体元边界施加力p3】

t=o’x，x∈aR (1．12)

其中勰代表代表体元边界，这里均为张量表示。

(2)．均匀应变(Dirichlct)边界条件：如图1．4(b)，假设均匀应交；，则需要对代表

体元边界施加强制位移

u=￡‘x，x∈勰 (1．13)

(3)．周期性(Periodic)边界条件：对图1．4(c)所示的代表体元，4，鸣和且，皿分

别代表两组对边上的对应节点。分三种情况施加边界条件，其中s是代表体元的边长：．

(3．a)．假设宏观应变占，：

vⅢ=v日2，“口2一im=乏．s，”_I=“』2，％I=-2 (1．14)

这里Ⅳ和”分别代表位移矢量u的两个分量。

(3．b)．假设宏观应交i：

钆l=％2，叱l一心2=q’J，材埘=Ⅳ日2，％1=％2 (1’15)

(3．c)．假设宏观应变石：可以转化为对应旋转45。的代表体元上一拉一压两个正交

宏观应变。

‰I=h2，‰l一心2=岛，2’占，％l：％2，“引一“日2=，删／2·占 (1．16)

2．在应变能等效的意义下使研究的非均质材料等效为均质材料，进而利用式(1．17)

确定其宏观等效性能。其中c为等效刚度张量，s为等效柔度张量。

中=卜：耐n=；：c：；=；：s：；
R

(1．17)



大连理工大学硕士学位论文

(a) (b) (c)

图1．4代表体元法的边界条件

Fig．1 14 B伽岫dary condi廿ons fbr R、，E m甜10d

1．3两种方法的讨论

均匀化方法和代表体元法的实现都需要对代表体元施加一定的边界条件：均匀化方

法是周期性边界条件；代表体元法则包括周期性边界条件，均匀应变(Dirichlet)边界

条件和均匀应力(Neumann)边界条件。均匀化方法和周期性边界条件下代表体元法的

结果是一致的。

图1．5桁架单胞

Fig．1．51hss∞lI

考虑图1．5所示的桁架类型胞元，边长取为1．O，材料常数E=1．O，图中两根粗杆

面积取为0．05，其他杆件为0．01。分别应用两种方法，结果如图1．6所示。

’钟}算单●十t—x雌

I№啊嘲趣再-’件列t曩咒蛀用千菲对■材辩

”}＼拈I．：：：=：稿羹∑摹善
ob—j—亨—f—卜计

’与什舞摹蠢十蠢I一。砷

图1．6代表体元法的尺度效应‘8】

Fig．1．6 scale effen i工I I℃VE metllod

■●驾耕每静
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从结果可以看到：代表体元法的预测结果呈现明显的尺度效应，随着参与计算的胞

元个数的增多，Dirichlet模量、Ncum柚n模量分别从上、下界逼近均匀化的结果。阎军

等[8】对此现象做出了理论上的解释：

№um锄边界条件下的单胞边界变形协调性或者Dirichlet边界条件下的边晃节点
力的平衡性，是产生尺度效应的本质原因，可以作为产生尺度效应的简单判据；并且这

种不协调性或者非平衡性越大。所得结果误差也就越大。

以图1．7显示的Neum粕n边界条件下的胞元为例。设想将这样受力的单胞周期性

排列，相邻单元边界上的节点力自然平衡。现在我们来考虑变形特征，变形图中单胞左

边界向左突出，右边界向右突出，上边界向下凹，下边界向上凸。将这样变形的单胞周

期性排列时，相邻单胞的变形在边界上必然出现裂隙或重迭而无法协调。因此．Neumann

模量的计算呈现明显的尺度效应。进一步的数值分析显示，随着参与计算的单胞个数的

增加，边界变形的不协调性得到改善，代表体元法刚度的计算结果从下界逼近均匀化结

果。

婴日图
图1．7 NcIlIIl∞n边界条件下的位移不协调吲

Fig．1．7Uncoord曲砷ed defolTnation瑚derN即m呦bo咖dary condition

在我们后续的关于随机性材料等效模量预测的工作中，同样可以看到类似的尺度效

应。我们提出的基于内部胞元能量等效的代表体元法可以减弱这种尺度效应，详细的讨

论可以参见第2章。
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2微结构具有随机性的材料等效模量预测

在超轻材料制造和应用过程中，不可避免地会出现基体材料、微结构拓扑和尺寸的

随机性变化。以类桁架材料和蜂窝为例，可能存在构件的缺失和变形、节点偏移、材料

相对密度变化等随机因素(如图2．1)。此时，材料的等效力学性能同确定性材料相比

会发生一定的变化，需要重新进行预测。本章研究将基于蒙特卡洛模拟，这实际上是一

种抽样统计的方法，在处理较复杂的随机条件时有一定优势。

本章首先以具有随机特性的类桁架材料为例，说明了计算中存在的尺度效应，比较

并讨论了不同边界条件和不同统计代表体元的选择对预测结果的影响，对于代表胞元的

选择也提出了建议。为了削弱边界条件和胞元选择对于结果的影响，我们提出了考虑内

部胞元能量等效的代表体元法。我们试图在保留D晌chlet边界条件概念简单这一特点

的同时，提高计算结果的精度。这一方法可以应用于各类具有周期性微结构的超轻材料

在具有和不具有随机特征时的等效弹性模量预测。在数值算例中，我们选择了桁架材料

和类桁架材料作为研究对象，都得到了很好的数值结果。表明我们的方法是行之有效的。

图2．1可能出现的随机缺陷：(a)构件变形(”构件租细不均(c)构件缺失(d)节点偏移

F．g 2．1 so吣possibIe曲p晌c幽ns：
(a)s廿呲’s disto‰(b)Non-unifb哪tllickncss(c)Miss协g sn吼(d)Nod8l dislocan∞

2．1基于代表体元法的蒙特卡洛模拟

包含随机缺陷的材料，严格说来已经不再具有周期性微结构，无法由代表体元描述。

这里引入统计代表体元的概念，它包含两组信息，材料构形和随机特征。蒙特卡洛模拟

需要选取足够多的统计代表体元样本，对所有样本分别求解等效模量，并对结果进行统

计得到材料等效性质。注意到这里的随机性是在周期性的基础上迭加的，其中周期性是

主要部分，随机性可视作为扰动。因此对于统计代表体元样品，仍然将采用代表体元法

或均匀化方法预测等效模量。

问题求解的具体步骤见图2．2。如前文所述，均匀化方法需要施加周期性边界条件；

代表体元法则包括周期性边界条件，均匀应变(Dirichlet)边界条件或均匀应力

(Neum锄n)边界条件。均匀化方法和周期性边界条件下代表体元法的结果是一致的。

因此，对于两种方法的讨论可以归结为不同边界下代表体元法的讨论。
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圆圆[]固

图2工基于代表体元法的蒙特卡洛模拟

F逸．2．2 RVEM-h∞cd M∞te C盯Io Si删l鲥0n

2．2不同边界条件的数值比较

对于确定性材料嘲，周期性边界条件能够更好地模拟代表体元的边界，结果不依赖

于代表体元的选取；而Neum锄n边界和Dirichlet边界却依赖于代表体元的大小，只能

逼近周期性边界条件的解。但是，由于概念清晰并且实现简单．这两种边界仍被广泛应

用于非均质材料的等效弹性模垂求解m胡，弹塑性1331，粘弹性[37】性能分析。

如果考虑随机因素，文献中【l 5’”锰往直接由确定性材料的结论推广，认为周期性边

界条件更优，缺乏数值论证。事实上，由于随机因素破坏了材料的周期性，二者并不能

直接等同。此外，zllu㈨认为周期性边界条件下统计模量均值几乎没有变化。

下面将通过数值算例讨论不同边界条件对于随机性材料等效模量预测结果的影响。

由于文献中【39】已经给出结论：对于一般的刚性微结构，Dirichlet边界条件比NIe啪卸n

边界条件要好。因此，本文主要将比较周期性边界条件和DirichIet边界条件。

2．2．1数值算例和结果

考虑如图2_3所示的蜂窝材料，三=l，6=O．075，日=l。由于代表体元法和均匀

化方法都是将材料等效为均匀介质，因而计算与微结构的绝对尺度无关，所以这里的尺

寸信息都是无量纲的。基体材料的杨氏模薰E=2lO×109GPd，泊松比口=O．3。各构件

的材料均有30％的可能性削弱为E’=210×106 GP口。图2．3同时显示了两种胞元的选

择，它们的最大区别在于：胞元I的边界上存在离散构件，而胞元II的边界只存在节点。

当—，．．L
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图2．3蜂窝材科面内性能计算模型

Fig．2t3 compu诅tional model for jn巾‰e pro删es ofhoney湖b
按照图2．2步骤实现蒙特卡洛模拟，统计得到两种胞元分别在周期性边界和

Dirichlet边界下的等效模量均值，结果显示在图2．4和图2．5中。图中横坐标是统计代

表体元在一个方向上包含的胞元数目，例如3代表所选择的统计代表体元包含3×3=9

个胞元；纵坐标代表所求的等效模量均值。由于仃和￡的对称性，本构张量C的矩阵表

示在二维问题中可以退化为3×3的矩阵D。本章中Dl，，D2：，D3，分别表示两个方向的

杨氏模量和剪切模量。

图2’4胞元Ⅱ在不同边界条件下的等效模量均值

F．g．2．4 M啪value ofe威{ctivc modules fbr cen II啷der di腩眦lt bound枷es

图2．5不同胞元在Diricblet边界条件下的等效模量均值

Fig．2，5 Me姐value ofe丘bctive mOdules f0I’di雠r蜘t cens under D证ichJet bo岫dari髂
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图2．4显示了胞元11分别采用Dirichlct边界和周期性边界的结果。可以看到：

(11．随着统计代表体元的增大。六条折线都不断下降，并且逐渐趋于稳定。这就表

明：Dirichlct边界条件下的结果依赖于统计代表体元的大小，即具有尺度效应；不同于

确定性材料和zhu【38】的结论，周期性边界条件在求解随机性材料的等效弹性性能时同样

具有尺度效应。

(2)．周期性边界的结果相对于ⅨrjchIct边界的结果，随着统计代表体元增大变化较

小，相对更稳定。因此，尽管存在尺度效应，周辑性边界条件在求解随机性问题时仍然

优于Dirich【et边界条件。

图2．5显示了对于不同胞元cellI和cell II，均采用D讯chlet边界条件的结果。可

以看到：胞元I的结果随着统计代表体元增大的变化量要远大于胞元II的结果，即胞元

I的结果相对更不稳定，因此较差。

我们还考虑了蜂窝和桁架微结构分别具有节点偏移和构件缺失两种随机因素的情

况，都得到了和本例题类似的数值现象。在下文中，我们会对这些现象给出总结和解释。

2．2．2数值现象的讨论和结论

1．对随机性材料，周期性边界条件下等效模量均值结果依赖于统计代表体元大小。

结果是否依赖于代表体元的太小，取决于施加的边界条件能否与实际情况吻合。对

于确定性材料，微结构在空间周期性排布，周期性边界条件能够很好的描述这～特点，

因而结果与代表体元选取无关。而Dmchlct和Neum姗边界条件，不能同时满足边界
节点上位移和力的相容性，因而具有一定的强制性Is】。这种不合理性的影响会随着代表

体元的增大(周长和面积的比值不断降低)，而逐渐被削弱。反映在数值结果上，逐渐

趋于稳定并趋近某一极限值。对于随机性材料，微结构在空间上的周期性已经被破坏，

此时周期性边界条件已经无法准确描述统计代表体元样本的实际边界。因此周期性边界

条件对于随机性的问题不再是完全合理的，具有尺度效应。

2．对于随机性材料，周期性边界条件仍然优于Dirichlct边界条件。

3，采用Dirichlet边界条件时，应当避免胞元边界存在离散构件。

胞元I和胞元II均采用DifichIet边界条件，结果相差却很大。二者的最大区别是胞

元l在边界上存在离散构件。由于Dirichlet条件对边界节点施加了强制性位移约束，从

而强制确定了边界上离散构件的变形。因此，不尽合理的边界对边界离散构件的影响会

很大，直接影响了最终的结果。避免这种情况的一种办法必须尽可能的选择边界无离散

构件的胞元，然而在某些情况下这是困难的。下文提出的考虑内部胞元能量等效的代表

体元方法能够有效地削弱边界条件和边界离散构件的影响。
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2．3考虑内部胞元能量等效的代表体元法

由上文的分析可以看到：Dirichlet条件对边界施加了更具有强制性的约束，导致其

等效模量均值结果和周期性条件的结果相差很大。而且为了得到较好的结果，还需要选

择不含边界离散构件的胞元，有时这是比较困难的。尽管存在这两个困难，Dirichlet条

件还是因为其清晰简单的优点被广泛应用伫3‘”】。我们希望能在不增加额外工作量的前提

下，改善其计算结果。即在较小的代表体元选取下得到较大代表体元才能得到的结果，

从而提高计算效率。

代表体元法的尺度效应源于边界条件不能精确地描述代表体元边界的实际情况，从

而具有一定的强制性。如果我们能对分析对象削弱这种强制性．就有望获得比较好的结

果。

考虑内部胞元能量等效的代表体元法的基本思路是(见图2．6)：在进行第一步分析

时考虑包含胞元数目较多的整个代表体元；而在进行能量等效求解模量时，忽略离边界

较近的胞元，而只考虑处于代表体元中心的部分胞元。对于这个胞元集，他们的变形是

由整体分析得到的。对于整个代表体元而言，不满足实际情况的边界条件不可避免，但

是类似于“圣维南原理”，这种边界条件的缺点可以被外层胞元在～定程度上削弱，从

而为内部胞元集建立起足够自然的边界条件，有效改善数值结果。

下面给出本方法应用于确定性材料和随机性材料的数值算例，进一步验证方法的有

效性。

2．3．1应用于确定性材料的等效模量求解

考虑圈2．7所示的桁架类型胞元，材料常数占=210×109 G尹口，面积尺寸分别为：

Al：0．05，A2=o．4，A3=0．04，～=0．06，A5_0．12，A6=0．08。

^加酾u州erDiMcMetk吡嘲‘酊“ in凇rceH占‘E孵唧qmwla舭

图2．6考虑内部胞元能量等效的代表体元法

Fig．2．6 RVEM wi廿l i毗ler celIs
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图2．8(a)给出了改进代表体元法在固定内部胞元集大小为2x2，随着代表体元大

小变化的结果。可以看到：周期性边界条件的结果随着代表体元的增大不变．即不存在

尺度效应；标准Dirichlet边赛下的结果随着代表体元的增大逐渐逼近周期性边界的结

果：采用改进代表体元法后，即便使用很小的代表体元，也能够获得非常接近于周期性

边界的结果。

考虑内部胞元能量等效的代表体元法的引入有效地提高了计算效率。因为在标准

Dirichk边界下，为了得到较好的结果往往需要选择很大的代表体元，其对应的计算量

也是很大的。采用改进算法后，结果的改善意味着无需计算很大的代表体元便能获取较

理想的结果，实际上减少了计算量。

图2．8㈣给出了改进代表体元法在固定代表体元大小为15×15，变化内部胞元集

大小的结果，当内部胞元集为15×15时则退化为标准代表体元法。可以看到：随着内

部胞元集的不断缩小，边界条件的影响逐步被更多的外层胞元所削弱，从而结果更接近

于周期性边界下的解。
】 】

’5。1矿

《：
堂

聪：
，mt矿
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图2．7具有桁架微结构的材料
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图2．8数值结果
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2．3．2应用于随机性材料的等效模量求解

对于随机性材料的等效模量预溯，需要对每一个样本使用改进的代表体元法。数值

算例仍然考虑3．1中的材料和随机信息。为了得到比较好的结果，此问题需要采样3000

到5000次。为保证可比性，对同样大小的统计代表体元采用改进方法和标准方法将使

用相同的样本数。

图2．9分别给出了胞元I和胞元II采用改进方法前后的结果比较。等效模量均值结

果在不同程度上得到了改善，其中胞元I尤为显著。这是由于胞元I边界上的离散构件

对于标准代表体元计算结果影响很大，改进方法不计入外层胞元的能量，从而有效避免

了这部分因素的影响，结果可以得到非常显著的改善。即便对于胞元II，从结果中也可

以看到用5×5的RVE就几乎得到了标准算法中9×9的RvE才能获取的结果。由于样

本数目比较多，且较小R、，E单次计算耗时少，改进方法可以节省较多的计算量。

SI蹬ofRVE

(a) (b)

图2．9改进算法和标准Dirichlet边界条件的比较

Fig．2．9Comp删sonofiⅡlprovedRvEM and standardRVEMunderD蚋ch衄bd衄d矾髓
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图2．10改进算法和周期性边界条件的比较
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图2．10给出了考虑改进代表体元法和周期性边界条件下的代表体元法的比较，这

里以D3，为例，其他结果有类似的趋势。采用改进代表体元法后，胞元I和胞元II的结

果非常接近，即胞元选择的影响(见圈2．5)基本被消除了：改进算法的结果相对标准

算法(对比图2．4)更加接近于周期性边界条件的结果。尽管周期性条件的结果仍然相

对较优，但是综合考虑到Dirichlet边界实现简单的优势，改进的Dirichl耽边界实现方法

仍然具有应用价值。

2．3．3小结

考虑内部胞元能量等效的代表体元法，基于D试chlet边界条件的代表体元分析，而

仅对内部胞元集合作能量等效。方法继承了Dirichm边界条件概念清晰和实现简单的特

点，并且通过不计入外层胞元能量的办法有效削弱了强制边界条件和不同胞元选择对于

结果的影响。确定性材料和随机性材料的数值算例表明：改进算法采用较小的代表体元

能够得到标准算法中较大代表体元的结果，从而直接提高了计算效率。综合考虑计算结

果和实现过程，方法可以有效应用于确定性和随机性超轻质材料的等效模量预测。进一

步工作可以推广到非均值材料弹塑性、粘弹性性能的研究。

2．4结论

本章对于包含随机缺陷的超轻质材料等效模量预测问题，讨论了不同边界条件对于

结果的影响，得到了以下结论：

(1)．与确定性问题相区别，采用周期性边界条件下的代表体元法，结果和统计代表

体元的大小相关。随着统计代表体元增大，结果逐渐趋于稳定。

(2)．周期性边界条件仍然优于Dirichlet边界条件，但Dirichlet边界条件的实现相对

简单。而且，对同样的一个代表体元，周期性边界条件破坏了单元总刚度阵的带状特征，

因此求解计算的工作量大于DirichIet边界条件。

(3)．采用标准DirichIet边界条件时，应当避免选择边界存在离散构件的胞元，即胞

元的选择对于结果的影响可能非常大。

为了削弱Dirichlet边界条件在计算结果和依赖胞元选择方面的劣势，本章提出了考

虑内部胞元能量等效的代表体元法。该方法不计入靠近边界的胞元能量，能够有效削弱

边界条件对于结果的影响，在同样的精度要求下节省了计算工作量。同时不增加额外的

求解步骤，从而继承了D试chl戗边界条件实现简单的优点。数值算例验证了方法的有效

性。
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3类桁架材料的二维结构弹塑性分析

类桁架材料由于其卓越的比力学性能和多功能性，逐渐成为了研究的热点，具有广

泛的应用前景。将类桁架材料构成的结构应用于实际工程时，面临的荷载环境多种多样，

材料构件很有可能进入塑性。如果对每根构件都进行精确建模和计算，材料单胞的空间

致密性将导致非常大的工作量。因此，发展快速等效求解方法是非常必要的，尤其当作

为优化／可靠度求解的分析工具时，这一需求显得尤为突出。

由于类桁架材料单个构件的长细比较大，可简化为桁架模型。Wauach等【”’对比了

杆模型和梁模型，发现误差仅有1．4％。本章将沿用这一简化，将类桁架单胞作为桁架

模型处理。这一方面减少了有限元计算的自由度；另一方面由于杆单元处于单应力状态，

实质上降低了弹塑性算法的复杂度。

利用微单胞空间周期分布的特点，可以构建宏微观两个尺度上的协同分析模型。

Terada和Kikuchi对于连续体单胞提出了基于数值均匀化的弹塑性算法口“，并且讨论了

其并行实现【22)。我们将这一理论应用于类桁架材料构成结构的弹塑性分析问题，给出了

宏微观两级求解格式。原问题转化为宏观上一个非线性弹性连续体计算问题和微观上多

个小规模桁架的弹塑性计算问题，从而能够在保证精度的前提下有效提高计算效率。

3．1基于数值均匀化的类桁架材料结构弹塑性分析

图3．1所示的超轻质结构，基于数值均匀化的弹塑性求解方法将问题分为两级：宏

观尺度计算等效连续体结构，参考系为2I一尬；微观尺度计算材料代表体元，参考系为

”一儿。这两级尺度之间通过定义宏观应力￡和宏观应变E分别为微观应力d和微观应

变E在代表体元(R、忸)上的体积平均来建立联系：

变E在代表体元(RvE)上的体积平均来建立联系；

图31超轻质材料构成的结构

Fig 3 1 A shcnn composed ofu}∞一li曲￡m8№jal
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趾高f叻，E2南￡叻 (3-1)

这里r是指微观计算的代表体元域，fy俄示域面积。式(3．1)区别于数学均匀化中将物理

量作小参数展开来建立宏微观联系的做法。将此式和一般弹塑性求解方程联立，可以得

到两个尺度上非线性的问题：

1．宏观尺度；宏观结构在约束和荷载作用下的一个非线性弹性问题(3．2)．(3．4)。主

要物理量包括：宏观结构变形u，宏观应力∑，宏观应变E，材料宏观等效模量D，体

力T，面力t，弹性变形能≯；位移变分'l，宏观应力变分T，宏观应变变分r。

IV。tI：￡(x)‘矗=I'l-’I诫+lll·tcⅡ、 (3．2)
云 矗 ÷

lT：(司朋(V，u)一E(x))出=o (3．3)
矗

肛高尸笃竽讣￡c坳拈。 叫，

材料在这个尺度上被等效为连续介质，可以采用常规连续体数值方法计算。但是．

由于弹塑性问题的特点，等效材料模量D(即∑和E的关系)在空间上是变化的，而且需

要基于分析点(有限元计算中取为宏观单元的高斯点)处单胞的微观求解得到。宏观分

析传递给微观分析的信息是分析点的当前宏观应变E。非线性求解采用N州on-RaDhson
迭代，f是宏观迭代步指标，对应的物理量记为·7。

2．微观尺度：桁架微单胞在周期性边界条件及给定的宏观应变E．下，单胞强制协

同变形放松过程中的弹塑性问题(3．5)．(3．7)。微观分析传递给宏观分析的信息是分析点处

的当前宏观应力∑和均匀化得到的当前材料等效模量D。主要物理量包括：各杆件杨氏

模量∥，屈服应力毋，位移u，应力盯，应变8，杆向应力仃，杆向应变s，杆向弹性

应变占‘：第后(t=1，．．．，Ⅳ)杆对应的物理量记为～，Ⅳ为代表体元的杆件总数。

∑b。7-叮：=o
I—I，，．Ⅳ

g：=E。+bl·u：

z：蛔
as

(3．5)

(3．6)

(3．7)
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扛，o，o}’=R吨 (3．8)

Bo，o}7=Q；气 (3．9)

式(3_8)和(3．9)分别建立了杆向应力应变向二维总体坐标系的转化，其中

『四 黜 2甜1

B=l船 ∞ 一2∞l (3．10)

卜cs cs cc—ss＼

"E塞。引 @Ⅲ

1一c3 一c2占 c3 c2J]

b★I去。l墨三耋墨主√ @四

式中口是杆件女和M坐标轴的夹角，c=cos臼，J=sin口，厶表示杆件的长度。

微观非线性求解同样采用New咖．R印hson迭代，，是微观N咖．R印hson迭代步
指标，给定一下第J．微观迭代步所对应的物理量记为·“。将(3．5)作泰勒展开及整理：

莩bt7谭扩12莩bt7∞：。；k7’筹书t‘抽y=o‘ I t ％‘

联合坐标转换式(3．8)和(3．9)可以得到：

；“t’掣6t州=一莓bt7‘口：’

吖等舻雕割

(3．13)

(3．14)

(3．15)

由式(3·5)可知：微观问题的终点实际上是微观结构的应力自平衡，下面讨论这个问

题的起始驱动。式(3．14)中_，=o时，uP=o，右端项

一；b-7’6昝≮bt7母(nb-嘞=一；btr，d挪 (3．16)
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其中dfl=d，是给定E’1下微观迭代终点的模量值，也是当前微观迭代的模量初始值。

式(3．16)代表了微观迭代的初始驱动力，就是强迫微结构发生整体宏观应变影时需

要施加力的负值。因此可以说，宏观计算结果F驱动了微观计算。

3．宏微观联系：联系宏微观的一个重要步骤是超轻质材料在分析点(高斯点)上等

效弹性模量求解。一般列式可参考阎军等的工催”，简要步骤是：首先求解一组(平面

问题是三个)在周期性边界条件约束下，作用单胞强制协同变形载荷的弹性问题

(∑b。7·弘b。)·z’=∑b。7·《 (3．17)

结合周期性边界条件求解方程(3．17)，代入下式求解等效弹性模置

∑[(d：一d：．bt’z：)‘厶‘4】肚—■丽五厂 (3’1 8)
』一、^ ‘’

这里D’是第f个迭代步时某分析点的弹性模董矩阵，d：是第f个迭代步时某分析点胞元

中第女根杆件的模量值，厶和4分别表示杆件的长度和面积，b。已在(3．12)中定义。

需要指出的是，D’的求解和d：的取值密切相关，而啾是分析点在给定宏观应变下

的微观迭代的杆件模量终点值，是非线性求解中的切线弹性模量，随分析点不同而不同，

随加载步不同而不同。因此，在每一个迭代步时，对于每一个分析点，都需要进行(3．17)

和(3．18)的求解，得到等效模量矩阵，代入宏观问题进行下一步求解。得到各点宏观应

变后，继续对所有分析点进行微观迭代求解，再得到各点的等效模量，如此往复。

基于宏微观两个尺度非线性问题的分解和联系，整个问题的求解转化为宏观尺度上

一个连续体的非线性弹性问题和微观尺度上～组定义在分析点上的小规模弹塑性问题。

这个过程尽管需要求解一个两层次的迭代，但是效率仍然要比完全结构弹塑性分析高的

多。

图3．2给出了整个求解过程的流程图，空间采用有限元离散。其中迭代终止时物理

量记做·～：宏观计算相关量包括：单元形函数N，结构反力F8“”，初始宏观节点力

向量F=fNr．iI斟fN7．讨r，总刚度矩阵K；微观杆系有限元计算相关量包括：单元
五 F

形函数n，节点力向量f，模量矩阵d，几何矩阵b。
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宏观问题 微观问题

给定微观结构

‘

应用式(17—18)预测

{ 材料等效横量Do

对单胞施加周期性边界条件
r

和力f一．二．，b’·d(一)·E求各高斯点的宏观应变E -

0
在各高斯点求解微观问题

得到最大微观应力。▲
一 一。7

扩=o，f 小FP<、￡—云：土—>1；二二；
l

。也坐
宏观：采用Ne州on-R叩hson

迭代求式(2—4) 对微结构施加周期边界条件和迭
f=0 代驱动力f=一∑b。7-d：·E“1

—+求解K’(DJ)·△U。=F『
+尹”

U7“=U7+AU’ 微观：采用N．R迭代格式(14)
女●日¨I ⋯，+J、 求解式(5—9)，迭代中不断更新累群E⋯=册【u⋯)

杆件模量和应力，直到微结构应

力白平衡，得到最终的““和口?l

求解，。。。。：fB，．z。柏．⋯一一J掣“‘高产“1咖
j l∥“。_计算高斯点模量D“1(∥⋯)

F。”=F—F““·’“
上告每畛
r

上

U铆’=U“1．D～=D‘”

<参7-匦
叫uo=u一，Do=D娜’，r=F一 }． ’宏微观信息传递

图3．2基于数值均匀化的类桁架材料结构弹塑性求解框图

F遮．3．2 FloWchaIt for elastD-pla鲥c analysis ofstnlctLlres wim仃1Iss．1墩e mate—als

，25．
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3．2数值算例1

(a) (b)

图33类桁架材料构成的悬臂粱：

(a)宏观结构和边界条件；(b)代表单胞的构形、尺寸和截面积

F培3．3 A c锄mev汀c唧osed of扛1lss-ln(e m种鲥al：
(a)M∞ro．snlJcclⅡe and b咖nclaly c咖dnions；(b)Micro·啪cn聪composed ofbars

首先考虑一个如图3．3(a)所示的悬臂粱，梁长￡=1m，高6=O．4m。我们的计算对

象是类桁架材料作为桁架简化后的模型，单胞形式和各构件的面积尺寸如图3_3(b)所

示。由于均匀化方法基于单胞无限小的假设，计算过程与单胞的实际尺寸无关，因此这

里单胞尺寸是无量纲的。与此相区别的是，如果考虑稳定性问题，单胞尺寸及代表体元

的选取将对结果产生影响。杆件材料的本构模型设为双线性及随动强化模型，弹性阶段

模量丘=210·109P臼，塑性阶段模量E。=90+l 09砌，，屈服应力crr=6·108忍，。宏观结

构采用四边形八节点单元离散，网格划分见图3．4，网格数为10x 8；微观部分采用杆

单元。

3．2．1简单加载下的计算精度和效率

首先考虑右端均布载荷E。=10。Ⅳ。作为数值比较，使用ANsYS计算具有图313(b)

单胞构形的实际结构。以图3．5为例，此实际结构由20×8个单胞空间周期排布形成。

需要注意实际结构中单胞数目变化时，要保证其体分比和图3．3(b)中的微观结构一致。嚣麓
品

图3．4宏观结构离散

Fig 3．4 FE discr嘶口bon of也e ma口0-s椭ctuTe

图3．5 ANsYs计算模型

Fig．3．5 Compu诅tion aI model forANSYS

鬻黜^^^^^
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表3．1爿节点的位移比较(10一3 m)

Tab．3．1 Corrlp盯isonofdispIaccmentresu恼atnode■(10一3m)

。翌烹曼。。勰：：：：：篙 登 ：裟：嚣芸 ：‰。sen鼬n 10等摇豁静嘲 翌 箱嬲：湍盏 ；9

10x8【RVEⅡ】 554 4．7499_4 ·0．75384 8

Corn口1ele c0卿u协tion 200x80 97122 4．69672 -0．70508 60

bv ANSYS lOOx40 24562 4．6“74 ·0．68055 24

表3．1列出了我们结果和ANSYS计算的实际结构在彳点的位移结果和求解耗时(微

机性能：Pen￡-um 2．4G；768M内存)的比较。其中RVE II表示选择四个如图3．3(”所

示的单胞作为代表体元的数值结果。尽管算法倚赖于高斯点处的分析计算，但是从表3．1

可以看到：计算结果对单元内高斯点数目并不敏感；代表体元的选取对于结果影响很小。

由于均匀化理论基于单胞无限小的假设，因而实际结构中单胞尺度相对宏观结构越

小，其计算结果应当越趋近于均匀化的数值结果。表3．1的数据表明：ANsYs的结果随

着实际结构单胞数目的增多，也就是单胞绝对尺度减小，逐渐趋近于本章的数值均匀化

结果。而同时，等效计算在求解时间上的效益也迅速增加。因此，具有空间周期排布桁

架类单胞的结构，尤其当单胞数目较多时，采用基于数值均匀化的弹塑性计算，耗时少，

并且能够达到较高精度。

”jk—‰。。：。。0
”

习尹‘=’￡：{。t／一／扩匿砒磊
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圈3．6给出了两种计算方法在毛=O．4m(即梁上边界)和而=0．3搠处(见图3．4)

多个点的位移误差结果：第一组是单元中问节点：第二组是单元角节点；第三组是非单

元节点。误差基本在同一水平上。图3．7给出了杆件3在加载结束时的应力分布比较。

(a) 凹
图3．7杆件3的应力分布

(a)数值均匀化结果；(b)实际结构ANsYs结果

Fig．3，7鼬tss di出协udoⅡofb口3

(a)by Homog蚰izat溉；∞byANSYs

3．2．2宏观网格划分的影响

图3．5的宏观网格划分非常规则，而与之比较的实际结构的单胞同样是方形。这样，

每个单元总可以对应于实际结构中一些单胞的组合。去除这样的巧合是否会对结果产生

影响?考虑图3．8中的两种单元划分，节点4的位移结果和计算耗时比较见表3．2。可

以看到，宏观网格划分对于结果的影响很小。在工作量方面，宏观网格划分将影响到宏

观计算的自由度和微观计算的次数，求解时间略有差别，但都保持在较低的水平上。

薛垂舞鬻孽摹匪彗圭硅鲑匿奎圭岩主划
h正}sHI MESHII

图3，8宏观单元划分

Fig．3．8 Didbl。曲tFEmeshesofmacro—stnlcturo

表3．2不同网格下节点』的位移和求解耗时比较

Tab．3．2 C0mp撕son ofdisplac咖ellt resu虹at node彳锄d岫cons毗【噼ion usin窨di蛾黔nt mesh∞
The n啪b盯ofEl帅ents Then啪b盯ofNodes H(10。M) v(104肌)Time(J)

MESH l 277 80 4．74735 -o．74619 4

MESH Il 257 72 4．74479 ．0．72493 3
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3．2．3加卸载问题

下面考虑卸载和再加载的问题，分别定义三个载荷步：石：E，=108Ⅳ，五：只。一O，

五：《，=一5+lO’Ⅳ，顺序加载。我们的数值结果(单元数目lo×8、9高斯点)和ANsYs

实际结构的结果(单胞数目200×80和100×40)的比较见表3．3。可以看到，基于数值

均匀化的弹塑性求解方法可以高效而较精确地处理此类非单调加载问题。

表3．3不同加载历史下节点名的位移比较(10。拼)

Tab．3．3 Displacemcnt咄ul毽at node爿under di行erent loading histories

Num盯icaJHomogeⅡi硝丘曲【Mesh：10)c8】 4．76866—0．789ll 1．13816一O．31924，O．68633=0．05客瓦一

c唧lete colnputation【celk：200x80】 4．69675 —0．70508 1．09675 -0．24334 加．70853 ．0．03723型墅塑竖坚熊坠I三!鳖!幽】 !：丝!丝塑：!!!堑!：堕i!!里：丝!!j兰：!!!塑：!：!箜!1

3．2．4不同加载路径的问题

图3．9显示了三种不同的加载路径忍(肛l，2，3)，分别使结构由不受外力到最终受荷

载组合C．=8×107Ⅳ，C：=2×106^r。分别使用数值均匀化方法计算这三种加载路径下

的弹塑性问题，并且与实际结构计算结果进行比较，结果如表3．4所示。可以看到，不

同加载路径得到了不同的结构响应，且与ANsYS计算的实际结构结果符合较好。

圉3．9不同抽载路径

Fig 3．9 Di腧rellt load．mg routh掂

表34不同加载路径下一点位移结果比较(104m)

Tab．3．4 comp喇son ofdispl枷em resu№at node爿吼der di圩brer旺loadillg routilles
材 V “ v ” "

Comple协c锄putmion【ccns：200x80】 228079 1 96047 2．54∞3 1．“277 2 29435 1．91326
—旦婴坚坚墅笆堕!!翌匹唑：!!!!塑】 ；兰!坚!!：!!!!!!：丝墅!：!!!!!!：!!!塑!：!!!!!
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3．2．5算法适用范围的讨论

由于均匀化理论基于单胞无限小的假设，实际结构的计算只有可能随着单胞尺度相

对宏观结构尺度比值的减小丽逐渐逼近均匀化的解答。下面讨论在一定精度要求下，本

章计算格式的适用性问题。

在3．I的题设条件下，采用宏观网格10×8和单元高斯点数为9的数值结果作为数
值均匀化的基本结果，将一点xl方向位移Ⅳ作为数值比较对象。

图3．10给出了相对于ANsYs结果的计算误差随实际结构翻方向单胞数增加的变

化曲线。可以看到，如果以5％的误差作为容许值．那么实际结构中单胞在规方向上达

到50个，也就是耽方向上达到20个，就能够满足这个精度要求。

在上面例题中，宏观结构的最大尺度和最小尺度的比值可以认为是三：6=10：4。表

3．5给出了具有不同高宽比的梁(即宏观结构最大尺度和最小尺度比值变化)，在一定计

算精度的要求下，实际结构在两个方向上需要的最小单胞数目。从结果可以看到，托方

向上的最少单胞数目结果相对期方向更加稳定，因而对计算误差起决定作用的是宏观结

构最小尺度方向上的单胞数目。如果考虑主要变形Ⅳ，那么如果要求计算精度达到6％，

宏观结构的最小尺度，也就是梁高6方向上的单胞数目需要达到20～50。

图3．10计算精度随实际结构卸方向单胞数目的变化曲线

Fig．3．10 Evolmion ofresuh em)r wi血respect tD me nmnber ofcells‘m工【djrccdon
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№酎妇t沁rea№ic

图3．1l带圆形空洞的梯形粱

Fig．3．11A虹印e∞idaIca埘leverwIm ahole

3．3数值算例2

算例I的宏观构形和材料单胞都是方形，实际结构可以理想的包含有限个完整单胞。

然而，为了适应实际工程中复杂的宏观边界，很难保证单胞的完整性。如图3．1l所示

的有圆孑L的矩形梁，在孔边界和上下斜边上，单胞都不能保证完整性，这样的问题更具

一般意义。

图中几何参数和载荷分别为：6I=0．6m，62=O．4柳，63=0．3m，三=l卅，，=0．1m，

C：=2×108Ⅳ／m，同时考虑图3．3(b)的微观结构。采用数值均匀化计算结构的弹塑性响

应(宏观有限元节点数目46“，八节点四边形单元数目1440)，并且和ANSYS计算的

实际桁架结构(节点数目5“48，杆件数目149378)在点4(七=l，¨．，6)进行位移比较。

从表3．6可以看到，基于数值均匀化的弹塑性求解格式对于具有较复杂宏观构形的问题

仍然能够保证较高的精度。

表3．6不同位置节点位移和实际结构的比较

Tab．3．6 Comp盯ison OfdispkeInent resuhS砒six nod％

“(101m) v(101m)
Node Num盯ical Complete compu协tion N啪erical Complete compu协Cion

Homo鲫ization by ANSYS Homogeni砑tion by ANSYS

A， 29．4941 30．2951 一115．1365 -118．0423

A， -27．5953 ．27．9469 -115．4792 ．117．9859

氐 O．9804 1．0646 —32．05l 1 ．33．1470

A． 3．7350 3．9490 -18．8130 -19．3373

A。 0．1967 0．1988 ．6．0368 ．6．0879

A^ 也．7283 12．6976 ．18，8407 ．19．3510
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3．4结论

本章讨论了基于数值均匀化的类桁架材料结构弹塑性计算方法：由于构件有较高的

长细比，因而可以采用桁架模型模拟：采用宏微观两级弹塑性分析方法，将一个大规模

桁架系统的结构弹塑性计算转化为一个宏观连续体的非线性弹性问题和一组小规模桁

粲结构的弹塑性问题进行求解，能够在保证较高精度的前提下计算效率获得很大提高。

基于以上求解过程，分析并讨论了两个不同的宏观结构分别在简单加载和非单调加

载下的弹塑性响应。与ANsYs计算的实际结构的比较表明：在宏观结构最小尺度上的

单胞数目达到一定水平时，本章的求解格式能够达到较高的计算精度和求解效率；宏观

网格划分的规则性和代表体元的选择对于结果的影响不明显：方法在处理加卸载和不同

加载路径等问题时，同样获得了较理想的结果；方法可以应用于边界包含不完整单胞的

类桁架结构的弹塑性模拟。
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4考虑制造性的两级协同拓扑优化

结构优化设计大致可分为三类，即尺寸优化。形状优化和拓扑优化。相对于前两种

优化。拓扑优化能从根本上改变结构拓扑，更能体现真正意义上的最优设计。因此，拓

扑优化技术成为了结构设计、材料设计和结构／材料一体化设计的一种广泛使用的有力工

具。但是，应用常规拓扑优化算法得到的结果常伴有细小结构、棋盘格式和灰色单元，

这给实际制造带来了一定的困难。由于这些问题的存在，制造性研究也一直是拓扑优化

领域的～个重要方向。

本章的研究内容主要针对以下两个问题：1．结构／材料一体优化中，现有工作往往

基于全设计域内材料微结构可变的设定，这样得到的结果非常不便于制造。2．结构优化

的设计结果常表现为整个设计域内的复杂构型，此时较大的设计会给制造带来更多的困

难。对于这两个问题，我们引入了均一微结构和模块化制造思想，分别提出了有利于制

造的优化模型，从而在问题初始设定时就避免了一些可能的制造困难。

4．1基于均匀化的两级协同拓扑优化

应用均匀化方法和s衄P方法求解连续体拓扑优化问题得到的结果往往包含有灰色
区域。此时，人们总是想得到清晰的”黑．白”设计，于是提出了各种各样的方法来避免灰

色区域的产生，常见的有密度惩罚【301、周长约束p”、过滤法f32】等等。但随着具有多孔

特征的超轻质材料的深入研究和广泛应用，传统的实心材料结构设计理念己经不能满足

需要，因此结构／材料一体化设计逐渐成为了研究的热点。

在现有的结构，材料一体化设计中，材料徽结构的优化结果在宏观尺度上往往表现出

非均匀性。Ro州gues等㈣在2002年提出了结构，材料层级设计的方法。此工作非常强调

材料微结构的拓扑设计和目标函数的最优化，也得到理论上非常理想的结果。但从图

4．1(a)所示结果来看，材料微结构点点不一样，在宏观上表现出“黑．变灰色．白”的密

度分布。这样的设计结果从目标函数上来看非常优越，但是在制造上却存在相当大的困

难。阎军等1年I】图4．1(b)对十字形胞元的线性蜂窝材料以应力为目标讨论了密度和壁厚两

类变量优化问题，得到了非常新颖的结果，但同样表现出了材料微结构点点相异的特点。

本节试图通过结构和材料两个尺度上的协同拓扑优化得到均一多孔材料构成的轻

质结构。为了提高优化结果实际应用的可能性，我们非常强调可制造性的体现，所以假

设了材料微结构的宏观均一性。所谓协同设计就是将两个尺度上设计集成到一个优化问

题中，这样能够考虑到它们之间的相互影响，这也使得我们的设计区别于给定材料的结

构设计和单纯的以得到给定性能或者极限性能为目的的材料微结构设计口2，42Ⅲ1。
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(a)层级优化1．o】

(a)Hierarchi∞1 op斑ni髓吐on
H。】

相对密度分布 单胞孔径分布

(b)两类变量优化‘411

∞哪iIni珊ion w曲咖cl∞∞s of如咖v耐ablesHl】
图4．1文献结果

Fig．4．1 Resul协ofm鼢enc骼

图42各向异性多孔材料构成的结构

F毽．4|2 A gtmcture 00mpDsed Dfporous卸isdⅡ印ic material

．34．
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4．1．1问题描述

图4．2所示的就是一个由各向异性多孔材料构成的结构，其特点是材料微结构在整

个结构域内保持一致。注意到在下面的讨论中，我们将涉及到两个材料的概念：一个是

各向异性多孔材料，另一个是基体材料。基体材料表示传统的实体材料如铝和合金等等；

而备向异性多孔材料(有时我们会简称之为材料)由给定基体材料构成并具有任意的周

期性微结构(即不局限为十字形胞元，蜂窝等特定形式)。

我们的目标在于得到如图4．2所示的“灰-白”设计，而并非“黑．白”设计或“黑．

变灰一白”设计，因此我们要求宏观材料“灰度”(即材料相对密度)的均一性。这样

就产生了两个问题：

1．微观尺度}如何定义“灰色”材料?如前所述，“灰色”材料可以描述为具有特

定周期性微结构的多孔材料。所以我们的一个主要目标就是在材料的一个最小代表体元

(胞元)y上对材料微结构进行拓扑设计。

2．宏观尺度：如何分布“灰色”材料?这个尺度的核心问题在于如何在宏观设计域

上分配“灰色”多孔材料以得到最大的结构性能。

这两个问题都可以归结为经典的拓扑优化设计问题。为了实现协同设计，我们需要

把它们集成到一个优化模型中。首先定义两组独立的设计变量：结构设计域上的宏观密

度P(x)和材料胞元设计域上的微观密度p(Y)。假设结构设计域为Q且受外荷载F，则

最小柔顺性设计的列式为：

A伽拥把e：c=JF·wQ (4．1)
n

p删．『P施

(1D，解打馏加r，：f=———1；j{}r一≤f (4．2)

lodY—
c0删，Ⅱ加f盯：p⋯=七丽一=广 (4．3)

c口附相加Ⅲ：O<d≤P≤l，O<Jsp≤l (4．4)

这里c表示结构柔顺性，也就是目标函数；U表示结构变形，这是一个依赖于两个尺度

上密度变量的函数。

约束I定义了系统相对密度f小于给定值；，这实际上为可用蒸体材料的使用量设

定了一个上限。这里矿“是宏观设计域Q的面积。由于采用了多孔材料，‘的定义和常
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规单尺度拓扑优化问题有一些区别，因为这里包含了多孔材料的相对密度p⋯。对于

单尺度问题，p⋯等于l；而在我们的问题中，p⋯是0到1之间的一个数。

约束II定义了多孔材料相对密度P⋯等于给定值f”。由于多孔材料制造工艺的限

制。我们这里假设f”在0．2到O．6之间。这个约束相当于给定了多孔材料的相对密度。

从而微观问题就只剩下了对于拓扑形式的设计。

由约束(4．3)和(4．4)，宏观尺度上的多孔材料用量可以由下式表示

， pQ =
声2爷≤寺 (4-5)

'

不等式的左边表示宏观尺度上多孔材料的使用量，右边给这个使用量施加了一个上限。

由于总的材料用量f是一个给定值，如果在微观尺度上分配更多的材料，即给定更大的

f”(使用密度更大的多孔材料)，那么宏观尺度上的材料体积(面积)占整个设计区

域的体积(面积)比就自然会减少，这就是两个尺度间的材料分配问题。

约束III给两个尺度上的密度变量分别设定了一个界限，这里占是一个预先给定的

非常接近于0的数。

B瓣懈缱r诚Ⅵtm Poro埘矾qo口onlc m埘erldl

el衡“cmo锄砒D丑 wiIhe船甜№m幽沁妒

D“=矿D5 D一=r D“

漱td i30lr印证Por越B^nbo协单忙
h觚mE P甜硷t岫ii∞^faterki pd’口l吐almH

图4‘3基于惩罚法的协同优化设计

Fig．4．3 Penalization_based concIlH蜘t o皿imiz毗ion州幽咖cl昭s dcsi印v盯iabIes

4．1．2密度惩罚和数值处理

为了数值求解的方便，首先需要对两个尺度上的设计域分别进行单元划分。如图4_3

所示，假设设计域Q被划分为Ⅳ个单元而设计域y被划分为n个单元。每个单元分别分

配一个独立的O-1之间的密度变量：宏观尺度上第f(f=l，2，⋯，Ⅳ)号单元的密度为P．，

微观尺度上第，(，=1，2，⋯，n)号单元的密度为p，。
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为了得到清晰的拓扑，我们采用惩罚法对密度进行指数惩罚。微观尺度上，很自然

地我们将采用结构拓扑优化常用的sIMP(solid IsonDpic Ma把rial w油Penalization)方

法。假设基体材料的模量矩阵为D。，那么密度值为p的点模量值可表示为

D“=p4·D8 (4．6)

这里口表示惩罚的指数值。

然而在宏观尺度，多孔材料的等效性能不一定是各向同性的，因此沿用SIMP将不

再合理。实际上，由于微结构的设计采用了拓扑优化技术，而且没有限定具体的拓扑形

式，得到各向异性多孔材料的可能性是非常大的。因此，尽管在这个尺度上的惩罚处理

非常类似于SIMP。但是PAMP(PoD0us Anisa订opic Matcrial wn Penalization)的名称更

为合适。如果给定各向异性多孔材料的模量D”，那么密度为P的点模量D一可表示为

D⋯=P·D8 (4．7)

在数值算例中我们将看到，在微观尺度上仅仅惩罚是不足以得到清晰拓扑的，需要

采取迸一步措施以避免模糊的徽结构拓扑。为了限制可行设计的复杂度并且抑制棋盘格

式的产生，已经有多种方法被提出：对于结构周长施加上界约束p”，引入过滤机制【42l，

对于相邻单元密度梯度施加约束H51等等。这里，我们将引入一类周长约束Hq作为本节优

化问题的第四个约束。

上 一

函，咖泐∥：，=∑‘‘(nl—n2)2≤， (4．8)
I-l

这里m表示单元数，‘表示第t个单元界面的长度(连接单元．i}1和．i}2)。≯是一个预先

给定的上界值，我们将在数值算例中对此参数做进一步讨论。

4．1．3结构分析和敏度求解

在数值优化中，对给定的设计计算目标函数是非常重要的一步。根据(4．1)，由于外

加力己知，由结构分析得到变形U后可以自然得到目标函数c。因此，下面主要讨论结

构分析的过程，其有限元列式为

K·U=F

K=』B7-∥·B掘
n

(4．9)

(4．10)

这里K是结构总刚度矩阵，B是应变／位移矩阵，u和F分别是位移u和外力F的离散

向量，它们都是按全部自由度扩展后的矩阵表示。D“在(4．7)中已定义为D”的函数。
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D”表征多孔材料的等效弹性模量，是联系两个尺度的非常重要的纽带：一方面它

决定于微观胞元的拓扑形式．另一方面它又是结构分析中的关键变量。D”的计算可以

依照经典均匀化方法的两个实现步骤：首先，对周期性胞元施加周期性边界条件和胞元

协同变形相关外力，并进行结构分析。

k·¨=Ib7 rD”删 (4．11)

k=fb7．D“．b拶 (4．12)

这里k是微结构总刚度矩阵，u是微结构变形，b是应变，位移矩阵，它们都是按全部自

由度扩展后的矩阵表示。D”定义见(4．6)。第二步，计算胞元域上的积分得到等效棋量

D”=击『D“．(I-b．u)胛 (4．13)
{yIf

、 ’ 、 ’

这里I对于二维问题是一个(3x3)的单位矩阵，I】，l是胞元的面积。

(4．6)-(4．13)完成了对于结构的分析，得到了结构变形u。基于此，我们得以在已知

当前设计变量值的前提下计算出当前的目标函数值。

一个典型的数值优化过程通常包含两个最主要的部分：一个是分析，一个是最优搜

索。对于后者，已经有很多成熟的算法可供选用。在应用一些基于梯度的算法如序列线

性规划(sLP，Sequent’a1 Line耵Pro翠amming)和序列二次规划(sQP，sequ训“
Quadratic Progmmmin曲时，敏度的显式表达能够显著提高计算效率。利用已有的式子，

我们可以得到如下两缀导数求解式。

篝：一势坐竽．u，
。a(JB7‘笮-矿·啪)
一再u；·卫—两一Ⅲ，持l 01’

=一u；，fB7．口．Pf～．DⅣ．BdQ．u，(4．{4)

=一詈·uj·f旷芹-D”·酗Q-u，

：一竺旦
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参书．秘书驾#．u ㈨，，

一努叫旷筹一加，
这里cf是第f个单元的柔顺性，D”对于n的导数可以由映射算法H71计算

至此。我们已经给出了结构分析和敏度求解的计算步骤。下面我们将给出计算流程

图，其中各关键步骤均己和列式相关联。

图4．4流程图

Fig 4|4Flow cIlart
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4，1．4数值算例1：关于f，f”和y的讨论

首先考虑图4．5所示的MBB粱，一方面验证我们提出的方法，另一方面讨论三个

一一一
参数f，f”和r的影响。虽然我们将看到这三个参数都会对拓扑结果和柔顺性目标值

一=；
产生影响。但其实它们本质上是不一样的：f和f“是数学模型中的材料用量限制，而y

仅仅是数值处理的控制参数。

粱上边中点作用竖直载荷尸=1000，下边两端分别有一个绞支座和一个滑移支座。

基体材料的杨氏模量为占=2．1×105，泊松比为v=0，3。几何尺寸分别是：三=4和^=l。

因为我们只关心定性结果，所以例题的物理量均为无量纲。由于对称性，我们仅将右半

边结构和材料微结构(图中灰色区域)作为设计域。宏观设计域网格为50x25，而微结

构网格为25×25，均采用八节点实体单元。最优搜索将使用DOT优化器的sQP算法。
一 一 一

为了讨论周长约束的影响，首先采用确定的f卸．1，f”；0．4和变化的，进行求解。

如表4．1所示，如果不施加周长约束或者控制周长不足够小，将得到非常复杂的微结构

拓扑，且柔顺性指标也相对较大。由此我们建议，对于微观设计有必要进行一定的数值

处理，这样做可以帮助得到清晰的拓扑和优越的目标值。但是，需要注意控制周长也不

能过小，否则将导致收敛困难、出现中间密度、或者搜索不到好的结果。例如，，_2时，

微观拓扑结果就比较模糊，对应的柔顺性指标也相对较大。

下面设定，=4，而变化基体材料总量f。表4．2的结果显示：微结构拓扑形式的差

异还是比较大的。当材料总体积占设计区域体积的比例f=0．25时，微结构拓扑在旋转

45度后和图4．6(a)所示的三角形胞元相似，这是一个具有很好面内力学性能的胞元形

式【48]。f=0．075时，微结构在旋转45度后类似图4．6(b)所示的混合胞元，这同样是一

个力学性能很好的微结构形式。这些相似性说明了我们提出的方法的确得到了比较好的

结果。此外，我们发现宏观设计也随着f的提高而变化．这是材料性能与多孔材料可用

量变化的结果。在柔顺性指标方面，较多的可用基体材料得到了较好的性能，这是合理

的。

图4，5MBB梁

Fig．4 5MBB bcm
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霾圈
(8)mmgulⅡcelI (b)MⅨed ceIl

图4．6线性蜂窝材料的两种微结构

F远．4．6 1、vo micmg咖ctllres for Llnc盯cellu胁Mdce^alH叼

在前面的讨论中我们提到过材料在宏观尺度和微观尺度之间分配的问题，也就是
=；一==一；=一

f／广和f”的竞争关系。下面我们令广变化而f：0．12，通过例题来研究这一竞争关
：=一

系对于拓扑优化结果的影响。如表4-3所示，较大的f”得到了较小的系统柔顺性，此

时材料更多的被分配在了微观尺度。这表明对于此问题，使用密度较高的多孔材料(增

强材料)比使用密度较低的多孔材料(宏观结构显得更粗壮)更有利于提高系统的刚度。

4．1．5数值算例2

这个算例中，我们将通过L形梁(图4．7所示)设计结果和期望结果的比较，进一

步验证我们提出的两级协同优化的设计方法。结构上边固定，右边旆加一组外力模拟弯

矩。几何尺寸上，a=l而6设定为一个由^决定的变量。约束变量孑，广和；分别取
为O．1，0．4和4。

6=A．口

妙
一。

4

图4．7L形梁

F碴．4．7AL-shaped bcam

L／

厂、曰)(口)
图4。8L形粱的分解

Fig，4．8 Adecomposmon ofthc L．shaped beam
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注意到在我们的问题里，宏观尺度上材料被设定为均一的，而应力状态在宏观结构

的不同区域确是变化的。所以，要求微结构均一的要求某种意义上是一个多目标的优化

问题。这个L形梁就是一个很好的例子，它可以分解为如图4．8所示三个部分。对于B

部分，弯矩施加在左右边，这将导致x方向的主变形，从而我们可以期望微结构设计结

果会具有较大的x方向模量。依照类似的分析，对A部分，微结构拓扑的y方向模量应

当较强。这明显是一对矛盾。但由于材料的均一性假设，这对矛盾必须被放在同一个问

题里面求解，微结构的设计结果需要同时照顾到A部分的应力状态，也需要照顾到B

部分的应力状态。也就是说，两方面是竞争的关系但也需要协调。在这种情况下，A和

B之间酌权重比就显得非常重要了。权重在这里可以理解为A和B之间的面积毖，可

以由五来进行调节。我们考虑了A的四个取值情况；A=0，B部分不存在，A部分起主

导作用：五=1，B部分的权重被加强了；五_2和3，B部分逐渐成为了主导。下面我们

将分别讨论在这四种题设条件下的结果。

拓扑结果及其表示的材料弹性模量结果见表4．4。这里引入模量比D膏，碟来表征基

体材料在两个方向上的分配，其中D：(二维问题中p，g=l，2，3)表示模量矩阵的对应元

素。从结果可以看到：随着五的提高，B部分权重的增强，x方向刚度要求的增大，模

量比也在逐渐提高，表明基体材料被逐渐应用于增强x方向的弹性性能。这一结果和上

面的分析非常一致，再一次验证了两级协同设计的合理性。

4．1．6结论

为了得到最优各向异性多孔材料构成的最优结构，我们提出了一个协同拓扑优化设

计的方案；

1．分别定义了两组设计变量。使得两个尺度上的设计相对独立。

2．采用拓扑优化技术，微结构不再局限为特定构形，从而可以得到多种多样的具有

多孔特性的超轻质材料。

3．为了得到清晰拓扑，引入了PAMP方法在宏观上对各向异性多孔材料进行惩罚，

而传统的SIMP方法则被应用于宏观尺度设计中。

4．两个尺度的设计被集成为一个优化问题并且协同求解，得到了新颖的结构形式。

5．我们非常强调材料微结构在宏观尺度上的均一性，此假设可能在一定程度上削弱

了结果的优越性，但由此带来的制造上的方便是很吸引人的。
==一

6．通过数值算例，我们验证了方法的有效性，讨论了约束常数f，f”和y。

7．我们发现很多情况下，最优微结构表现为类桁架特征，再次印证了类桁架材料的

优越性。现存的类桁架材料制造方案也为结果的实现也提供了保障。
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表4．1变化y的结果

1’曲．4．1 R∞ults for varying歹

歹 歹 complim Mi∞s讥I咖l呻l。gy

叭：¨：，s·s 鬟
0．12 O．4 3 5675

0．12 04 4 5676

0．12 0．4 8 7077

O．12 0．4 N，A 7583

0．09 0．4 7292

O。12 0．4 5676

O．18 O．4 3707

0．25 0．4 2234

∑厶 曰霹
S赵 ≤囊
孓△ Q骊
，煞 寸骊

，43．

鬟《豁鬻

了=婺≠了了
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表4．3变化f“的结果
===

T曲．4．3 Re刚ts f缸varying f加

表4．4L型粱的设计结果

Tab．4．4 R％ultS ofthe卜shapedbeam dcsi印

-44-
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4．2基于子结构的两级协同拓扑优化

对于结构设计，拓扑优化的结果往往给出一个在整个设计区域内很复杂的构型。许

多学者曾尝试从不同角度提高结果的可制造性。最近的工作包括cheng等p卅提出的基于

特征的拓手卜优化方法和chellappa等【”1提出的基于有限尺寸特征的拓扑优化。如图4．9

所示。这些结果仅仅包含非常易于制造的少数几何构型，非常利于工业实现。

(a) (b)

图4．9文献结果：(a)基于特征的设计【4q，(b)基于有限尺度特征的优化pw

Fig 4 9 Resuhs ofre衙ence：(a)Featured．based d。si盟㈣，@op缸ization wi也6nite．si∞d缸tllres”01

本文将从另外一个角度出发考虑制造性。我们希望将模块化制造的思想引入结构拓

扑优化。具体做法如图4．10所示：将整个设计域分割成有限个设计子域，对每个子域

的拓扑进行强制关联，要求他们具有相同的拓扑，然后对子域拓扑和予域密度进行协同

设计。这实质上是一个宏观尺度上的优化问题，但我们仍然认为它具有两级：第一级是

最优的子结构拓扑，第二级是子结构在空问的最优分布。在我们的优化模型中，这两级

的优化工作是同时展开的。因此，我们称之为基于子结构的两级协同设计。这样做的好

处在于，如果我们采用冲剪工艺挖去多余材料，可以用固定的冲头：对于有些需要在现

场施工建造的结构，例如桥梁，这样的设计使我们可以采用拼装工艺，事先按照标准模

板加工成同样的子块，最后通过拼装就可以得到整个结构，显然可以降低制造成本。

我们在上节讨论了基于均匀化的两级协同优化设计。由于均匀化假设材料胞元相对

于结构尺寸无限小，所以其对于材料宏观性能的预测结果属于极限值而无法准确反映胞

元尺寸的影响，当然也无法体现胞元尺寸对优化结果的影响。而本节中的重复子结构是

具有实际尺寸的，所以对比两部分内容可以研究重复结构实际尺寸对优化结果的影响。

^≈l’霉k b}ock ^o々眦“口t∞_。0艟dwllhd畸日i∞*KDcb

口

图4．10基于子结构的两级设计

Fig．4．10 1Ⅵo-scale desi鲫based on subs打ucnlre
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pId n pⅢ n¨。译．pIrl矿

图4．1l基本思想

Fig．4．11 B雏icidea斯tlle subs缸ucnlre-b∞edooncu玎髓tdesign

4．2．1实现过程

这里的优化模型和常规麴单尺度优化模量类似，区别在于我们要考虑两个闰题的耦

合，即子结构自身的拓扑设计和子结构在空间的分布。因此首先定义两组设计变量：第

一组是子结构内单元密度p，(，=l，2，．．．，肌)，称为微观变量。第二组是子结构块的整体密

度P席=1，2，．．，H)，称为宏观变量，它的不同设计可以导致结构的不同拓扑。每一个子结

构中的所有对应位置单元具有相同的微观设计变量乃，换言之，每个微观设计变量n共

控制了n个分布在各个子结构中的单元：而宏观设计变量P，则控制第f个子结构中的所

有单元的密度，共m个。优化模型如下

埘”枷妇：c=IF·￡wQ (4．17)
矗

∑∑P』·岛·l

cb凇抛姗，：型』-L—一s； H．18)
／

C口凇打u抽fⅡ：O<占≤P，sl，O<JsP，≤l (4．19)

这里c表示结构柔顺性，也就是目标函数；F是外力；Ⅳ表示结构变形，这是一个依赖

于两个尺度上密度变量的函数。

约束1定义了结构相对体积小于给定值f，这实际上为材料的使用量设定了一个上

限。这里y是设计域Q的蕊积，而一表示子结构中第歹个单元的面积，这对于每一个子

结构的对应单元都是一样的。约束III绘两类密度变量分别设定了一个界限，这里艿是

一个预先给定的非常接近于O的数。

结构分析可参见以下列式

K·U=F (4．20)
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K=p7·D·BdQ=∑∑』B7·D¨·BdQ
0 ’

，q。

D。=砰-疗‘D8

(4．21)

(4．22)

其中D。是第f块子结构里第／个单元的弹性模量，可以由(4．22)式求得a实际上这是由

材料密度按照人工密度法(sIMP)的密度和弹性模量的关系求得的，口是惩罚指数，D。

是基体材料的模量。敏度计算时需要注意：由于我们设置了变量关联，需要对相关单元

作累加，具体体现在以下式子中的求和号上。

筹2一u’。筹‘u=一莩莩u≯‘ZB7’詈剧跳u ㈤，，
=一·芹。-∑u孔J Br·∥·D。·B搬)·u“

荔一u7。参。u一军莩吒’cnfn嚣‘肘龇u 。。∽
=啪劈～‘∑u乙·(』B『‘r·D5·蹦国．-。

4．2．2数值算例

同样考虑图4．5所示的MBB粱，几何尺寸和边界条件不变。图4．12展示了不同约

束条件和不同予结构数目下给出的优化结果。其中f表示结构相对密度上限，即材料用

量，这里考虑了O。1 5，O．25，O．35三种情况：n表示设计域划分的重复子结构份数．这

里考虑了2·4和4·8两种情况；m表示一个子结构内的单元数目，这里取为400：c仍

然表示设计目标函数值，即结构柔顺性指标取值。将这些结果分成几组进行比较：

(a)；=015，^=32，m=4观c=2225．46

(b)；=o．25，月=8，m=400，c=791．94
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(c)f20·25，n。32’m24帅，c5 786·14

(d)f2 o．35，n232，m=400，c=483．40

(e)f=0．25，^=32，m=400，c=2225，46，不考虑两级优化

图4．12优化结果

Fig．4．12 R∞ul咖g铆)olo科

1．(b)和(c)的划分子结构数目不同。得到的子结构分布和子结构拓扑均有一定区别，

可以预见子结构数目越多将越趋近于基于均匀化的两级优化的结果。从目标函数上来

看，较多子结构块数的(c)结果较优越，这是由于优化设计具有更大的设计空间。

2．(a)，(c)，(d)的给定材料上限逐渐增加。很自然的，最多材料的(d)具有最好的结

构刚度。对于柔顺性设计，优化结果通常是用满所有可用材料，即材料越多刚度越大。

但是如果考虑热耗散、渗流、抗冲击等多功能目标时，更多材料就未必能够获得更好的

目标了9”。

3．(c)和(e)的设计方法不一样，(c)采用的是本节提出的两级协同优化方法，而(e)采

用的是常规拓扑优化考虑子结构关联的优化方法，但不允许予结构密度在设计域内变

化，也就不允许整个结构的拓卦变化。很明显的，我们方法得到的结果更优。

4．2．3结论

本节提出了基于子结构的两级协同优化设计方法：

1．我们定义了两组设计变量分别表征子结构拓扑和子结构分布，并且将两个尺度的

设计集成到一个优化问题中进行协同求解。数值算例给出了新颖的结构拓扑形式。

2．采用这一设计方法使得我们可以将一个大规模的靠4造问题划归为多个小规模的

制造问题，给制造带来了一定的方便。
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3．由本节算法得到的数值结果可以认为是上节基于均匀化的两级协同优化结果的

尺度效应体现。因为子结构的引入考虑了结构重复部分的实际尺寸，而均匀化方法的胞

元是没有实际尺寸的。
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结 论

本文围绕着超轻材料及其构成结构的力学性能和协同优化，开展了以下研究：考虑

随机缺陷的材料等效力学性能预测、类桁架材料构成结构的弹塑性快速等效算法、以均

一微结构为前提的结构／材料两级协同优化设计、基于子结构的两级协同优化设计等。相

应结论如下：

1．从数值的角度证实了随机性材料模量预测中存在的尺度效应，即预测结果随着代

表体元的增大而趋向一个极限值。周期性边界条件优于Dirichlct边界条件，但Dirichlet

边界条件的实现相对简单。采用标准Dirichlet边界条件时，选择边界存在离散构件的胞

元可能会对结果产生比较大的影响，因此我们建议避免采用此类胞元。

2．提出了考虑内部胞元能量等效的代表体元法。数值算例表明此方法能够有效削弱

边界条件和胞元选择对于预测结果的影响，能够在相同的精度要求下节省计算工作量，

同时不增加额外的求解步骤，从而继承了Dirichlet边界条件实现简单的优点。这一方法

可以应用于各类具有周期性微结构的超轻材料在具有和不具有随机特征时的等效弹性

模量预测。

3．给出了基于数值均匀化的类桁架材料结构弹塑性计算格式。此算法将一个大规模

桁架系统的结构弹塑性计算转化为一个宏观连续体的非线性弹性问题和一组小规模桁

架结构的弹塑性问题进行求解，能够在保证较高精度的前提下有效提高计算效率。与实

际结构离散建模的计算结果比较表明：在宏观结构最小尺度上的单胞数目达到一定水平

时，等效求解格式能够达到较高的计算精度积求解效率：结果对于宏观鼹格划分和代表

体元选择不敏感：算法能够用于分析具有各种宏观构形的结构在简单加载和非单调加载

下的弹塑性响应。

4．提出了以均一微结构为前提的多孔材料和结构的协同优化方案矗E们分别定义了

两个尺度上的设计，并将其集成到一个优化模型中进行协同求解，因此可以同时得到结

构和材料微结构的最优设计。由于采用了拓扑优化技术，微结构不再局限为特定构形，

从而可以得至n多种多样的具有多孔特性的超轻质材料。通过引入sIMP、W。MP和周长

约束，在两个尺度上都得到了比较清晰的拓扑结果。我们非常强调材料微结构在宏观尺

度上的均一性，此假设可能在一定程度上削弱了优化解的优越性，但由此带来的制造上

的方便是很吸引人的。数值算例充分验证了方法的有效性和可靠性，我们还讨论了约束

常数的影响。我们发现在很多情况下，最优微结构表现为类桁架特征，这再次印证了类

桁架材料的优越性，而且现有的类桁架材料制造方案也为结果的实现也提供了保障。



超轻质材料和结构的协同分析与优化

5．提出了基于子结构的协同优化设计方案。我们定义了两组独立设计变量分别对应

子结构拓扑和子结构分布，并将其集成到一个优化模型中进行协同求解，数值算例给出

了新颖的结构拓扑形式。由此得到的结果可以逐渐逼近基于均匀化的两级协同优化结

果，因为子结构的引入考虑了重复结构的实际尺寸，而均匀化方法的胞元是假设无限小

的。此外，这一设计方法使得我们可以将一个大规模的制造问题划归为多个小规模的制

造问题，给实际制造带来了一定的方便。

本文研究内容涉及超轻材料的性能预测、多尺度计算和优化设计，尽管展示的结果

局限于二维问题和简单力学性能(弹性、弹塑性)，但其中的思想和方法同样可以应用

于解决三维问题和考虑多功能(力、热导、热耗散等)的课题，这些都是可行、有意义

并且很有挑战性的工作。
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