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模糊数学基础

交流学习

王建宏
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隶属函数确定

模糊关系

模糊综合评判

实例介绍
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1、模糊集

模糊集理论

美国加州大学

控制专家

L.A. Zadeh

1965年开创
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1、模糊集

模糊集 直觉模糊集 区间值直觉模糊集

L-模糊集 L-直觉模糊集

区间值模糊集
Vague

(Vague Set)
灰色集随机集

(Random Set)

粗糙集
(Rough Set)

D-S
证据理论

柔性集
(Soft Set)

A完全导出B

A部分导出B

A扩展得到B

A与B等价A B
A B
A B
A B

在农业、林业、气象、

管理科学、系统工程、

经济学、社会学、生态

学、未来学、语言学、

军事学、地质学等领域

得到广泛应用，并取得

显著成效。
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1976年 传入我国

1980年 成立中国模糊数学与模糊系统学会

1981年 创办《模糊数学》杂志

1987年 创办《模糊系统与数学》杂志

我国已成为全球四大模糊数学研究中心之一

（美国、西欧、日本、中国）
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集合是现代数学的基础概念

模糊集合是集合的发展，是模糊数学的基础

经典集合论任意元素和任意一个集合之间的关系
是“属于”和“不属于的”；强调精确性

模糊集合论是用“隶属度“来表示的；强调模糊性

经典集合表示 “非此即彼”

模糊集合表示“亦此亦彼”
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Crisp set vs. Fuzzy set

A traditional crisp set A fuzzy set
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Crisp set vs. Fuzzy set
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冷 热
舒适温度

0 15 25 40

1.0

0 15 25 40

1.0

经典集合对温度的定义 模糊集合对温度的定义

冷 舒适温度 热
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1.2 概念

定义1-1    模糊集合：论域U中的模糊集F用一个在区间

[0，1]上的取值的隶属函数 来表示，即Fμ

]1,0[: →UFμ

.,10
0)(
,1)(

F
Fu

Fu

F

F

F

表示部分属于

；，表示完全不属于

；表示完全属于

<<

=

=

μ
μ
μ

Fμ 是用来说明隶属于的程
度。

}/))(,{( UuuuF F ∈= μF可以表示为：
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例1-1   设F表示远远大于0的实数集合，则它的隶属度函

数可以用下式来定义

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

>
+

≤

= 01001

1
00

2

x

x

x

Fμ

可以算出u(5)=0.2； u(10)=0.5; u(20)=0.8；
表示5属于大于零的程度为0.2，也就意味5算不

上是远远大于0的数。
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1.3 模糊集的表示

若U为离散域，即论域U是有限集合时，模糊集合可以有以下

三种表示方法：

1、查德表示法 即： ii

n

i
F uuF /)(

1
∑
=

= μ

例1-2     考虑论域U={0,1,2,……10}和模糊集F”接近于0的整

数“，它的隶属度函数表示法

1.0 / 0 0.9 /1 0.75 / 2 0.5 / 3 0.2 / 4 0.1/ 5F = + + + + +
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2、“序偶”表示法：

))(,()),(,()),(,{( 2211 nn uuuuuuF μμμ ""=

3、“向量”表示法

)}(,),(),({ 21 nuuuF μμμ ""=

4、“积分”表示法

F
U

F
u
μ

= ∫

1.3 模糊集的表示
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1.4 集合运算

定义2-2     论域U中模糊子集的全体，称为U中的模糊幂集，记
作F(U)，即

]}1,0[:/{)( →= UAUF Aμ

对于任一 ，若 ，则称A为空集 ，

若 ，则称A=U为全集 。

Uu∈ 0=Aμ φ
1=Aμ
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定义2-3    设A、B是论域U的模糊集，即 ，

若对于任一 都有 ，则称B包含于A，或者称

B是A的一个子集，记作 。

若对于任一 都有 ，则称B等于A，记

作 。

)(UFBA ∈、

)()( uAuB ≤

AB ⊆

)()( uAuB =

AB =

u U∈

u U∈

模糊集合是利用集合中的特征函数或者隶属度
函数来定义和操作的，A、B是U中的两个模糊
子集，隶属度函数分别为 BA μμ 和

1.4 集合运算
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定义2-4   并：并 的隶属度函数 对所有的 被

逐点定义为取大运算，即

)( BA∪ BA∪μ

)()( uu BABA μμμ ∨=∪

式中，符号 为取极大值运算。∨

u U∈

定义2-5   交：交 的隶属度函数 对所有的 被

逐点定义为取小运算，即

)( BA∩ BA∩μ

)()( uu BABA μμμ ∧=∩

式中，符号 为取极小值运算。∧

u U∈

1.4 集合运算
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定义2-6   补：模糊集合A的不隶属度函数 ，对所有
的 ，被逐点定义为

−
A

μ
Uu∈ )(1 uA

A
μμ −=−

例2-3   设论域 中的两个模糊子集为：},,,,{ 54321 uuuuuU =

54321

3.04.016.06.0
uuuuu

A ++++=
54321

7.04.03.06.05.0
uuuuu

B ++++=

则
5432154321

7.04.016.06.07.03.04.04.03.016.05.05.06.0
uuuuuuuuuu

BA ++++=
∨

+
∨

+
∨

+
∨

+
∨

=∪

5432154321

3.04.03.05.05.07.03.04.04.03.016.05.05.06.0
uuuuuuuuuu

BA ++++=
∧

+
∧

+
∧

+
∧

+
∧

=∩

1.4 集合运算
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U

1

0 A(u) U

1

0 B(u)

U

1

0 A c(u)

交 并 补

U

1

0
(A∪B)(u)U

1

0
(A∩B)(u)
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1、绪论
定理2-1   模糊集运算的基本定律：设U为论域，A、B、C为U中

的任意模糊子集，则下列等式成立：

（1）、幂等律

（2）、结合律

（3）、交换律

（4）、分配律

（5）、同一律

（6）、零一律

（7）、吸收律

（8）、德.摩根律

（9）、双重否认律

AAAAAA == ∪∩ ，

CBACBACBACBA ∪∪∪∪∩∩∩∩ )()()()( == ，

ABBAABBA ∪∪∩∩ == ，

)()()()()()( CABACBACABACBA ∪∩∪∩∪∩∪∩∪∩ == ，

AAAUA =Φ= ∪∩ ，

Φ=Φ= ∩∪ AUUA ，

ABAAABAA == )()( ∩∪∪∩ ，

____________________________

ABBAABBA ∩∪∪∩ == ，

AA =
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1.5  模糊集的截集——从模糊中寻找确定，“矬子里选将军”

定义：设A∈F(U), λ∈[0,1] 则：

(1)                                                          称Aλ 为A的一个- λ截集，

称λ为阈值（或置信水平）

(2)                                                          称Aλ 为A的一个- λ强截集

(3)  SuppA={u|u∈U, A(u)>0}         A的支集

KerA={u|u ∈U,A(u)=1}            A的核

当A的核不空，称A为正规F集

})(,|{ λλ ≥∈= uAUuuA

})(,|{ λλ >∈=
•

uAUuuA

U

1
λ
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A(u)

u

.5

1

0
核

交点

支集

λ截集

λ
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1.5  模糊集的截集——性质：注意从有限到无限

截集 强截集

性质1 (A∪B)λ= Aλ∪ Bλ

(A∩B)λ= Aλ∩ Bλ

性质2      若{At |t ∈T}， 则

λλ )()( ∪∪
Tt

t
Tt

t AA
∈∈

⊆

λλ )()( ∩∩
Tt

t
Tt

t AA
∈∈

=

性质3     设λ 1  、λ 2 ∈[0,1]，
A ∈F（U），若λ 1 <λ2
则

12 λλ AA ⊆

性质1、2、3、4、5
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1.6  分解定理——模糊集用普通集合表示

可以看到，当λ从1下降到0的时候，就是从KerA
逐渐扩展为SuppA，因此，F集A可以看作是普通

集合族 {Aλ | λ∈[0,1]}

U

1
λ
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1.6  分解定理——模糊集用普通集合表示（2）

数积的定义：
模糊集合的数积：设λ∈[0,1]，A ∈F(U)， 记

(λA)(u)= λ ∧A(u) 则称λA为λ与A的数积。

U

1

0 A(u)

(λA)(u)= λ ∧A(u)

U

1 
λ

0 λ A(u)

数积的性质：1   若λ 1 <λ 2  则λ 1 A⊆λ 2 A

2   若A < B 则λA⊆λB
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1.6  分解定理——模糊集用截集表示：分解定理1

分解定理1 ：设A ∈F(U)，则

∪
]1,0[

)(
∈

=
λ

λλ AA

证明：因为Aλ是普通集合，所以它的特征函数

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
λ
λ

λ )(0
)(1

)(
uA
uA

uCA

)()0),(max(

))0(),(max(

))0(),1(max(

)))(()),((max(

))(()(

)()(

)()(

)()(

]1,0[]1,0[

uAuA

uCuC

uCuA

uAuA

uAuA

AuAA
uA

A

==

∨=

∧∨∧=

∧∨∧=

∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

<≤

<≤

<≤

∈∈

∨

∨

∨

∨

λλ

λλ

λλ

λλ
λ

λ

λλ

λλ

λλ

λλ

λ∪
推论：A(u)=sup{λ|u∈ Aλ }
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1.6  分解定理——分解定理1举例

A 1＝{u3}

A0.8 ＝{u3 ,u4}

A0.5 ＝{u2 , u3 ,u4}

A0.4 ＝{u1 , u2 , u3 ,u4}

A0.2 ＝{u1 , u2 , u3 ,u4 , u5}

3
1

11
u

A =

0.8
3 4

0.8 0.80.8A
u u

= +

0.5
2 3 4

0.5 0.5 0.50.5A
u u u

= + +

0.4
1 2 3 4

0.4 0.4 0.4 0.40.4A
u u u u

= + + +

0.2
1 2 3 4 5

0.2 0.2 0.2 0.2 0.20.2A
u u u u u

= + + + +

1 2 3 4 5

0.4 0.5 1 0.8 0.2A
u u u u u

= + + + +
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[0,1]

1 0.8 0.5 0.4 0.2

3 3 4 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 5

1 2 3

1 0.8 0.5 0.4 0.2
1 (0.8 0.8 ) (0.5 0.5 0.5 )

(0.4 0.4 0.4 0.4 ) (0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 )
(0.2 0.4) (0.2 0.4 0.5) (0.2 0.4 0.5 0.8 1)

(0.2

A A

A A A A A
λ λλ

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ

∈=

=
= + + +

+ + + + + + +
= ∨ + ∨ ∨ + ∨ ∨ ∨ ∨
+

∪
∪ ∪ ∪ ∪
∪ ∪

∪ ∪

4 5

1 2 3 4 5

0.4 0.5 0.8) 0.2
0.4 0.5 1 0.8 0.2

μ μ
μ μ μ μ μ
∨ ∨ ∨ +

= + + + +

1 2 3 4 5

0.4 0.5 1 0.8 0.2A
u u u u u

= + + + +



2006-6-9 中科院寒旱所遥感室 28

2、隶属函数确定

模糊集合是用隶属函数来描述的

模糊集合的特征函数称作隶属函数

隶属度函数实质上反映的是事物的渐变性
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2.1、隶属函数确定原则

2.1.1、表示隶属度函数的模糊集合必须是凸模糊集合；

例如“速度适中”的隶属度函数——在一定范围内或者一定条件下，模糊

概念的隶属度具有一定的稳定性——从最大的隶属度函点出发向两边延伸
时，其隶属度函数的值必须是单调递减的，而不许有波浪性——总之，隶属
度函数呈单峰（凸模糊集合）——一般用三角形和梯形作为隶属度函数曲

线。

非凸模糊集合

凸模糊集合
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2.1.2、变量所取隶属度函数通常是对称和平衡的

模糊变量的标称值选择一般取3—9个为宜，通常取奇数
（平衡）——在“零”、“适中”或者“合适”集合的两边语言值通
常取对称（如速度适中，一边取“速度高”，一般另一边取“速
度低”，满足对称）。

2.1.3、隶属度函数要符合人们的语义顺序，避免不恰当的重叠

在相同的论域上使用的具有语义顺序关系的若干标称的

模糊集合，应该合理的排列。下面的排列是错误的。

适中 高 很高

μ

0 32 速度

图 交叉越界的隶属度函数示意图
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2.1.4、论域中的每个点应该至少属于一个隶属度函

数的区域，同时它一般应该属于至多不超过两个隶
属度函数的区域。

2.1.5、对于同一输入,没有两个隶属度函数会同时

有最大隶属度

2.1.6、对两个隶属度函数重叠时，重叠部分对于两

个隶属度函数的最大隶属度不应该有交叉。

一般取0.3——0.7
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隶属度函数是模糊
控制的应用基础

如何确定
隶属函数?

初步确定隶属函数

自学习修改和完善

隶属函数的选择方法

模
糊
统

计
法

例
证
法

专
家
经

验
法

二
元
对
比

排
序
法
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2.2.1 模糊统计法

模糊统计法的基本思想是对论域U上的一个确定元素
v是否属于论域上的一个可变的清晰集的判断。

模糊集——如：青年人

清晰集——“17—30岁的人“、25—35岁的人”，对于同一个模糊集可以

有不同的清晰集。

n
AvAv

试验总次数

的次数
的隶属频率对

∈
= 0

0

模糊统计法计算步
骤：

N越大，隶属频率就越稳定，但是计算量比较

大。
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2.2.1 模糊统计法

单项变数模糊统计法：只考虑一项内容，如“青年”。
对论域U＝{“青年”,“非青年”}

Step1  确定论域。如人的年龄作为论域 U=[0,100]

Step2  形成调查表。如随机抽取129个大学生，在独立认真

考虑 “青年”的含义之后，给出各自的答案，形成129个
关于 “青年”的年龄段（数据表）
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2.2.1 模糊统计法

Step3  频数分布

表。如数据表中最小
年龄为14，最大为36。
以13.5为起点，36.5为
终点，以1为间距，形
成“年龄分组”，并统计

各段汇入数据数。

Step4  建立隶属函

数。从频数分布表就可以
写出“青年”的隶属函数

0.0155 14 0.2093 15 0.3953 16
0.2016 35 0.0078 36

A = + + +
+ +

"

Step5  隶属度。如求u=27的隶属度，从上表或隶属函数可得

A(u=27)=0.78
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例证法 例证法由已知的有限个隶属函数的值，
来估计论域U上的模糊子集A的隶属函数。

专家经验法 专家经验法是根据专家的实际经验

给出模糊信息的处理算式或者相应的权系数值隶属
函数的一种方法。

二元对比排序法 二元对比排序法是通过多个

事物之间两两对比来确定某种特征下的顺序，由此
来确定这些失去对该特征的隶属函数的大体形状。
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模糊控制中的隶属函数图形大概有以下三大类：

1、左大右小的偏小型下降函数（Z函数）

2、左小右大的偏大型上升函数（S函数）

3、对称型凸函数（II函数）

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−

+
<≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

<

=

bx

bxba
ab
bx

baxa
ab
ax

ax

baxS

1
2

21

2
2

0

),;( 2

2

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
= 2

2

2
exp)(

i

i
A

mxx
σ

μ

⎩
⎨
⎧

>+−
<−

=
bxabbxS
bxbabxS

bax
),;(1

),;(
),;(π

高斯函数

S函数

II函数
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x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

图 Z函数

图 S函数



2006-6-9 中科院寒旱所遥感室 39

x

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

x0

1.0
u(x)

0

1.0
u(x)

图 II函数
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3、模糊关系

3.1、关系的定义

关系是客观世界存在的普遍现象。如父子关

系、大小关系、属于关系、二元关系、多元关系、

多边关系等等(关系明确）

直积体现着两集合间的无约束关系，若给

以约束，就形成关系。在普通集合中，设论域U
和V，从U到V的一个关系定义为直积

的一个子集R，记为
RU V⎯⎯→

U V×



2006-6-9 中科院寒旱所遥感室 41

3、模糊关系

3.1、模糊关系的定义

设论域U和V，则 的一个子集R，就是

从U到V的模糊关系，记作

RU V⎯⎯→

这里的模糊关系R是属于模糊二元关系。其隶属

函数为映射 ，

隶属度 表示u0与v0具有关系R的程度

: [0,1]R U Vμ × →

0 0( , )R u vμ

U V×
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3、模糊关系

定义2-11   所谓A、B两集合的直积

},/),{( BbAabaBA ∈∈=×

中的一个模糊关系R，是指以 BA× 为论域的一个模糊子
集，序偶（a,b)的隶属度为 ),( baRμ

当然，也可以推广到n个集合的直积
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例2-6    设有七种物品：苹果、乒乓球、书、篮球、花、桃、菱
形组成的一个论域U，并设x1、x2、……..x7分别为这些物品的
代号，则U={x1、x2、……..x7}。现在就物品两两之间的相似

程度来确定它们的模糊关系。

R 苹果 乒乓球 书 篮球 花 桃 菱形

苹果 1.0 0. 0 0.7 0.5 0.6 0
乒乓球 0.7 1.0 0 0.9 0.4 0.5 0
书 0 0 1.0 0 0 0 0.1
篮球 0.7 0.9 0 1.0 0.4 0.5 0
花 0.5 0.4 0 0.4 1.0 0.4 0
桃 0.6 0.5 0 0.5 0.4 1.0 0
菱形 0 0 0.1 0 0 0 1.0
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对于确定的控制系统，系统的输入输出存在确定的关系；

对以模糊的控制系统，系统的输入输出存在模糊的关系。

∫
×

=×
VU

BA vuuuBA ),/())(),(min( μμ其中

例设U={1,2,3};V={1,2,3,4};
;4/2.03/4.02/6.01/8.0)(;3/2.02/7.01/1)( +++=++= uu BA μμ

)4,3/(2.0)3,3/(2.0)2,3/(2.0)1,3/(2.0)4,2/(2.0)3,2/(4.0
)2,2/(6.0)1,2/(7.0)4,1/(2.0)3,1/(4.0)2,1/(6.0)1,1/(8.0

++++++
+++++=×BA

1 2 3 4

1 0.8 0.6 0.4 0.2

2 0.7 0.6 0.4 0.2

3 0.2 0.2 0.2 0.2

vu
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3、模糊关系

模糊关系运算:

相等、包含、交、并、余



2006-6-9 中科院寒旱所遥感室 46

3、模糊关系
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例2-8    某家中子女与父母的长相相似关系R为模糊关系，可表示为

R 父 母

子 0.2 0.8
女 0.6 0.1

用模糊矩阵R来表示为

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1.06.0
8.02.0

R

该家中父母与祖父母的相似关系S也是模糊关系，可表示为

S 祖父 祖母

父 0.5 0.7
母 0.1 0
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用模糊矩阵R来表示为

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

01.0
7.05.0

S

那么家中孙子、孙女与祖父、祖母的相似程度如何？

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∧∨∧∧∨∧
∧∨∧∧∨∧

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

6.05.0
2.02.0

)01.0()7.06.0()1.01.0()5.06.0(
)08.0()7.02.0()1.08.0()5.02.0(

01.0
7.05.0

1.06.0
8.02.0
DD SR

P 祖父 祖母

孙子 0.2 0.2
孙女 0.5 0.6
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2、模糊关系的合成

前面讲的是
单个推理，
那么对于多
重推理如何

解决？

如：if  A   
then    B,  if   
b  then   C,  
则A与C是什

么关系？

模糊关系也存在关系合成，主要通过模糊关系矩阵来合成
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定义2-14    模糊关系合成：如果R和S分别为迪卡尔空间
和 上的模糊关系，则R和S的合成是定义在迪卡尔空间

上的模糊关系，并记为 ，其隶属度函数的计算
方法为：

VU ×
WV ×

WVU ×× SR D

},))],,((),({max[min(

},))],,((),((sup{[

minsup
VvUuwvvu

VvUuwvvuSR

sR

sR

∈∈∧=

∈∈∧=

−

∨

μμ

μμD

模糊关系合成算子sup-min存在以下特
性：

nmnm

mm

RRR
RRR

RR
RRIIR

D
D
DD
DD

=

=

==
==

+

+1

000
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4、模糊综合评判
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4、模糊综合评判
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4、模糊综合评判



2006-6-9 中科院寒旱所遥感室 54

4、模糊综合评判
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4、模糊综合评判

对本例数据，用

最大隶属原则，模型

I、III有缺陷，无法得

出正确的评定结果；

模型II、IV得到的评

定目标为O2（轰炸

机）。
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5、实例

耕地地力评价原理与方法耕地地力评价原理与方法

环境质量评价与系统分析环境质量评价与系统分析

基于模糊风险评估的自然基于模糊风险评估的自然
灾害风险管理策略分析灾害风险管理策略分析

农业地质调查工作内容及方法农业地质调查工作内容及方法

生态农业评价生态农业评价
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