
第四章  推断统计概述

第一部分  概率论基本知识
· 一、概率的定义；二、概率的性质；三、概率的加法定理和乘法定理

· 四、概率分布类型

四、概率分布类型
· 概率分布（probability distribution）是指对随机变量取不同值时的概率的描述，一般用概率分布函数进行描述。
· 依不同的标准，对概率分布可作不同的分类。

１、离散型分布与连续型分布
· 依随机变量的类型，可将概率分布分为离散型概率分布与连续型概率分布。
· 教育统计学中最常用的离散型分布是二项分布，最常用的连续型分布是正态分布。 
２、经验分布与理论分布
· 依分布函数的来源，可将概率分布分为经验分布与理论分布。
· 经验分布（empirical distribution）是指根据观察或实验所获得的数据而编制的次数分布或相对频率分布。

· 理论分布（theoretical distribution）是按某种数学模型计算出的概率分布。 
３、基本随机变量分布与抽样分布
· 依所描述的数据的样本特性，可将概率分布分为基本随机变量分布与抽样分布（sampling distribution）。
· 基本随机变量分布是随机变量各种不同取值情况的概率分布，

· 抽样分布是从同一总体内抽取的不同样本的统计量的概率分布。
第二部分  几种常见的概率分布
· 一、二项分布
· 二项分布（binomial distribution）是一种具有广泛用途的离散型随机变量的概率分布，它是由贝努里创始的，因此又称为贝努里分布。
· 2．二项分布函数
· 二项分布是一种离散型随机变量的概率分布。
· 用 n 次方的二项展开式来表达在 n 次二项试验中成功事件出现的不同次数（X＝0，1…，n）的概率分布，叫做二项分布函数。

· 二项展开式的通式（即二项分布函数）：
· [image: image1]
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· 成功概率 p；样本容量 n

·     在成功概率为p的总体中随机抽样，抽取样本容量为n的样本中，有X次为成功的概率：
· （X＝0，1…，n）   

·     称X服从参数为n，p的二项分布，记为：

· X～B(n,p)      其中，0<p<1

· 二项分布的性质
· 二项分布有如下性质：
· ①当p=q时，图形是对称的。

· ②当p≠q时，直方图呈偏态。p＞q与p＜q时的偏斜方向相反。

· 3．二项分布的平均数和标准差
· 如果二项分布满足p＞q且 nq≥5（或者p＜q且 np≥5时，二项分布接近于正态分布。可用下面的方法计算二项分布的平均数和标准差。
· [image: image6.wmf](
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二项分布的平均数为

· [image: image7.wmf]npq
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二项分布的标准差为
· 4．二项分布的应用
· 二项分布函数除了用来求成功事件恰好出现X次的概率之外，在教育中主要用来判断试验结果的机遇性与真实性的界限。 

· 一个学生凭猜测做10个是非题，平均可以猜对5题。什么情况下可以说他是真会而不是猜测呢？
· 解：猜对与猜错的概率：p=q=1/2。

· 猜对8的概率为0.044

· 猜对9题的概率为0.010

· 猜对10题的概率为0.001

· 猜对8题以上的概率为：0.044+0.010+0.001=0.055

· 一个教师对8个学生的作业成绩进行猜测，如果教师猜对的可能性为1／3，问：
· ⑴平均能猜对几个学生的成绩？

· ⑵假如规定猜对95％，才算这个教师有一定的评判能力，那么这个教师至少要猜对几个学生？
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这个教师至少要猜对5个学生，才有一定的评判能力
正态分布

· 正态分布（normal distribution）也称为常态分布，是连续型随机变量概率分布的一种，是在数理统计的理论与实际应用中占有最重要地位的一种理论分布。 

· 正态分布由棣·莫弗于1733年发现的。拉普拉斯、高斯对正态分布的研究也做出了贡献，故有时称正态分布为高斯分布。
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．1.正态分布曲线函数
正态分布曲线函数又称概率密度函数（即方程），其一般公式为
公式所描述的正态曲线，由σ和μ两个参数决定。

· [image: image22.wmf](
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将N改为频率，正态曲线形态不变。
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正态曲线的特征  
[image: image161.wmf](
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关于x=μ对称。
在x=μ处取得该概率密度函数的最大值，在             处有拐点，表现为钟形曲线。

  决定曲线在横轴上的位置，   增大，曲线沿横轴向右移；反之，    减小，曲线沿横轴向左移。

 决定曲线的形状，当      恒定时，    越大，数据越分散，曲线越“矮胖”’；     越小, 数据越集中，曲线越‘瘦高’。

曲线下面积为1。


[image: image2]
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[image: image3]
正态曲线下的面积规律
· 正态曲线关于均数对称；对称的区域内面积相等；
· 对任意正态曲线，按标准差为单位，对应的面积相等；

正态曲线下面积的含义

(-1.64(～ (+1.64(内面积为90%；

    (-1.96(～ (+1.96(内面积为95%；

    (-2.58(～ (+2.58(内面积为99%。

· 1.曲线下面积是全体数据落入某区间的概率；
· 2.曲线下面积是落入某区间的数据占全体数据的比例
[image: image25.wmf](

)

(

)

dx

e

P

X

a

a

X

2

2

2

2

1

s

m

p

s

-

-

¥

-

¥

-

ò

=

＜

＜

标准正态分布曲线
将标准分数代入正态曲线函数，则公式变换为标准正态分布函数：
· 以Ｚ为横坐标，以Ｙ为纵坐标，可绘制标准正态分布曲线。
· 标准正态分布曲线的纵线高度Ｙ为概率密度，曲线下的面积为概率。
3．标准正态分布曲线的特点
· ⑴曲线在Ｚ＝０处达到最高点
· ⑵曲线以Ｚ＝０处为中心，双侧对称

· ⑶曲线从最高点向左右缓慢下降，向两侧无限延伸，但永不与基线相交。

· ⑷标准正态分布曲线的平均数为０，标准差为１。

· 从Ｚ＝－3至Ｚ＝＋3之间几乎分布着全部数据（99.73%）。

· ⑸曲线的拐点为正负一个标准差处。

4.正态曲线的面积与纵线
· 1）累积正态分布函数
· 正态曲线与基线之间某一区间的面积，相当于能在该区间找到个体的概率。曲线下的面积，即累积概率是用积分表示的。
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· 累积正态分布函数是：

2）标准正态曲线下面积的求法 

· 利用积分公式可求出正态曲线下任何区间的面积，但需要计算，非常麻烦。

· 统计学家已编制好了标准正态分布表，使用非常方便。 
· 2）已知曲线下面积求Z值
· ①求Z=0以上或以下某一面积相对应的Z值

· ②求与正态曲线上端或下端某一面积相对应的Z值

· ③求与正态曲线下中央部位某一面积相对应的Z值

3)正态曲线的纵线
· 正态曲线的纵线高度Y是横轴上某一Z值的频率密度（即概率）
· （1）已知Z值求纵线高度

· （2）已知面积求纵线高度

三、正态分布的应用
1．以标准分数表示考试成绩 
· 比较学生的考试成绩时，使用原始分数不合理
· ⑴原始分制度没有提示考生成绩在考生团体成绩中的位置。
· ⑵由于各科命题难度不同，导致各科原始分之间不能直接比较，造成分数解释上的困难。

· ⑶各科原始分相加不合理。 
2．确定等级评定的人数

· 例：若有100人某种能力呈正态分布，欲将其分成五个等距的等级，问各等级应有多少人？
· 解：6σ÷5=1.2σ。

· 每个等级应占1.2个标准差的距离。

3、确定录取分数线
· 例：某项职业录取考试，准备在参加的1600考生中录取200人，考试分数分布接近正态分布，平均分数为74，标准差为11，问录取分数线是多少？
· 解：将200/1600=0.125作为正态分布上端的面积。

· P=0.5-0.125=0.375，则Z=1.15
· [image: image27.wmf]16
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录取分数线为
4.确定正态分布下特定分数段内的人数或某面积下（或人数）的分数段
· 例1：某地区某年高考物理科考生4.7万，平均分为57.08，标准差为18.04。试问：
· ①成绩在90分以上有多少人？

· ②成绩在80分到90分之间有多少人？

· ③成绩在60分以下有多少人？

解：先算出90分、80分、60分的标准分数。
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例2：某次测验分数为正态分布，其平均分为72分，标准差为6分，问：
①95%的学生分数落在平均数上下多少分中间？

②99%的学生分数落在平均数上下多少分中间

解：将95%和99%看作是正态曲线中央部分的面积。则，
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第三部分  抽样分布的基本原理
一、抽样的基本概念
· 1.总体与抽样   2.抽样的基本方法

1） 简单随机抽样  2）等距抽样   3）分层随机抽样

二、抽样分布
区分三种不同性质的分布：
· 总体分布：总体内个体数值的频数分布

· 样本分布：样本内个体数值的频数分布

· 抽样分布：某一种统计量的概率分布

1. 抽样分布的概念
2．平均数抽样分布的几个定理（中心极限定理） 

⑴从总体中随机抽出容量为n的一切可能样本的平均数之平均数等于总体的平均数。
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⑵容量为n的平均数在抽样分布上的标准差（即平均数的标准误），等于总体标准差除以n的平方根。
⑶从正态总体中，随机抽取的容量为n的一切可能样本平均数的分布也呈正态分布；虽然总体不呈正态分布，如果样本容量较大，也接近于正态分布
二、标准误
· 某种统计量在抽样分布上的标准差，称为标准误。如:平均数抽样分布的标准差称为平均数的标准误；标准差抽样分布的标准差称为标准差的标准误。
· 标准误用来衡量抽样误差。

· 标准误越小，表明样本统计量与总体参数的值越接近，样本对总体越有代表性，用样本统计量推断总体参数的可靠度越大。

· 因此，标准误是统计推断可靠性的指标
平均数标准误的计算

1．总体正态，总体标准差σ已知（不管样本容量大小），
　或总体非正态，总体标准差σ已知，大样本

[image: image36.wmf]n
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    平均数的标准误为：

平均数标准误的计算
2．总体正态，总体标准差σ未知（不管样本容量大小），或总体非正态，总体标准差σ未知，大样本。当总体标准差σ未知，需要用样本标准差来估计。
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总体标准差的无偏估计量：
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平均数标准误为：                ， 因为σ未知，用S代替：
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因此，平均数标准误的估计值为

三．平均数离差统计量的分布
由样本的平均数对总体平均数进行估计，首先要了解平均数离差统计量的分布，才能根据一定的概率，由样本的平均数对总体的平均数做出估计
1．总体正态，σ已知（不管样本容量大小）， 或总体非正态，σ已知，大样本
平均数离差的抽样分布呈正态分布
2．总体正态，σ未知（不管样本容量大小），或总体非正态，σ未知，大样本
     平均数离差的抽样分布呈t分布
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t分布的特点
⑴形状与正态分布曲线相似
⑵t分布曲线随自由度不同而有一簇曲线

⑶自由度的计算：

自由度是指能够独立变化的数据个数或总体参数估计中变量值能够独立变化的个数。

⑷查t分布表时，需根据自由度及相应的显著性水平，并要注意是单侧数据还是双侧。

有关自由度的其他说明
· 统计学中：在统计模型中，自由度指样本中可以自由变动的变量的个数，当有约束条件时，自由度减少。
· 自由度计算公式：自由度=样本个数-样本数据受约束条件的个数，即df = n - k（df自由度，n样本个数，k约束条件个数）
t分布表的查法
· 自由度df，t值和概率（面积或显著性水平）
· 3．总体σ未知，大样本时的近似处理
· 样本容量增大后，平均数的抽样分布接近于正态分布，可用正态分布近似处理。

· （注意：此时的分布仍然是t分布）
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第四部分  参数估计的基本原理
· 根据样本统计量对相应总体参数所作的估计叫作总体参数估计。
· 总体参数估计分为点估计和区间估计。

· 由样本的标准差估计总体的标准差即为点估计；而由样本的平均数估计总体平均数的取值范围则为区间估计

2.区间估计
· 以样本统计量的抽样分布（概率分布）为理论依据，按一定概率的要求，由样本统计量的值估计总体参数值的所在范围，称为总体参数的区间估计。
· 对总体参数值进行区间估计，就是要在一定可靠度上求出总体参数的置信区间的上下限
计算要求：

· ⑴要知道与所要估计的参数相对应的样本统计量的值，以及样本统计量的理论分布； 
· ⑵要求出该种统计量的标准误； 

· ⑶要确定在多大的可靠度（或置信度）上对总体参数作估计，再通过某种理论概率分布表，找出与某种可靠度相对应的该分布横轴上记分的临界值，才能计算出总体参数的置信区间的上下限。 
置信区间(confidence interval)
· 置信度或可靠度，即置信概率，是作出某种推断时正确的可能性（概率），即1-α。
· 显著性水平：α

· 置信区间，也称置信间距，是指在某一置信度时，总体参数所在的区域距离或区域长度。

置信区间是带有置信概率的取值区间。

显著性水平(significance level

· 对总体平均数进行区间估计时，置信概率表示做出正确推断的可能性，但这种估计还是会有犯错误的可能。
· 显著性水平就是指估计总体参数落在某一区间时，可能犯错误的概率，用符号α表示。 　　　
３.平均数区间估计的基本原理
· 通过样本的平均数估计总体的平均数
· 首先假定该样本是随机取自一个正态分布的总体(或非正态总体中的n＞30的样本)，而计算出来的实际平均数是无数容量为n的样本平均数中的一个。

· 根据样本平均数的分布理论，可以对总体平均数进行估计，并以概率说明其正确的可能性
总体平均数的区间估计
1．总体平均数区间估计的基本步骤
①根据样本的数据，计算样本的平均数和标准差；

②计算平均数抽样分布的标准误；

③确定置信概率或显著性水平；

④根据样本平均数的抽样分布确定查何种统计表；

⑤计算置信区间；

⑥解释总体平均数的置信区间。

2．平均数区间估计的计算
①总体正态，σ已知（不管样本容量大小），或总体非正态，σ已知，大样本
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2．平均数区间估计的计算
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平均数离差的的抽样分布呈正态，平均数的置信区间为：
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α=0.05时，总体平均数区间估计为
· [image: image46.wmf]n
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α=0.01时，总体平均数区间估计为
例题：某小学10岁全体女童身高历年来标准差为6.25厘米，现从该校随机抽27名10岁女童，测得平均身高为134.2厘米，试估计该校10岁全体女童平均身高的95％和99％置信区间。
· 解：10岁女童的身高假定是从正态总体中抽出的随机样本，并已知总体标准差为σ=6.25。无论样本容量大小，一切样本平均数的标准分数呈正态分布。于是可用正态分布来估计该校10岁女童身高总体平均数95％和99％的置信区间。
[image: image47.wmf]27

25

.

6

96

.

1

2

.

134

27

25

.

6

96

.

1

2

.

134

´

+

<

<

´

-

m

其标准误为
当Ｐ＝0.95时，Ｚ＝±1.96
因此，该校10岁女童平均身高95％的置信区间为：
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当Ｐ＝0.99时，Ｚ＝±2.58
因此，该校10岁女童平均身高99％的置信区间为：
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②总体正态，σ未知（不管样本容量大小），或总体非正态，σ未知，大样本
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平均数离差的抽样分布为t分布，平均数的置信区间为：
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例题2：
从某小学三年级随机抽取12名学生，其阅读能力得分为28，32，36，22，34，30，33，25，31，33，29，26。试估计该校三年级学生阅读能力总体平均数95％和99％的置信区间。
· 解：12名学生阅读能力的得分假定是从正态总体中抽出的随机样本，而总体标准差σ未知，样本的容量较小（ｎ=12<30），在此条件下，样本平均数与总体平均数离差统计量服从呈t分布。
· 于是需用t分布来估计该校三年级学生阅读能力总体平均数95％和99％的置信区间。
由原始数据计算出样本统计量为
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当Ｐ＝0.95时，
因此，该校三年级学生阅读能力得分95％的置信区间为：
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当Ｐ＝0.99时，
因此，该校三年级学生阅读能力得分99％的置信区间为：
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③总体正态，σ未知，大样本 

· 平均数的抽样分布接近于正态分布，用正态分布代替t分布近似处理：
[image: image71.wmf](
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例题3：
从某年高考中随机抽取102份作文试卷，算得平均分数为26，标准差为1.5，试估计全部考生作文成绩95％和99％的置信区间。
· 解：学生高考分数假定是从正态总体中抽出的随机样本，而总体的标准差σ未知，样本平均数与总体平均数离差统计量呈t分布。但是由于样本容量较大（n=102>30），t分布接近于正态分布，因此可用正态分布近似处理。
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样本标准差：
当Ｐ＝0.95时，Ｚ＝±1.96
因此，该年全部考生作文成绩95％的置信区间为：
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当Ｐ＝0.99时，Ｚ＝±2.58
因此，该年全部考生作文成绩99％的置信区间为：
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④ 总体非正态，小样本 

· 不能进行参数估计，即不能根据样本分布对总体平均数进行估计。
第五部分  假设检验的基本原理 

利用样本信息，根据一定概率，对总体参数或分布的某一假设作出拒绝或保留的决断，称为假设检验。
1．假设
· 假设检验一般有两个互相对立的假设。
· H0：零假设，或称原假设、虚无假设（null hypothesis）、解消假设；是要检验的对象之间没有差异的假设。

· H1：备择假设（alternative hypothesis），或称研究假设、对立假设；是与零假设相对立的假设，即存在差异的假设。

假设检验                   

· 进行假设检验时，一般是从零假设出发，以样本与总体无差异的条件计算统计量的值，并分析计算结果在抽样分布上的概率，根据相应的概率判断应接受零假设、拒绝研究假设还是拒绝零假设、接受研究假设。
2．小概率事件
· 样本统计量的值在其抽样分布上出现的概率小于或等于事先规定的水平，这时就认为小概率事件发生了。把出现概率很小的随机事件称为小概率事件。

当概率足够小时，可以作为从实际可能性上把零假设加以否定的理由。
因为根据这个原理认为：在随机抽样的条件下，一次实验竟然抽到与总体参数值有这么大差异的样本，可能性是极小的，实际中是罕见的，几乎是不可能的。

3．显著性水平
· 统计学中把拒绝零假设的概率称为显著性水平，用α表示。
· 显著性水平也是进行统计推断时，可能犯错误的概率。

· 常用的显著性水平有两个：

  α＝0.05   和  α＝0.01。

（ 或其他α＝0.10、α＝0.001等。 ） 
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在抽样分布曲线上，显著性水平既可以放在曲线的一端（单侧检验），也可以分在曲线的两端（双侧检验）。
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正态抽样分布上α＝0.05的三种不同位置
双侧检验和单侧检验
· 在确定检验形式时，凡是检验是否与假设的总体一致的假设检验，α被分散在概率分布曲线的两端，因此称为双侧检验。
· 双侧检验的假设形式为：

H0：μ＝μ0，    H1：μ≠μ0  

（样本平均数和总体平均数是否有显著差异）

· 凡是检验大于或小于某一特定条件的假设检验，α是在概率分布曲线的一端，因此称为单侧检验。
· 单侧检验的假设形式为：

H0：μ≥μ0，H1：μ＜μ0（样本平均数是否显著低于总体平均数）

或者 
 H0：μ≤μ0，H1：μ＞μ0（样本平均数是否显著高于总体平均数）
4．假设检验中的两类错误及其控制
· 对于总体参数的假设检验，有可能犯两种类型的错误，即α错误和β错误。
假设检验中的两类错误
	 
	当H0为真
	当H0为假

	拒绝H0
	α错误
	正确

	接受H0
	正确
	β错误


· 为了将两种错误同时控制在相对最小的程度，研究者往往通过选择适当的显著性水平而对α错误进行控制，如α＝0.05或α＝0.01。
· 对β错误，则一方面使样本容量增大，另一方面采用合理的检验形式（即单侧检验或双侧检验）来使β误差得到控制。

5．假设检验的基本步骤
一个完整的假设检验过程，一般经过四个主要步骤：
⑴提出假设
⑵选择检验统计量并计算统计量的值

⑶确定显著性水平

⑷做出统计结论
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