
摘要

本文主要研究密群和正则密群的性质，结构和正则密群上的同余．全文

共分五章．

第一章给出完全正则半群的一些基本概念和性质，同时固定本文经常使

用的符号．

第二章展开关于密群，正则密群和正规密群等的讨论．包括利用Green

关系和其它等价关系对密群进行刻画；用左(右)平移及同态对(正则，正规)

密群进行刻画；从簇的角度刻画密群；利用偏序关系对密群进行等价刻画．

最后我们介绍局部左正则纯正密群簇所满足的等式．

在比较充分地讨论密群之后，第三章利用左右正则带和～族群及群之间

的同态构造正则密群．

第四章给出密群的构造定理．首先和用带和一族群及群之间的同态构造

了密群，然后刻画密群之间的同态．

第五章首先给出了正则密群的同余的结构．利用半格和完全单半群上的

同余及完全单半群的同态刻画了正则密群的同余．然后刻蕊正则密群上的最

小纯正同余．
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Abstract

This Ph．D disertation consists of five chapters．We study properties

and constructions of(regular)cryptogroups and congruences on regular cryt>

COgroups

Some definitions and properties for completely regular semigroups are

proposed in Chapter 1．And then，we fix some notation which is used later．

The aim of Chapter 2 is to character cryptogroups and regular(normal)

eryptogroups using Green relations and other equivalent rdations，left(right)

translation and homomorphismsl some partial relations and variety．Finally,

an identity for locally left regular orthocryptogroup8 is introduced

After investigating properties of cryptogroups and regular cryptogroups，

in Chapter 3，We construct regular cryptogroups by left and right regular

bands，a family of groups and homomorphisms．

Chapter 4 is devoted to construct cryptogroups．Using bands and a fain-

ily of groups and homomorphism between groups，we charactered eonstruc—

tions of eryptogroups As an application，homomorphisms between cryp-

togroups are studied

We investigated congruences on regular cryptogroups in the final chap-

ter By congruences on semflattices and completely simple semigroups and

homomorphism目n．口of completely simple semigroups，congruences on reg-

ular cryptogroups are charactered．And then，we give the least orthodox

congruence on regular cryptogroups

Keywords：Cryptogroup；Regular Cryptogroup；Homomorphism；

Congruence；Variety
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第0章 引言

1941年， Clifford A_H在文[2】中提出了完全正则半群的概念．称半

群s是一个完全正则半群(Completely regular semigroup)，如果它的每个

元素都属于S的某个极大子群．所以完全正则半群有时也被称作群并．这

是一类重要的正则半群．在[2】中，Clifford证明了半群S是一个完全正则

半群当且仅当s是完全单半群的半格．这给出了完全正则半群S的整体结

构S=u。ey品，也就是通常所说的半格结构．所以完全正则半群S通常被

表示成S=(¨So)，其中y是半格，＆是完全单半群，o∈Y 1940年，

Rees在[23]中给出了完全单半群的一个优美的Rees矩阵表示．这样，完全

正则半群的局部结构也被很好地解决．接下来的问题是进一步确定乳和＆

之间的交互作用，这是一个相当复杂的问题．

Lallement于1967年在[11]中给出了完全正则半群的一个置换表示．

设S=(y；R)是一个完全正则半群，a∈S．A。∈"PT7(S)，阢∈P丁(s)

则)(：a一(k，p。)是s到P丁7(s)×P丁(s)的单同态，这里PT’(s)和

P丁(s)是s上的左平移和右平移(分别作用在左边和右fa)．这样，确定完

全正则半群S的结构，就归结于确定P丁’(s)×pT(S)的完全正则子半群

的结构．在同一篇文章中，Lallement还用完全单半群的平移包给出了完全

正则半群的一个结构定理．

Warne于1973年在文『26]中用群和右零半群的半格及左零半群的半格

的一般化的Schreier积刻画了完全正则半群．

1974年，Petrich在『171中用完全单半群的平移包的wreath积表示更

细致地刻画了完全正则半群的结构．

前述几个结构定理给出了S的完全单半群＆间的交互作用的刻画．然

而，寻找上述结构定理中的结构参数不是一件容易的事情．对于一些具有某

种性质而地位又比较重要的完全正则半群，我们期望给出它们的代数意义比

较明确的构造定理．

在完全正则半群中，最重要的两类是密群和纯正群(参看[31，[15]，[17])．

称一个完全正则半群s为密群(Cryptogroup)，如果s上的Green关系爿
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是一个同余．密群S被称为正则密群(Regular cryptogroup)，如果s／M是

一个正则带．而一个密群s被称为正规密群(Normal cryptogroup)，如果

s／“是一个正规带．在专著[15]中，Petrich证明了一个完全正则半群S是
正规密群当且仅当S是完全单半群的强半格．

一个完全正则半群S是纯正群(Orthogroup)，如果它的幂等元集合构

成带．在文[17】中，Petrich用完全正则半群结构定理中的参数垆：加u。，p
和妒即对完全正则半群进行了分类．在纯正群中，正规纯正群(正规纯正密

群)的结构相对简单，它可以被表述为左正规带， Clifford半群和右正规带

的织积(Spined product)．而正则纯正密群是左正则带，Clifford半群和右

正则带的织积．一般地，纯正密群是一个带和一个Clifford半群的织积f151

但是，即使是正规密群(完全单半群的强半格)和正则纯正群，也没有相应

的织积结构．

1973年，Yamada在文f2剐对正则纯正群的结构做了精彩的刻画，我

们认为有必要在这里复述Yamada定理(参看f271，[151)．

设L一(，，；L。)是左正则带，G=(y；G。)是Clifford半群，R=(y；风)
右正则带．如果

￡7(L)+!G—二÷￡(R)，

其中O-：9一％，r：9一％是满足下列条件的映射：

(1)aaLZ￡L。口，R口勺∈R。口，其中9∈G。

(2)口1。=A，，n。=m，其中i∈L。，p∈R。

(3)^t。o盯h=At。0h，VgThpp=Tghpp，其中g∈Gn，h∈G,s，i∈La卢，肛∈
只△日

在S=U。；y(k×G。×Ro,)定义乘法}：

(i，g，A)}(J，h，p)=(i(agJ)，gh，(An)弘)

则S是一个正则纯正群．反之，每一个正则纯正群都能如此构造．

在上述定理中，我们看到，正则纯正群S已经没有织积结构，而Clifford

半群G=(y；G。)通过诱导同态％和n分别影响左正则带L=(y；L。)

和右正则带R=(y；兄)的乘法．上述结构通常被称做半织积结构．而关于
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一般纯正群，Song，Zhang和Liu于2004年在[25】中给出了它们的一种构
造．

综上所述，作为完全正则半群的两个重要子类，密群和纯正群，它们的

公共子类，纯正密群是一个带和一个CSfford半群的织积，纯正群的构造已

被研究，而正规密群是完全单半群的强半格．但是，即使是正则密群的结构，

人们仍然知道不多．

x．z Kong和K P．Shum于2001年在f91中用了+单半群间的一族满足

一定条件的同态刻画了正则密半群的结构．

本文主要讨论密群和正则密群，偶有涉及正规密群．

首先，在第二章我们推导了密群和正则密群的一些新性质，包括利用

Green关系，偏序关系，其他等价关系和同态对它们做等价刻画．我们还建

立了局部左正则密群簇所满足的等式(定理2．3 7)：

(azy)o=(aoxoYo凸0Yo)o，a，口，Y∈S

在上述准备工作完成之后，我们给出正则密群的结构．前面提到，完全

正则半群是完全单半群的半格，而正规密群是完全单半群的强半格．我们

有理由推测，正则密群的结构应该介于完全单半群的半格和强半格之间．设

S=∽＆)是正则密群，这里y是半格而&=M(L，G。，A。；兄)是完全
单半群，Ⅱ∈Y如果a，∥∈Y满足o≥卢，则

臼。，卢：&—呻昂，zH z如，卢=z(ze卢z)o

是一个R到岛的同态．这个同态诱导出一个群同态

乩，口：G。—_÷GZ，9“g艮，口

且可用以．口刻画正则密群S的运算：

zy=(xye。口)oz以．。口Ⅳ知，。e(e。zzy)o，z∈咒，Y E 50．

而我们知道，如果S是正规半群，则xy=∞艮，。口ⅣOz，叩，这里如．口刚好是s

的强毕格结构同态．

利用群同态以．口：G。一G口，我们给出正则密群的结构(定理3．1．1)
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设y是半格，，=(y：厶)是左正则带，A=(y；A。)是右正则带．对

每个a∈}，，设咒=朋(L，G。，A。；只)是群岛上的Rees矩阵半群，其
中Sandwich矩阵R在(i。，1：)∈厶x A。处正规化．对于任意ox，卢，7∈y：

口2卢≥7，记u即({)=p1-弘1。l目p1抽u目，训a，芦(A)=p劣1幽-其中
i∈L，A∈A。设日邮是G。到G口的同态，且满足下列条件：

(i)氏，。=1G。

(讧)毋。．辟口妒、1=口。，7E。8。，(1。1口)．

(iii)pj,iO。，口=Vet,口(A)pl轨。1口u。，口(z)，对任意i∈厶和^∈A。

(1V)p-⋯1目z～，t1口z盯Ⅱ，芦=z％，芦plj^，qpi口，其中q∈如，即∈AB，z=
(i，g，A)E咒，记

z％，口=Ⅱ。，口(i)9瓦。pu。，口(A)

若z=(i，g，A)∈&，Y=(J，h，“)E品，在s=U。∈y&上定义乘法+

则S是一个正则密群．反之，每一个正则密群都能如此构造．

从上述定理能够看到，正则密群有一种半织积结构．需要指出的是，

U。；，G。一般不能通过群同态阢，口构成Clifford半群．但上述结构定理刻

画了左右正则带对正则密群第二个坐标的乘法的影响．作为应用，我们考察

了正规密群和左拟正规密群．

在本文的第四章，我们构造密群．当密群S不具有正则性时， 以．口已

经不是&到岛的同态．但它限制到&的每一个氕一类上仍然是一个同

态，从而诱导一个群同态，仍用艮．口表示：

目。．口：G。—-+G口，g—g如．p

在处理密群时，我们整体刻画带对S的第二个坐标的乘法的影响(定理4．1．1)．

设y是半格， B=(y；既)是一个带．对任意0：∈y，令＆=

jt4(B。，G。；只)是群G。上的Rees矩阵半群，如是G。的单位元．Sandwich

矩阵圪在在∈Ba处被正规化．记“。，口(。)=p。-i。。iPa。陆，％，口(o)=pi-。1ii。，
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其中＆，夕∈Y满足a≥p，口∈既．对任意a，∥∈y，其中a三卢，令瓦，口
是瓯到％的同态，且满足条件：如果口，卢．7∈y，口2∥之1，，

(i)日⋯=lc。

(ii)目a，口知，1=‰E。M(a衙
(iii)‰目。，口=口a．口(n)p。蔬“。，p(n)，对任意。∈B。．

fiv)硪p。函z口a，口=z％，口攻j护。-k1，对任意b，c∈昂和z=(。，g)∈＆，
其中

z％，声=程。，口(8)g艮，F％，口(8)。

对任意z=(o．g)∈＆，Y=(b，h)∈函，在s=U。∈y＆定义乘法*：

X+Y=(ab，2C0-a．口pp硒。Ⅳo口，ap)．

则S是一个密群．反之每一个密群都能如此构造．

从上述定理能够看到，密群也有一种半织积结构，而U。。y G。一般不

能通过以口构成Clifford半群．上述结构定理刻画了带对密群第二个坐标的

乘法的影响．证明密群的结构定理要比证明正则密群的结构定理困难许多，

作为上述定理的应用，我们研究了密群之间的同态(定理4．4．1)．

设S=(1，；&)，T=(z；死)是两个密群，且设∈：Y—Z是两个半格

之间的同态．对每个d∈Y，令％：晶一死∈是一个同态，且满足条件：

(1)对任意a，卢∈¨a∈乳，b∈勘，n％％丸(06)％口．
(2)对任意o，卢∈¨。2卢，％饥f，艇=‰，p阳．其中，札}，雕是咒∈到

?+碡的映射： 嚣妒。f．卢∈=茁(。e口{z)o．

则”=u。∈y％是S到T的一个同态．反之，对每个S到T的同态q，都存

在唯一的f和％，使得目能够如此构造．

在本文的最后一章，我们利用上述同态如、口和完全单半群上的同余刻

画了正则密群的同余．我们证明了下面的结果(定理5．2．10)．

如果(∈，叩Q)是S的同余成分(Congruence aggregate)，则P=p(fm)是

S上的使得rep=∈，pls。=％的唯一同余，其中口∈Y反之，如果P是s

上的同余，则(rep，P f品)是S的同余成分且P=p(rep,p[。。)



2004年i0月 中国科学技术大学博士学位论文 第6页
第0章引言

最后我们利用第3章和第4章的结构定理刻画正则密群和密群上的最

小纯正同余(定理5，3，2)．

设S=(y；咒)是正则密群．在s上定义二元关系o：设Ⅱ=(i，9，^)，b=
(J，h，肛)，

0=((。，b)∈＆×＆laT-lb，gh一1∈或}

则0是S上的最小纯正同余．

类似地，我们得到了密群上的最小纯正同余(定理5 3．3)



第1章基本概念和性质

本文所讨论的半群，如果没有特别指出，都是完全正则半群．我们把

一个完垒正则半群s表示成S=('二R)，其中}，是一个半格， 咒=

(L，G。，A。；R)是群G。上的Rees矩阵半群，Ⅱ∈Y本文所用符号，

如果没有指出，都是[15]中的标准符号．本章首先给出完全正则半群的一

些基本性质．然后介绍完全单半群，包括它的基奉性质，等价刻碴和同态．

我们今后将反复利用这些结果．

§1．1基本概念和符号

众所周知，Green关系是研究半群的重要工具．它们包括￡，佗，“，D，，

五种等价关系．设S是一个半群，a，b∈S aCb营S10=S1b，而am备
aSl=bSl．它们是最基本的两种Greel3关系．另外，托=￡A宠，口=￡V宠，

o了6营S1aSl=S1bSl．对于完全正则半群，容易证明，口=了．

半群S的一个元素a是完全正则的，如果存在o∈S使得。=

axa，ax=xa称半群s是一个完全正则半群，如果它的每个元素是完

全正则的．通过完全正则半群的这个元素定义，我们得到下列等价命题．

定理1．1．1．[[15】Theorem II．1，4]设s是一个半群．则下列命题等价．

(1)S是完全正则的；

(2)S的每个H一类是一个子群；

(3)S是群并i

(4)对任意a∈S，o∈aSa2i

(5)S是完全单半群的丰格． 口

Clifford f2]发现一个半群s是完全正则的当且仅当S是完全单半群的

半格．这对于完全正则半群的结构刻画是重要的．

由定理1 ll，可用。_1表示s的元素a在正k中的逆元，do表示仇
的单位元．且记

E(S)=(e∈SI e2=e}．

下列引理的证明是容易的．

7
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量!兰叁查堡篁皇兰堕 !!：!苎查堡垒童堑兰
引理1_1．2．设s完全正则半群，a，b∈s则a']-Ib甘a0=bo． 口

引理1．1．3．[[15】Lemma II 2．1】设s是完全正则半群，a∈s则n一1是唯
一和n可交换的a的逆元． 口

完全正则半群是一类同型代数类．它关于同态象，子代数和直积封闭，

也可以用恒等式表示，因此构成代数簇．用c冗表示完全正则半群簇．即

c冗=[a=aa_10，o=(a-1)～，aa～=a-1。

我们以后会碰到很多完全正则半群簇的子簇．这里沿用文献fl引中的记号，

列出一些重要的子簇并给出它们所满足的恒等式．

0=[(Ⅱobo)o=aObo] 纯正群

c7已o=[ax=axao] 左正则纯正群

冗7zo=陋。=aoxa] 右正则纯正群

且g=[(。6)o=(aObo)o】 密群

冗8蛋=[(axya)o=(azaya)o】 正则密群

cQ^厂嚣g=[(o。Ⅳ)o=(axay)o】 左拟正规密群

Ⅳ99=[(axya)o=(ayxa)o】 正规密群

OBG=[(06)o=aob01 纯正密群

7zo召9=陋(zⅣ)oa=axoooYo翻正则纯正密群

p-^厂8毋=[axyoa=ay037a] 正规纯正密群

sg=faxo=zoal Clifford半群

我们将陆续建立一些完全正则半群簇的子簇所满足的等式．

如果s的所有具备形式eSe，e∈E(S)的子半群都属于完全正则半群

簇的某个子簇V，我们称S是局部V，记做S∈LV我们以后会看到，对任

意的完全正则半群簇V，￡V构成完全正则半群簇的子簇．关于局部，我们

首先陈述几件有趣的事实．

命厢1．1．4．[[15]Proposition II．8．4】LBO=89 口

引理1．1．5．[[15]Lemma II．7．4]设s是一个完全正则半群．如果S是局部
纯正的，则S的每一个单侧主理想是纯正的． 口
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这个引理帮助我们确定局部纯正群簇．下面列出能用局部确定的一些完

全正则半群簇的子簇．

推论1．1．6．[[15】Corollary II 7．5j L(D=[(Ⅱz)。(。Ⅳ)o=((。z)o(oⅣ)o)o]． 口

定理1．1．7．[[15]TheoremⅣl，2】一个完全正则半群是正规密群当且仅当它

是局部翻i肋喇半群． 口

定理1．1．8．[[15j Theorem V 4，3】74是完全正则半群S上的正规带同余当
且仅当S∈三冗冗p 口

定理1．1．9“[15】Theorem III．1．3]一个完全正则半群s是完全单的当-g-4Z
当S是局部群． 口

对于正则半群s，定义一个关系≤：

oS b营存在e，f∈E《s)，使得o=eb=V，(a，b∈S)．

容易验证≤是s上的偏序关系．我们把这种用S的乘法运算定义的偏序关

系叫做自然偏序关系．

我们用E(z)和c(s)分别表示S上的等价关系和同余关系全体．设

P∈e(s)，称P是s上的V同余，如果s／；∈V令口∈c(s)}称s满足乒

优化，如果a，b，c∈S，a≥b，a≥C，bSc，则b=c．

称S上的自然偏序关系≤是左相容的，如果D，b，c∈S，o≤6号ca≤

c6类似地，可以定义自然偏序关系的右相容自然偏序关系如果既是左相

容的又是右相容的，我们则称它是相容的．自然偏序关系的相容性和Green

关系的优化很有联系．事实上，如下结果成立．

定理1．1．10．【【15]Theorem II 4 11]在正则半群s上，下列命题是等价的

(i)自然偏序关系是右相容的．

(ii)对于幂等元，S满足C一优化．

(iii)S满足C一优化．

下面的定理刻唾口优化和c一优化及亿优化的关系．

口
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定理1．1．11．【[15]Theorem II 4 14]在完全正则半群s上，下列命题是等价
的．

(i)S满足口一优化．

(ii)对于幂等元，S满足口．优化．

(iii)S满足C一优化和佗一优化．

(iv)对于幂等元，S满足C一优化和冗一优化． 口

在完全正则半群中，满足口优化的子类有非常好的代数性质．完全正

则半群s满足。一优化等价于S是正规密群，也等价于S是完全单半群的

强半格．而强半格结构通常被认为是好的代数结构．

定理1．1．12．[[15]Theorem IV 1 6]在完全正则半群S上，下列命题是等价

的．

(i)S是正规密群．

(ii)s是局部Clifford半群．

(iii)S满足口一优化．

(iv)S是完全单半群的强半格。

(v)s满足恒等式(axya)o=(ayxa)o

(vi)S上的自然偏序关系是相容的． 口

§1．2完全正则半群的基本性质

本节列出关于完全正则半群的一些结论．这些结论在我们以后构造密群

和正则密群以及构造同余的时候经常用到．

下列引理说明用更高一级的口一类中的元素做左平移和右平移时，分别

不改变￡关系和冗关系．

引理1．2．1．[[15]Corollary II．4．3]令n，卢∈Y，△≥卢，z∈＆，Y∈函．则

zyey，∥o兄F． 口

我们引进一些幂等元的性质．它们将帮助我们寻找密群的新的代数性

质，而这种代数性质对于密群和正则密群的构造，几乎是决定性的．

引理1．2．2．f[15】Corollary II，4，4】)令e，，∈E(S)
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(i)(e／)-1=(e／)o(，e)00，)o

(ii)e(／e)。=(ere)o=(e，)oe 巴

下面的一些引理是关于同余和同态的．

引理1．2．3．[[15]Lemma II 4．7】设S=(y；＆)是一个完全正则半群，P∈

c(s1．则

(1)如果o，卢∈y， 血≥卢，a，c∈咒，b∈岛且apb．则cpd，其中
d∈岛满足d茎c．

(2)令Q，p，'∈Y满足8三J8≥，y，a，。∈s。，"∈So，c∈s0且ape．

则zp'g，其中Y∈岛且wpz对某个z∈S．

(3)令a，z∈咒，b，9∈岛，apb，且z 2Ⅳ．则z聊 口

这个引理反映偏序关系和同余的联系．我们继续讨论同余和Green关

系的联系．

引理1．2．4．[[15】Theorem VI．5．1】设S=(y；咒)是一个完全正则半群

p E c(s)．用P表示S上的任意一种Green关系．则

(1)PVP=pPp，

(2)口(pVP)6营apPbp，向，b∈sJ 口

我们知道半群的同态有很好的代数性质，例如，它保持半群簇，保持幂

等元．

引理1．2．5．[[15】Lernma II 2 4]设T是一个半群，
群，妒：S—T是一个同态，则

(i)s妒是完全正则的．

(ii)对任意a∈s，a-1妒=(o妒)一1，aow=(o妒)o．

下列结果是引理1．2．5的自然推论．

S是一个完全正则半

口

引理1．2．6．[[1S1 Corollary II 2 51)设P是完全正则半群S上的同余，apb

则a-1pb～，aopbo，aOp=(oP)o． 口

引理1．2．7．[[15]Lemma II．3．3】设P是正则半群S上的同余，如果a∈

S，ap∈E(彤p)，则存在e∈E(nSn)，使得ape 口
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在本章的最后，我们讨论完全单半群．完全正则半群的最重要的结构特

征为它是完全单半群的半格．我们能够这样理解，对完全正则半群的结构刻

画在很大程度上依赖于它的局部结构，完全单半群的刻画．本节介绍的Rees

定理完美地刻画了后者的结构．我们还将叙述一些完全单半群的有趣的性

质，

引理1．2．8．[[15j Proposition III 1．1】设S是一个完全正则半群，则下列命
题等价．

(i)S是完全单的．

(ii)S满足恒等式(。6)o=(axb)o．

(iii)对任意a，b，X∈S，有abHaxb．

(iv)s满足恒等式Ⅱo=(axa)o．

(v)S满足恒等式a=(ax)oa． 口

我们知道，一类代数构成代数簇当且仅当它们是满足某些等式的代数

类．因此，完全单半群是完全正贝g半群簇的子簇．

定理1．2．9．[[15]Theorem II．4．2]在完全单半群s上，自然偏序关系是平凡
的，且S的所有幂等元本原． 口

满足下列定理中等式的蕴涵关系的完全正则半群类被称为拟簇．

定理1．2．10．[[15】Theorem III 1．3]设s是一个完全正则半群，则下列命题
等价．

(i)S是完全单的．

(ii)S是局部群．

fiii)S满足弱可消去性．

(iv)对任意a，b∈S有aTzab．

(v)S满足蕴涵关系a=ctxa：}z=xax

(vi)S的幂等元都是本原的。 口

设G是群，』，A是任意非空集合，P：A×I—G，其中，(A，i)P=P她
是映射．令S=I×G×A．在S上定义乘法

(i，g，入)◇，h，弘)=(i，9p撕&，芦)．
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容易验证，s是半群，称它为群G上的Rees A x f矩阵半群，用s=

jVi(I，G，A；P)表示，其中，P被称为Sandwich矩阵．

引理1．2．11．【[1s】Lemma III 2 2j设s=M(I，G，A；P)，则s是完全单半
群．且

E(s)={(i，p嚣，A)∈sli∈Ij A∈A}． 口

定义1．2．12．设P是群G上的A×I矩阵．如果存在元素1∈，nA使得

对任意i∈I。A∈A，总有芦^1=Pl。=e，e是G的单位元．称P在!处正

规化．

下面介绍完全单半群的结构定理．它被认为是半群中最好的结构定理，

因为它具有某种唯一性，利用它能够刻画完全单半群的同态和同余，等等．

定理1．2．13．[[15】Theorem(iRees)III．2 6]半群s是完全单的当且仅当s同

构于一个Rees矩阵半群(Sandwich矩阵已被正规化』 口

设S=M(I，G，A；P)，T=川(一H，e；Q)是Rees矩阵半群，u：I一
日．i H u：；u：G-÷日；u：A—H，A H vA；妒：I_J和妒：A_0是映射

且满足条件：

p)～iw=u^q^母，。p珏t

定义映射x=x(妒，“，u，u，1】f1)：(i，g，A)一(如，ui(g“J)vx，A矽)则有

(11)

引理1．2。14．[[is】Theorem III．3．2】设5一M(I，G，A；P)，T=M(只H，e；Q)

是Rees矩阵半群．则x=)((妒，u，∽，u，妒)是S到T的同态．反之，每个S

到?的同态都能如此构造． 口

因此，完全单半群的结构和完全单半群之间的同态被认为已经解决．事

实上，完全单半群上的同余也已被清楚地刻画．



第2章 关于密群的进一步讨论

很多代数学家研究过完全正则半群的性质(㈤[8]1[10】，[15】，[1 7]，[22】)在
专著Completely Regular Semigroups中，Petrieh和Reilly系统地整

理了半个多世纪以来这方面的研究成果．

这一章进一步讨论密群的代数性质．在引言中已经提到，密群是一类非

常重要的完全正则半群．我们试图尽可能多地发现密群的新性质，目标是给

出它们的一个代数意义比较明确的结构定理．我们将从以下几个方面刻画密

群： l，利用Green关系和其他等价关系对密群进行等价刻画；2，用左(右)

平移及同态对(正则，正规)密群进行等价刻画；3，从簇的角度刻画密群；

4，利用偏序关系对密群进行等价刻画．最后我们给出局部左正则纯正密群所

满足的等式．

§2．1密群的若干性质

本节利用这些性质和第一章的结论，通过格林关系，左(右)平移及同

态对(正则，正规)密群进行(等价)刻画．

设S=M(I，G，A；P)是一个Rees矩阵半群．对任意的五Y∈S，S
上的映射a(作用在左边)称为左平移，如果口(zg)=(ax)y；S上的映射

p(作用在右边)称为右平移，如果(zy)p=x(yp)．用∑(x)(P陋))表示

集合x上作用在左(右)边的所有变换所组成的集合．令口(p)是s上的

左(右)平移，由Petrich[i7]，存在妒∈∑(n妒∈P(a)使得对任意的

(i：g，^)E s，口(i，g，A)=(妒i，，A)，(i，g，A)p=(i，，A妒)．设s=(y；＆)是

一个完全正则半群，其中咒=M(L，G。，A。；Pa)是Rees矩阵半群．如果
o，卢∈Y且d 2 p，对任意的o E&，妒：．口(拢，口)表示由n诱导的如(A口)上
的左(右)变换．

首先给出[15】中的一些结果，引用时不再多加说明．下面的两个引理用

Green关系和簇分别刻画密群和正则密群

引理2．1．1．[[15】Theorem II．8．1】设S为完全正则半群，则下列情形等价

(1)S是密群；

14
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(2)s是群带；

(3)对任意n，b∈s，a2bS=abS，Sab2=Sabj

(4)s满足等式(Ⅱ6)o=(a060)o 口

引理2．1．2．[[151 Proposition V．4．4]设s为完全正则半群，则下列情形等
价，

(1)S是正则密群；

(2)格林关系C和冗都是S上的同余；

(3)对任意。，z，Y∈S，(axya)o=(axaya)。． 口

我们着手给出密群的一些性质．首先用完全单半群的平移包刻画密群和

正则密群．

引理2．1．3．设S=(’，；＆)是完全正则半群．则S是密群当且仅当蝶。=

妒譬口，螺．口=砂。au．口，其中d，卢∈y且a≥p，。∈瓯．

证明设s是密群，o≥卢且。∈瓯．则对任意的b=(J，h，p)∈乳，

(吃，∥，，肛)=abT吖aob=(％ao，∥’，，卢)．因此咿：，口=％ao，p．对偶地，咖：，口=
妒为相反地，假设n，b∈＆且aT-lb，则扩=60．对任意的卢∈y，

c∈昂，我们记aoc=boc=(i，g，A)∈最口，那么oc=oooc=(妒：。。t，，A)，

bc=bboc=(妒：棚i，，A)．因为妒：，。口=妒魏口=％bo郇=妒：御，故acTibc．对
偶地，ca￡cb．所以H是S上的同余，也即S是密群． 口

引理2．1．4．设S=(y；&)是正则密群， ＆，卢∈Y且o≥p则对任意

a，b∈&，ker蝶,，p=ker99b，口，≈er饯．口=≈er蛾，口．

证明对任意。=(i，目，A)，Y=(j，h，A)∈昂，如果妒：．口i=妒：．口j，则

axHay故我们有6(dz)ob=6(州)ob，(6(dz)06)o=(6(叫)06)o．由引理2．1．1，

(b(ax)06)o=(6D((oz)06)o)o=(bo((∞)o护)o)o=(bo((∞)6)o)o=(baxb)o．类似

地，(6(咄)06)o=(bayb)o所以(baxb)o=(bayb)o．又由引理2．1。2，(babxb)o=

(boby6)o．因为o．b∈咒，有引理1．2．8，(bah)。=bo．由引理2 l l，(bxb)o=

(bo(曲)o)o=((bab)o(曲)o)o=(babzb)o类似地， (6。by6)o=(珂6)o．因此

(bxb)o=(by6)o结合引理l 2．1，我们有bxTgbxbTz(bxb)o=(幻6)o冗幻6亿的．
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因此， 妒：．口i=妒：，∥，这就说明了ker皖,，p∈≈er妒：，口．类似地可以证明，
七er妒：，口∈后er妒鲁，口．对偶地， 南er哆黑．卢=七er砂：，口 口

下列引理反映密群D一类的垂直关系．

引理2．1．5．设S=(y，&)是完全正则半群．则S正则密群当且仅当对

a，卢∈Y且o≥卢，子半群＆u品是正则密群．

证明假设对a，‘臼∈l，且a≥p，子半群＆u昂是正则密群，贝4对任意的

Q、卢∈Y，＆U&口是正则密群．令z，Y∈晶且xcy则对任意的o∈昂，

因为xa∈&口，所以xax￡xay由引理1．2 1，axf．，ay故c是s上的同余．

类似地，冗也是s上的同余．由引理2 1 2，S是正则密群．另一方面是显

然的． 口

实际上，当S是正规密群和一般的密群时，上述命题也成立．

以下利用完全单半群的左(右)平移的核关系给出正则密群的刻画．

命题2．1．6．设S=(y；咒)是完全正则半群。则S是正则密群当且仅当

kerg圪,，口=ker妒b，口，≈er妒：，p=ker妒：，口，妒：，p=妒笛口和咖：，p=妒。ao，p，其中
。，口∈Y且。≥卢．a．b∈咒．

证明设。，卢∈1，且d≥p，a，b∈＆且aTib对任意c∈昂，bcT4boc，这

是因为妒：．口=妒易．则b(bc)nbc又ker皖,，口=≈er妒：，口，故a(bc)T4ac进一
步，因为妒：，口=妒nao，口我们有bc=aobc=a-i(。(6c))冗Ⅱ-1(oc)=aocTzac．对
偶地，如果acb，ca￡cb．由引理2．1．2，S是正则密群．另一方面的结论由引

理21．3和引理2．1．4可得． 口

下面的两个命题考虑(正则)密群的Green关系．

命题2．1．7．设S=(y；＆)为完全正则半群．则S是密群当且仅当对任意

的o，z，Y∈S，xTly蕴涵xay爿yax

证明假设a，z，Y∈s且xT-ly．如果xay州yax，则由引理1．2．1，ay￡xayEyaxEax

又axTzay显然成立．因此我们有H是S上的左同余．类似的可以证明饨

是S上的右同余，所以S为密群．相反的方面显然． 口
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命题2．1．8．设S=(y；S。)为完全正则半群，则S为正且II密群当且仅当对

任意的。，z，Y∈S，x￡y蕴涵zayCyax，。冗Ⅳ蕴涵xayTayax

证明假设o，x，Y∈S且x￡y如果xayCyax，则由引理1．2-l’ayl：xayf。yaxcaz

所以C是S上的左同余．又C为s上的右同余，故C是S上的同余．类

似的可以证明冗是S上的同余．由引理2，l 2，S为正则密群．另一方面为

显然． 口

设S为完全正则半群．定义S上的二元关系q如下：

q={(n，b)∈晶×叉f任意卢∈y且卢≥d，存在c∈品，使得caT2cb，ac／：bc}

令口是正则半群S上的等价关系．称S满足目．优化，如果。≥b。a≥

C．bOc意味着b：c．

引理2．1．9．[[15】Lemma II．4．6]设S

S，如果bT-lc且n≥b，c，则b=c

∥；＆)为完全正则半群．任意Ⅱ，b，c E

口

引理2．1．10．[【151 Proposition VI．2．7，Corollary VI．2．9】如果S是完全正则

半群且p是S上的最大幂等分离同余，则

(i)apb甘ao=60j且对任意e∈E(s)，若e≤ao，a-1ea=b-1sb，

(ii)Ker#={a∈SI任意e∈E(s)，若e S口o，则ea=ne)． 口

引理2．1．11．设S=(y；叉)为密群．任意a，b∈S，如果b兰a，则b2=
ab=ba

证明设S为密群．如果a，b∈S，b SⅡ，则存在e，／∈E(s)，使得b=o，=

e。此时b。=扩(o力o=(e。)o铲，这说明铲墨铲．因为S是密群，脂=H，

则Ker#=s．由引理2．1．10f2)，boa=abo不妨假设bOa=abo=c．因为

b=a／=ea，我们有b=boa／=eabo=c／=ec，这意味着b≤c．若b∈岛，

a∈R，那么卢S＆，c=boa∈品．因为自然偏序在完全单半群上是平凡关

系，我们有b=c从而b=abo=boa，62=ab=ba． 口

命题2．1．12．设S=(y；＆)是正则密群．则q是S上的等价关系且S满
足"一优化．
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证明q的自反性和对称性显然．下面设a啪，6qc．由q的定义，存在d∈Y，

。，b，c∈&若卢之n，则存在z，Y∈勘使得za77．xb，ybTC,yc，进一步我们有

yxaT2yxb，xyb冗xyc由命题2．1 6，％e”哟yz．。=ker妒淼所以xya冗xyb因此
xyaTzxyc．类似地可以证明axyEcxy从而Ⅱqc，q是传递的．

假设b1，b2∈墨，a∈＆，a≥bl，b2且blqb2由引理2．1 11，b}=abl—

bla，bi=ab2=b2a．因为存在C∈&使得cbl冗eb2并且％￡r妒：，=≈er妒：，，
abl佗ab2所蹦blTzbi=abl冗d幻=缱冗62．类似的可以证明blc62既然S

满足H-优化，bl=b2．因此S满足q一优化． 口

下列结论是显然的．

引理2．1．13．完全正则半群S是正规密群当且仅当C是S上的右正规带同

余，冗是S上的左正规带同余． 口

命题2．1．14．设s=∽；咒)为完全正则半群．则s是正规密群当且仅当
"=79．

证明假设S是正规密群．任意的a，b∈＆，C∈岛其中a，卢∈Y且。≤卢．

由引理2．1 13，cab冗cba，进一步由引理1,2．1，caTzcb．类似地，acCbc．所以

q=口．相反地，如果q=D则对任意的a∈＆，z，Y∈S，axyqayx并且存

在c∈鼠使得caxy冗cayx，acaxyT已acayx，进一步(o∞)ozⅣ冗(∞口)oyx．又因

为a，c∈咒，所以(aca)o=扩．从而我们有铲z口冗扩yx，axyTzayx．由【15]

中的定理V 4 3，冗是一个左正规带同余．类似的可以证明C是一个右正规

带同余．由引理2 1 13，S是正规密群． 口

下面的命题从簇的角度刻化密群．

命题2．1．15．设S=(y；晶)是完全正则半群．则S是密群当且仅当对任意

的a，b∈s，ab=a(aba)06(施6)o．

证明设s是密群，对任意o，b∈S，n(n6Ⅱ)o=Ⅱ(o蚰)oa～a，又。(。60)oo～

a(aba)o。。=o(。60)oao(口6d)oo。=n(n她)od～ 所以o≥o(060)o．类似

地， o≥(aba)oo．由引理2．1．1，((o蚰)oⅡ)。=(a(aba)。)o．由引理2．1．10，

(aba)oa=a(aba)o．从而由引理1．2．1，a(aba)06(施6)o=(曲o)oab(bnb)o=

曲(她6)o=ab．相反地，如果任意的a∈咒，b∈昂，其中。，p∈Y且
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。≤声，满足ab=a(aba)％(686)o则aob=a-1ab=口-1Ⅱ(nb。)ob(bab)o=

(aba)06(6n6)o=aba(aba)。6(乩6)o同时，

ab = 82Ⅱ一1b=凸2。一1(也一1ba一1)ob(ba一1§)o

=aoba一1(Ⅱ一1ba一1)1b(ba一16)o．

从而aobTzab，这说明妒a却O=妒：扩类似的可以证明妒舀=织扩由引理
2．1．3，S为密群． 口

下面的观察对于我们后面构造密群和正则密群几乎是决定性的．

引理2．1．16．设S=(y；&)为密群．则对任意的z，Y∈S，(zyz)o=

Z0(9z)o=(zg)o。o，

证明因为对完全正则半群丁，如果e，f∈E(丁)，则由引理1．2．2，e(fe)o=

(e，)08=(efe)o．因此对密群S，-我{11有(zg。)o=((zⅣ)o。o)o=((z0Yo)o。o)o=

(一Ⅳo一)o=(zoyo)ozo=(xy)o护．类似的可以证明(zyx)o=X0(Ⅳ口)o． 口

设S=(y，&)为完全正则半群．对任意a，卢∈Y且＆≥口对任意的

b∈昂，定义从＆到函的映射吃口和毋：，口如下；

眈．口：＆一昂，。一z(k)o； 毋：，口：＆一昂，z一(z6)oz．

我们可以得到如下结果：

命题2．1．17．设S=(y；So)为完全正则半群．则S为正则密群当且仅当

眈，口和蛾，月均为同态．

证明设S为正则密群．对任意的z，Y∈＆，xy￡y．由引理21．2和引理1．2．1

可知，bxy￡bg，bxyTtby．所以(bzy)o=(by)o．对偶地，我们有(xyb)o=(。6)o

下面验证畦口是同态，

(zⅣ)目：．口=zy(b,y)o=z口(。v)o(6zⅣ)o
=zy(zybzy)o=rzybxy)oxy(xybxy)o

=(zⅣ6)o,y(bxy)o(由gI理2．1．16)

=(如)o。哲(by)o=(曲)ozoxyyo(蛞)o

=(zbz)ozy(yby)o(由引理2 1．16)

=z@如)oⅣ@by)o=z(k)og(Ⅺ)o(由引理2．1．16)

=z殴，口Y”a，口
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所以目：，口为同态．类似的可以验证毋：．口也为同态．反之，如果眩。是同
态，则对。，Y∈＆且z冗v，我们有z(k)o佗口(叻)o由引理1．2 l，z(6z)o=

zbx(bz)。冗z6．类似地， y(阿)o冗咖从而xbTtyb．对偶地，因为峨口为同
态，可以证明如果x￡y，则bx￡by由引理21 2，S为正则密群． 口

§2．2完全正则半群上的一些偏序关系

半群上的一些偏序关系能够帮助我们认识半群的性质和刻画半群的结

构．例如，我们知道S=(y；＆)是正规密群当且仅当对任意a，卢∈¨＆≥卢

和任意a∈乳，存在唯一的b∈昂使得a≥b．令x砌是咒到岛的映

射，ax。，口=b，则S是s0的一个强半格且×础是结构同态．

设s是一个半群． Conrad在[4】中定义了S上的一个二元关系c：

c={(。，b)∈S×S|对任意s∈S，asa=asb=bsa}．

Burgess和l}aphael在[1]中证明了c是s上的偏序关系当且仅当s是弱

可裂的，即如果对任意s∈S，asa=asb=bsa=bsb，则n=b．在f121

中，Na_Inbooripad引进了半群S上的另一二元关系Af：

n厂={(o，b)∈S×S l a=axa=axb=bxa，对某个茁∈s}．

他证明了Ⅳ是S上的偏序关系当且仅当s是一个正则半群．在[5]中

Drazin定义了半群S上的二元关系S：

5={(Ⅱ，b)∈S x s l a2=ab=68)，

并且证明了如果S是一个完全正则半群，则5是S上的偏序关系．对于正

则半群S，我们有一个自然偏序关系≤：

≤={(o，b)∈S×s I a=eb=bf，其中e，，∈E(s))

Drazin证明了如果S是一个完全正则半群，则C∈s∈Ⅳ．对任意正则半

群S，容易证明Ⅳ≤S

—个自然的问题是在哪些条件下这些二元关系相等．本节我们将证明如

果S是一个完全正则半群，则5=≤当且仅当S是一个密群，而C=S当

且仅当S是一个正规密群．
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为了证明我们的主要结论，我们需要一些引理．

引理2．2．1．(【15]Lemma II．4．6)设s=(y；S。)是一个完全正则半群
口，卢∈Y且＆≥卢

(1)如果a∈＆，则存在b∈昂，满足a≥b

(2)士t果o∈E(s)， b∈S， a>b，则b∈E(s)．

(3)如果e∈E(晶)，则存在，∈E(Ss)使得e≥，． 口

不幸的是，偏序关系5没有类似引理2．2．1(1)的性质．

⋯。．⋯㈣)，(：州■(㈡
群．明显地，S是一个完全正则半群，

是一个矩阵半

耻㈦)，(㈡卜=㈣)，(㈡)
是s的两个口类，且a>卢．表示。=(：!。)∈。。，。=(：：)，c=
(二。：)E Ds．m'I a2=。，ab=c,乎=c，。c=。，因此，cc，。，隹s且
(b，n)隹5 口

命题2．2．3．设S是一个完全正则半群，n．b∈S，则aSb当且仅当存在

e∈E(S)使得n=eb=be．

证明如果aSb，则a2=ab=ba，于是我们有a=aOb=bao．反之，如果存在e∈E(s)满足口=eb=be，则n2⋯aeb ab bea=ba，
即a=aOb=bao． 口

尽管在完全正则半群上，偏序关系s没有类似引理2．2 l的性质，我们

仍然有

命题2．2．4．设S=(y；＆)是一个密群．则对任意n，卢∈r＆≥卢，a∈＆

存在b∈Sz使得bSa．

、●●、，J
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证明由引理2．2 t，对任意Ⅱ∈＆．＆≥厣，存在e∈E(岛)使得e=。。e。o

既然H一关系是s上的同余，我们有e=aoe。。何o～ca，其中a-ica∈E(-5_)

因此e=。一1e。于是ae：aa一1ea=aoca=e口令6=ae=eo=80e则

bo=(eae)o=e既然b=Ⅱb0=b0Ⅱ蕴涵b2=曲=ba，我们有bSa 口

既然对任意完全正则半群S，我们总有5∈S．由引理2．2 1和命题2．2．4

我们得到

推论2．2．5．设S=(yi&)是一个密群，d，p∈Y且满足。≥芦，a∈E(&)，

b∈函如果bSa，则b∈E(岛) 口

我们用已有的这些偏序关系对密群和正规密群作等价刻画．

定理2．2．6．设S=(y；&)完全正则半群，则偏序关系5=≤当且仅当S

是密群．

证明设S是一个密群．则由引理2 l 10，我们有船=赶．

若a，b∈S，6≤a，则b=o，=ea，其中e，，∈E(s)且有bo=

。o(。，)o=(ea)o口o，这蕴涵bo≤。o．由引理2．1 10，boa=abo．令护a=abo=

c既然b=af=eo，我们有b=boaf=eabo=c，=ec．因此b≤c．如果

b∈函，a∈叉，则卢≤0=，C=boa∈岛．因为完全单半群上的自然偏序关系

是平凡的，我们有b=c．因此，b=abo=boa，酽=ab=ba．即bSa．既然对

任意完全正则半群S，S∈兰我们得到5=≤

如果e∈目(s)，e≤扩，b=(en-1e)～，则bo=e(ea_1e)”=(eo一1e)”e，

即，bo=e，既然bo≤e，bT?e 因此b=(e。4e)～=e(ea-1e)“=

80efe立一lel—1=88—1e(ea一1e)一1e=e(ea一1e)一1e80=e(ea一1e)一1e盘一18，而

(a-1e(ea一1e)一1e)·(a-1e(ea一1e)一1e)

=o～1e(ea一1e)o)(eⅡ一1e)一1e

=a-1e(ea-1e)。e∈E(s)

类似地， e(ea一1e)一1eo一1∈E(s)．因此， b≤。．既然≤=s，我们得到

b2=ba=ab，这蕴涵boa=abo．于是eⅡ=ae．由引理2 1．10，Ker#=S．令

n“6，即，ao=bo．则a#ao=bop6因此，肛=州且州是s上的同余． 口
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定理2．2．7．设s=(y；鼠)是一个完全正则半群．则c=s当且仅当s是

正规密群．

证明如果s是正规密群， a，b∈s满足bSa，则b2=ab=ba对任意

s∈S．由b28=abs=has，我们有b2sb=absb=basb既然S／M是一

个正规带，我们得到bsbT-lb2sb=abab州asb2Ttasb，因为b=boa，我们有

bsb=(bsb)obsb=(bsb)oboasb=(bsb)oash=asb．既然b2=ab=ba，我

们有bsb2=bsab=bsba，这诱导出bsbT-tbsb2=6sbo咒舻sa州bm则bsa=

bsa(bsb)o=bsabo(bsb)o=bsb(bsb)o=bsb既然对任意完全正则半群，由『51

有c∈5，我们结论c=5

反之，令S=(y；&)是一个完全正则半群，在S上恒有C=S．如

果n，z，Y∈S，则(axya)o=a0(axya)o=(axya)odo，这蕴涵(axya)oSao由

假设，(axya)oCao因此，(axya)o(ayxa)o(axya)o=Ct0(ayxa)o(axya)o=

(axya)o(ayxa)oao．则(ayxa)o(axya)o=(axya)o(ayxa)o．既然(ayxa)o和

(axya)。属于相同的口一类，我们有(ayxa)o=(axya)。由引理1 1 12，S是

正规密群． 口

命题2．2．8．设S是一个完全正则半群．则偏序关系Ⅳ=≤

证明如果a，b∈S满足。≤b，则存在e，，∈E(s)使得o=be=fb因此

a=abo=ab一1b且o=boa=bb～a．于是ab～10=fbb一1。=fboa=fa=

fb=a，a=ab。a=ab_1b=bb-10我们有矾厂6既然对任意正则半群，总

有Ⅳ∈≤，命题成立． 口

我们举一个例子说明上述命题的条件不是必须的．

例。．z．。．令，，=(：：)，屯=(：：)，如=(：：)，厶=(：：)，厶=
f：?)，s：{L如，厶，厶，如)是一个矩阵半群．容易看到s是逆丰群而不
是完全正则半f4．二元关系Ⅳ={(，l，如)，(Ii，厶)，(11，厶)，(，1，如))=≤． 口

推论2．2．10．设S=(y；晶)是完全正则半群．则s=Ⅳ当且仅当S是一

个密群．
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证明由定理2 2 6和命题2．2 8得到． 口

推论2．2．11．设S=(y；&)完全正则半群．则偏序关系c=5=Ⅳ=≤

当且仅当S是一个正规密群．

证明由定理2 2 6和定理2 2 7得到 口

设s是一个半群．我们定义二元关系《([1】)：

《={(n．b)∈S×S f a=xb=6Ⅳ，xa=n，x，Y∈S1")

容易看到《是S上的一个偏序关系．

命题2．2．12．令S是半群．则二元关系Ⅳ=《当且仅当S是正则半群．

证明如果s是正则半群且a，b∈S满足a《b，则存在z，Y∈S1使得

。=zb=的，zn=o不妨假设。，Y∈S．令a7∈矿(Ⅱ)则ay=z幻=

xa=a)a=aa7a=珂07a且ya70-ya7a=ya’Ⅱo’a=ya7a．完全类似地，

aaZx n∥o=aa'x因此a=eb=b／，这里e=d07x，，=ya7a是S中的幂等

元．容易证明atx，ya’∈y(Ⅱ)．令a+=aZx，∥+=ya7．则a=aa+b=ba”a．

设五=o¨aa 则。动=aa¨aa b=aya7aa7xb=aa7aa7a=血．类似地，
a=bao=nao因此，oAfb．而Ⅳ￡《是平凡的．

设在S上有Ⅳ=《on S．既然《是S上的偏序关系。而Ⅳ是S上

的偏序关系当且仅当s正则半群[5j1故命题成立． 口

既然在任意半群上C总是相容的而在正规密群上C=《我们诱导出自

然偏序关系在正规密群上是相容的．

§2．3局部左正则纯正密群

本章最后给出局部左正则纯正密群所满足的等式．事实上，半群的局部

方法是研究半群代数理论的重要方法．倒如我们知道半群S是完全单半群

当且仅当s是局部群，而s是正规密群当且仅当S是局部Clifford半群．

下面的引理介绍讨论完全正则半群的局部的一般方法．
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gI理2．3．1．[[15]Proposition II 7 3】{a果V=[n。=u。]。∈A∈c(c7z)，mlJ

工V=阻。(xx。z)=％(z。。石)1。∈A，其中z喾u。∈A(U。u。)． 口

下面的引理是[15】中定理V 4 3的对偶，我们仍然给出它的证明．

引理2．3．2．S∈L￡TiO当且仅当S满足等式axy=axy(ay)o

证明设S∈L￡TZO．对任意n，∞，Y∈S，由引理2 3．1和第一章中介绍的左

正则纯正密群所满足的等式，我们有(yay)(yxy)=(yay)(yxy)(yay)o做替

换o_ax，a_xa，则有

用(yaxyxay)-1(yax)左乘上式，得

(yaxyxay)o(yaxy)=(yaxyxay)o(yⅡzⅣ)(g。。Ⅳ)o．

由引理1．2．1，我们有

yaxy=yaxy(yxay)o．

用(axy)-1∞左乘上式，得

axy=axy(yxay)o．

用(aⅣ)o右乘上式，得axy=axy(ay)o．

反之，假设对任意a，z，Y∈S，(axy)=(ozF)(o∥)o．令e∈E(s)，b，z∈

eSe，则(bz)o，(bzb)o≤e，(k)on(bzb)o．因此，

(bz)o=(bzb)o(6z)o=(bzb)o(6。)oe=(bzb)o(6。)oe((bzb)oe)o=(bzb)o

用bo右乘上式，我们有bz=bzbo．因此，S∈L￡TiO 口

引理2．3．3．S∈舀g当且仅当S满足等式a0(6n)o=(06)oao．

证明直接部分的证明由引理1．2．2和引理2 1．1得到．

反之，设S满足等式a0(60)o=(n6)o。o则扩(6。)o(aba)o=(ab)ooo(aba)o_

(ab)o(aba)o=(aba)o．在另一方面，(aba)ooo(k)o=(aba)o(b。)o=(aba)o因

此，a0(bo)o=(aba)o．类似地，(曲)ooo=(aba)o．
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设a b，C∈S，aHb．则扩=泸

(。c)o(6c)o=(oc)obo(bc)o=(ac)oao(6c)o

=(aca)o(6c)o=bo(co)o(6c)o

=bo(cn泸)o(6c)o=(bca)o(6c)o
=佑clo

另外，

(。c)o(6c)o=(nc)oco(6c)o=(oc)o(cbc)o

=(口c)o(cbaoc)。=(nc)。(cba’1口c)o

=(。c)o．

因此， (nc)o=(6c)o．类似地， (ca)o=(c6)o故“关系是s上的同余．因

此，S是密群． 口

引理2．3．4．设S∈CT4，且对任意a，x，Y∈s，(∞Ⅳ)o=(axy)o(oy)o则s

满足冗优化．

证明设对任意o，z．Y∈S，(azy)o=(aoxy)o(Ⅱg)0如果e，^g∈E(s)．f，g 5

e，-厂冗9，则

，=g，=g扎=0，e)o

=(g，e)o(ge)00，)og

=9．

因此，由引理1．1 11，S满足R优化． 口

引理2．3．5．设s∈OT{，且对任意a，x，Y∈s，(azy)o=(aoxy)o(叫)o．则s

是密群．

证明设对任意o，z，Y∈s，(azy)o=(。ozg)o(Ⅱg)o由目l理1,2．1，我们有

(axy)oa074(axya)o．显然有(azy)o。o，(azya)o≤Ot0．因此，由引理2．3 4，

(azy)o。o=(axya)o．取z=Ⅱo，Y=b，我们有(曲)oao=(aba)o．另外，

取z=b，Y=。，劂(aba)o=(a。ba)。．又因为扩(60)o死(轳6。)o，故。0(k)。=

(。o缸)o因此，由引理2．3．3，a0(蚰)o=(aba)o故S是密群． 口

显然，(axy)o=(nozy)o(叫)o蕴涵(axy)o=(azy)o(oⅣ)o．瓯此，结合命

题11 4，我们得到
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引理2．3．6．设S∈c冗．S∈LCTtOl；g当且仅当对任意a，z，Y∈S，(azy)o=

(aoz∥)o(o∥)。． 口

定理2．3．7．设S∈c冗．S∈LcTtOl3毋当且仅当对任意a，z，Y∈S，(axy)o=

kozoYoa。Y010．

证明在(axy)o=(aOxoYo铲Ⅳo)中取Y=一，我们得到(。z)o=aOzo扩zo=

(aoxo)o 因此S是密群．从而， (axy)o=(ⅡozoYoaoYo)=(axyay)o=

((。。Ⅳ)o(Ⅱg)o)。．则

axy=Ⅱzo((oz口)o(叼)o)o．

用(ov)o右乘此式，我们有axy=∞y(Ⅱg)o．由引理2．3 2，S∈LcTtOSg

反之，设S∈LE冗OBg．则由引理2．3 2，axy=。$g(删)o．由命题

1 l 4．S∈舀9．故(axy)o=(aOxoYoaoYo)o． 口

推论2．3．8．CQ^r舀g∈L￡7"tOBG

证明设S∈c9V嚣g，由第一章所介绍的等式，对任意a，。，Y∈S(axy)o=

(azay)o用gd代替a，我们有

(yaxy)o=(yazyay)o

号yO(。zg)o=yO(axyay)o(由引理1．2．1和引理2．1．1)
=亭 yO(口。Ⅳ)。=yO((oz∥)o。Ⅳ)o
辛 axyyo如。可)o=axyyo(如z可)oay)o
=} azy(叫y)o=。z可((d∞可)o。可)o
=事 axy==口z可((-血z可)oo可)o

=}(axy)o==(o。Ⅳ((o石g)oⅡg)o)o

辛fazy)o=(axyay)o

j(axy)o=(aOxoYo扩Yo)o 口



第3章 正则密群的构造

Petrich在文[17]中指出，完全正则半群的结构依赖于三个问题的解决：

(1)完全单半群的结构； (2)完全单半群的平移包的结构； (3)引言中参数

妒邮，u。，口，妒。，口的构造． Rees定理完美地解决了第一个问题．第二个问题

也被认为基本解决(参看f151)．而第三个问题则远远没有解决．对于一些特

殊类型的完全正则半群，尤其是密群和纯正群，人们依然有望获得比较满意

的结构定理．例如，在文[15】中，正规密群被描述成完全单半群的强半格．

Yamada给出了正则纯正群的—个非常漂亮的结构定理．在本章中，我们利

用左右正则带和一族群及群之间的同态构造正则密群．

§3．1引言和主要定理

回忆一个完全正则半群s叫做正则密群，如果S上的Green关系H

是一个同余，且S／H是一个正则带．设S=川(，，G，A；P)是群G上的

Rees矩阵半群，L是G的单位元，(1，17)∈，×A．回忆Sandwich矩阵

P=(Px。)A。，在(1，17)处正规化，如果对任意i∈，和A∈A，Pxl=Pl，；=。．

令G是一个群，g∈G．我们用勺表示G的一个内自同构，即z白=g-1xg，

其中z∈G

我们的主要结果是

定理3．1．1．设J=(y；L)和A=(y；A。)分别是一个左正则带和右正则

带，其中y是一个半格．对每个0=∈Y，令＆=川阢，G。，A。；只)是群
G。上的Rees矩阵半群，b是G的单位元，Sandwich矩阵只在固定的

(1a，l：)∈厶×Aa处正规化·表示Ucf,口(i)=p毋：m口p101：“1口，Va,口(A)=
p易山1日．其中a，卢∈Y且满足n≥p，i∈L，A∈Aa．对任意＆，卢∈Y，
＆≥卢，令如．口是G。到G口的同态，满足条件：对任意Q，卢，7∈Y，

a≥∥2吖，

(i)日。4=lc。

(ii)目。，口％，，=如．7￡u3,7(1。l口)．

(iii)m。艮，p=u。，目(A)pl：^，il口lia,口(i)，对任意i∈厶和A∈A。
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(iV)p"-igp"1口z％，卢=z盯。，闫plj^，护帕-1．q，对任意q∈fz，叼∈A卢和z=
(。，g，A)E咒，其中

z口。，口=“。：口(z)g目。、口％，p(A)

如果。=(i，g，A)∈＆，Y=(j，h，芦)∈曲，在S=U。∈y咒定义乘法}

茁4 Y=(ij，z％，。印10^，j1。p可即．。口，Ap)

则S是一个正则密群．反之每一个正则密群都能如此构造

下面我们分两节来证明本章的主要结果。

§3．2直接部分的证明

在本节里，我们采用第一节的符号和说明．证明定理3 1 1的难点在于

验证第一节所定义的运算满足结合律．我们在努力揭示左正则带和右正则带

对第二个坐标的乘法的影响．我们发现它们是通过影响Sandwich矩阵的元

素来对第二个坐标的乘法施加影响的．换句话说，正则密群的乘法运算是由

它的核的乘法运算决定的．

作为定理3 1 1中条件(iv)的一个直接结果，我们有

弓l理3．2．1．设o，∥E y， 理≥卢，i∈L，A∈A。，q，k∈如，≤，习∈A声

(1)如果iq=ik，则脚，aPe～x,q=PnA，☆哦k．
(2)如果帕=9，则pi矗融Ⅻ=pik蛳a．
(3)鞋^，ild=P1^，il口．

14)P％A,ik
2
p1；1m·

证明假设z=(i．g，A)∈&，曲=ik，由条件(iv)，

zJ。，印1n护”--^1，日=p"--1q砌^1。z％．口=pikp叶，{1口z％，口=zJa，口p坫^，坤表k．

因此，z％，印lj^，q=z％，卯l；^，＆岛--^i，t砌^∽用∈代替目，我们有z％，卯％^，目

z口。．口p1抖^p矗≈p“q所以，P¨一,kP_抽=p队-1妒f抽．我们证明了(1)成立．
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如果私=9，由条件(iv)

p_．茜pq#1口z％，口=石％．口p1；^，qPqtq=z盯n卢p10^，qP}tq=p{，南p{p1口z％，卢

因此， 跳，il口z口。，p=融，；护"-1qpl，il口3；0-。，口用☆代替q，我们有p舛口xo-。，口：
熙ckp≈-，：1＆‰n口370a，口．因此， p￡M码--∞i=状，mp"-1≈这样(2)成立．

既然P口在(1口，10)∈如×A口处正规化，在(1)中取女=l口，q=i1口，

在(2)中取f=l；，q=10A，则(3)和(4)同时成立． 口

从这个引理可以看出，Sandwich矩阵的元素是非常不自由的，尽管完

全单半群的Sandwich矩阵的元素是自由的．这恰恰为我们刻画正则密群的

结构提供了可能．

下面刻画群同态对Sandwich矩阵的元索的影响．

5I理3．2．2．令d，卢，7∈y，i∈L，A∈A。则

(1)(“。．卵(z))％，呐=嘣砌(n叩)u。所({)u筇，卿(1。1n口)．
(2)(％胛(A))如口，叩1 2“茹，a聊(1al。口)p艺，10朴。l。口1。"嘣，。所(1幻A)
证明(1)。由％．卵(i)的定义和条件(㈣，我们有

(Ⅱa，。卢(i))瓦卢，n所=o艺‰na日p1如l：,lal。0)瓦卢．a所
2Ⅱ；胛701n口)p艺，1抖∞讲mV。--1呐(1如1：)口艰。脚(1如l：)
m：口，10l：，1。1。口1。口，un口．a聊(1。1a口)

2喵卸701。口)吃，1品1。l。口1∞，pl：口，1品1≯山出口，u酿卿(1al卵)
=Ⅱ品，。p7(il。p)pl-：1。，l：，n。p1。口，pl：口，l：，l。1。日l。口，ua目，ap，(1alap)
(应用引理3．2．1．(1)，取l。=i，il。口1。m=女，kla#l。所=q

1‰1如l：=∈，1函1：=叩和l：=A．)

一u磊棚1(ila口)p艺，1“1。口，p1：目，l”。lm聊。a聊(1ala口)
(由引理3 21．(4))

=“晶，。所(i1。p)“。，。所(i)u。目，。所(1n1。口)

(2)．由条件(iii)，

(％即(入)炮鼬p7 2 p艺¨山口日矾a所
一u。-p1，。所(1alap)p．--。1。，1：。^，l。1。口1。。，"品，。聊(1如A)
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我们完成了引理的证明． 口

下面的三个引理我们用来计算(z*F)％口，。所，其中a，卢，7∈Y，而z E

S。，Y∈s8

引理3．2．3．对任意d，p，-y E Y，和任意z=(。，9，入)∈S。，我们有

(z％．az)e。zn所=u茹，叩7(ila口)z％椰7P1：口，¨训∽pl--：1。，lo^，1。口l∽V。-1。所(1知A)

证明既然瓦口，。所是一个同态，由z％，。p的定义，我们有

(ZO'a，。口)日。口，。所=(U(x,a／i)g如．n口u。，。口(A))p。口，n聊

=(“。，。口(i))瓦a,。B7(gOo，。p)瓦口，。所(w。口(A))‰即，

=“玉，。册(il卵)u。，卵，(。)u峨。所(1nlap)U-一1，。聊(1a1。口)9如，。所
u。口，a所(1ala口)u茄，叩7(1。Ia口)p1-：1。，1知^，l。l。日l。p，V。--，I，。聊(1如A)
由引理3．2．2和条件(ii))

=“茹，。口7(iln口)“¨口7({)g如，n所p。--1；1b^l。l。口l。nV％--1。p1(1：口A)
=u晶埘，(il。p)un，n聊(i)g先，。所％+a所(A)吒：所(A)

p1-‰1 1孙l也口i∞"茹胛7(1bA)
=u晶，。p7(itap)z口n，。p1P1：口，^，l。l。npl-：I。，1：。凡1。l。口1。口，"茹，。p1(IbA)
= “d-卢I，叩7(ii。口)z％，a所plo口，^．1。l。口l嘶pl--：I口，10^，l。l。口1。n”印-I．。口1(ibA)
(由引理3 21．(4))

=u习，△z1(ilnp)z％，a口1p1：p1凡1。口1。口，p1-：1a，l：8^，l。口1。口，V。-p1．ae,(1bA)
(既然，是左正则带， 1。(1。1。口1。所)=la(1。口1。聊)．

则由引理3．2l(1)，等式成立．)

因此，需证的等式成立

引理3．2．4．对任意a，卢，7∈¨J∈如，和任意z=(i，g，A)∈以

“叩，。所(巧)(z％，。e)O。e，。所 。％，呐p1：口，^，J1mpl-钾1 o^Jl。口，u茹，呐(1缸A)

口
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证明由引理3．2．3，我们有

un口，。所(。J)(z口”d)瓦口，。所

“q口，。口1(z歹)乱：j．。毋，01a口)z矿n，。鲫p12鼬^，l。口1。口。

p艺，1。¨讲。。，w峨-1呐(1知A)
u矾蚋(巧)u品．。肿(饥目)p-p-。I。，1∥1。口1m％n1∥1mz％，“肌
u品朋，(1如A)(由条件(iV))
p艺，
p艺，
p艺。

o，玎1mpl：p，1：。^F1。np己，l≯。plmpl玩1≯1a口1m
。皿。口l。口，pl：口，1如皿。口，z盯n，。所u茹，卵1(1如A)(由Ⅱ矾n册的定义)
。，。1。。，Pl：口，1：口,ilaovxEra,a脚u；，叩1(1如1)

=z‰。所p1：。，幻1mp艺，l舀Ⅻ1∞V。-I。所(1缸A)(由条件(i”))

因此，等式成立

引理3．2．5．对任意＆，卢，7∈’，，Y=0，h，肛)∈函，和任意A∈虬

(g口口，。口)瓦p．。月1"。口，。口7(A肛)=“。-p1，。p，(jla口)pl-：1。，^，，l。口1。口，pl：口，^，J1。口，g。。，a口1

证明由引理3 2．3和u。p，。聊(姐)的定义，我们有

(口即．。口)日。口，。所ua口，n脚(Ap)
= “茹，口所(jla卢)可即，a所p1：口7mla口l嘶p10，i-d“l。口l。舯

u玉、。所(1知p)口a口．a所(A芦)
=Ⅱ茹，口所(jz口口)yaz，。p伊1：目∥，l。8lmpl毛，l：口肼。口lm

pl：口71-∥，ln日ln口7p1厶1^p，l。口l。口1
= “品，a钾(J1dp)掣盯芦，a口护10口1“1。口l。dlpl己，^p，L。口1。舯

=u茹，。所(jl。p)p艺，Ⅻ1拼mPl：口，幻1。ng口n叩1(由条件(1”))

这样，我们完成了证明
口

引理3．2．6．对任意d，卢，7∈y，和任意z=(。，g，^)∈品，Ⅳ=(j，h，芦)∈sp

(z+Ⅳ)盯a口，d口叮=z口a，口口1p1：d，^，j1。口1V盯p，c*_3-r
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证明由乘法+的定义，我们有

(z+Y)a。Z，。口1=(iJ}XO"a，d芦p1：口^，J1。dⅣ。臼，ap}Ap)盯口口，d卢1
= u。口n卢，(。J)(z盯o,,c,ZPl：日^，J1。dg。≯，。d)瓦卢，。plu。卢，dd7(^芦)
= Ua8．d卢，(zJ)(。％，。口)目。卢，。卢1∞1：dA,jl。口)以卢，。所(可盯卢，。卢)口。卢，。卢1u。卢，。卢7(A芦)
= z％，。所p1：口，Ⅻ1讲p艺，1拼儿口，V咐--I。所(1如A)
(Pl；。^，ji。口)日。口，。所(yzz，。z)O。z，。所u。口，。口7(A肛)(由引理3．2 4)

=zaa,apsPl：n^Jl。npl-：i口。10^J1。目V。--pi，叩7(ibm)ua口．。所(ibm)

pl：。，1-。^，Jl。口l。口，un口，azl(jl。p)(Ⅳ即，a口)日ap，a所"。na所(札)(由条件(iii))
=
z盯a，。卢'pl：口1A,jln口，pl‘，l：口A,jl。p7pl：口11：口^，jia口ln口1ua卢，a卢1ula口J

Ⅱ茹口zz(jl。口汩艺，幻l卅mPl：nⅫlmⅣ即脚1(由引理3．2-5)
=
z盯a，d卢'p1：口1^，jin口1p1己1l：口^，jl。口，pl：所1：口^，ji。口la口1p101^，ji。81口口1
p1：d，^，ji。口7YaZ a肌

=
z％，a卢1p1：阶^，ii“日1p1L11-口^，ii。d，PiX01l：4^．jia口1p101^J1。口1pl：日1^，，ln日1
Ⅳ即，。口，(既然，是左正则带，i(jl。口l。所)=i(jl。所)．则由引理

3．2·1(1)，Pi：p11知Ⅻ1。口lmpⅫ-i 1枷l。口lm2 Pl：口，1知Ⅻ1mp艺1^J1m)
=
z盯△，o卢1pl：d。^，ji。口1900，apl’

因此，等式成立． 口

在大量艰苦的准备工作之后，我们证明乘法+满足结合律．

引理3．2．7．在S=U。∈y&上，定理l』．』中定义的乘法$满足结合律．

证明对任意a，卢，7∈Y，和任意z=(i，g，A)∈&，Y=(J，h，p)∈品，

z=(≈，f，∈)E S，由乘法十的定义，我们有

(z+Y){z=(ij，XO-a，卵ploA,jI。口Ⅳ即，ap，A,u)}(≈，l，f)

=(ijk，(z+g)％口，n口伊10，^“klm。叶，a所，A膳)

=(ijk，XO"”所p1：口，A，jimg即．d口椤1：口，^“klm。q，卵1，A膳)

用同样的方法，我们得到

(由引理3．2．6)

z}(Y十z)=(i，g，A)}(j≈，Ⅳ。p，p7P1岛p,k1日，z。j，，卸，肛∈)

=(ijk，∞盯a，a口7p1：口，A,jkl。口1(可}z)盯芦1，ap7，Ap∈)

=(ijk，。盯∽所p1：口，A,jkl呐ycr#，呐p1：n“kl矾ZO"3,，n所，A膳)(由引理3．2．6)
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由条件(iv)，我们有

P12a，^，Jl。日，Ⅳ即，n口1p1：nAg，kl“口1
因此，z}(Y}Z)=扛}Y)}z．

引理3．2．8．在s=U。∈y＆上定义乘法十，则S是一个正卿1密群

口

证明对任意a∈Y，在＆，乘法+和&上已给的乘法运算一致．因此，由

引理3．2 7，S是一个完全正则半群，由乘法+的定义，州是s上的同余．

另外，S／州是一个正则带，既然，是—个左正则带而A是一个右正则带．

因此，S是正则密群． 口

我们完成了定理3．1 1的直接部分的证明．

§3．3相反方向的证明

为了证明定理3．1．1的余下的部分，在这一节里，我们做如下说明，并

固定一些符号：

fdl S=(¨＆)是一个正则密群，其中Y是一个半格．

(b1对每个d∈y)咒=M(L，G。，k；R)是群G。上的IKees矩阵半

群，群G。的单位元是妇．

(c1对每个d∈Y，Sandwich矩阵R在(1。，1：)∈L x A。处正规化．

(d)表示％=(1。，‰l：)，它是晶的幂等元．

fe)对任意d，卢E y，口≥p，i∈厶，A∈A。，记

岷p(t)=p毋“l目Pl舳1山和％，口(A)2 p参，I山·
我们利用引理2．1．2确定正则密群s的第一个坐标和第三个坐标的运

算．我们证明它们分别构成左正则带和右正则带．

引理3．3，1．设S是正则密群，则

(1)对任意＆，芦∈y，i∈L，j∈如，如下定义乘积0

(i，，)0，，)=(ij，，)．

则，=U。。yk是一个左正则带．
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(2)对任意＆，卢∈Y，A∈A。，p∈‰，如下定义乘积姐

(，，A)(， ．p)=(． ，A肛)

则A=U。∈yA。是一个右正则带．

(3)对任意。．卢∈Y，i∈L，J∈如，A∈A。，肛E AZ，在B=U。∈y(L×
A。)上定义乘积：

则B是一个正则带

证明令o=(i，g，A)，a／=(i，g’，^7)∈&，而b=(J，h，灿)，b7=(J，h7，p7)∈品．

既然冗是S上的同余(由引理2 1 2)，我们有abTza⋯b因此ab=(ij，，)，

arb’=(ij，，)，我们结论巧是良定义的．定义的乘法满足结合律，既然S

是结合的．又由于对任意。∈y，L是一个左零半群，故，是一个左正则

带．而(2)是(1)的对偶．由(1)和(2)，我们得到(3) 口

由引理3．3．1，对任意d，p∈Y，X=(i，g，A)∈咒，Y=(J，h，卢)∈Sz，我

们有xy=(ij，k，A卢)∈＆口，其中k E G。口是我们需要决定的．

证明由引理1．2．2，如果e，，∈E(s)，则e(fe)o=(e，)oe=(e，e)o．既然s

密群，由引理2 l 1，对任意a，b E S，(06)o=(aob0)o．则我们有(xyx)o=

((z可)o∞o)o=((zoYo)ozo)o=((zoYoxo)。)o=(xoyoxo)o=(xoyo)。zo=(zy)o。o

类似地， (zyx)o=X0(可∞)o．因此， (z(z∥z)o)o=((。咿)oz)o=(xyx)o．从

而， (zyx)o茁=(zyx)oz(z掣z)o=z(zⅣ茹)o 口

在正则密群的构造中，下面的引理是重要的．

引理3．3．3．设o，卢∈y满足o≥p则映射

目。．口：咒-÷昂；z H xO。，口=x(xe胪)o

是咒到&的同态

0
动掣Z缸0％们Z=0Zy护=0功∥扛c，)∈可Z的惠络对23

&吩理妒引@
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证明令33，Y∈S。。则xyf_．y，由弓j理2．1．2，e口xg￡ecy．而白引理1．2。l，我们

有e／3zⅣ冗即冗即Y．因此(8口xy)o=(ecy)o．对偶地，我们有(xye口)o=(。e口)o

则由引理3．3 2，

(zⅣ)目。，口=xy(xye口z口)o=(zyedzg)oxy(xyecxy)o

=(zyez)o(z∥)o叫(∞Ⅳ)o(edzⅣ)o(由引理3．3．2)
= (xyez)o：cy(e口xy)o=(xez)oz可(印可)。=(xez)o。oxyyo(。口可)o

=(xezx)ozⅣ(98口g)o(由}『理3．3 2)

：：zlz8口z)oⅣ(V8口Ⅳ)o=xO口．口98d，p

因此如．口是一个同态． 口

我们注释如果s=(y；&)是正规密群，a∈＆，o，卢∈r Ot≥卢，则

a≥d以沙因此，以。口是s的强半格结构同态．

利用Oc,,Z，我们描述S的乘法．

引理3．3．4．设Ot，卢∈y，x∈＆，Y∈昂．则

zy=(xye筇)o。如，。py％，。口(￡△口z。)o，

证明由引理1．2．1，我们有

(xye。Bz)oc(ze。口z)o，(98卵Ⅳ)07已(ye。ezy)o (3．1)

则，

(xyen口)oxO。，。口Ⅳ％，卵(e。pzⅣ)“

=(xyea口)oz(ze卵z)oy(ye卵y)o(e。口g扩
=(zye印z)o(。e。口z)oxy(ye。删)o(Ⅳe。口∞Ⅳ)o(由引理3．3．2)

=(xye。口z)ozⅣ(Ⅳe。口茁g)”(由(3．1))

=xy(ye。zzy)o(由引理1 2．1)

=xy(由；l理1．2．1)．

因此等式成立．

下面的引理刻画先，口，知，，和o。．，的关系

口
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引理3．3．5．令d、∥，1∈Y，且满足d≥p≥7，z∈&．则

x0．，口知，1=(z8口e1)o∞口d．，(8口e78口z)o

证明由引理l 21，我们有

(xezel。)oc(ze7z)o， (。e卢唧8卢。)07已(。e卢e，z)o (3．2)

因此，

(z口。，口)知，1=。以，卢(茹以，卢e7x0。，卢)”

=x(xe口。)o(z(ze卢z)oe，x(xe卢z)o)o

=x(x。口z)o(zo(z8口z)oe，。o(z8口z)o)”(由gI理2．1．1)

=x(xe口z)o(z印XelXe口z)o(由引理3．3．2)

=x(xepxe7xeZx)o(由引理3．3．2)

=x(xe口ele胪)。(由引理2 l 2)

=x(xeze7z)o(xeze78p。)o(由(3 2))

=(z8口elz)ox(xe口e18口z)o(由gI理3．3．2)
= (ze口elz)o(zelz)ox(xe卢ele卢z)o (由(3．2))
= (。e卢elz)o(zel。)oXXo(e卢ele卢z)o (由弓臼望3．3．2)

=(z8口e1)ozoz(。唧z)o(e口唧e庐)o(由引理3．3．2)

=(z8口e1)oz铊．7(8口e18口z)o．

我们完成了证明． 口

令o，卢∈Y满足a≥芦，g∈G。，而z=(1。，g，l：)∈&．既然

(xeZx)o=((1。，g，1：)(1目，。口，10)(1。，g，1：))o

=(1a1口la，p1-雄1灿1。1。，1：1；1：)(由引理3．3·1)
=(1a18，pa：，l。-。，1；1：)(既然，(A)是左(右)正则带)

而由引理1．2．1和引理3．3．2，z如，口=。(z印。)oM(z8口。)o因此，存在唯一的

90砌∈Gz使得

xoo．口=(1a1口，舭，舻如．1。l。，1越)· (3 3)

我们诱导出映射

瓦，口：G。一G口；g—g瓦，日
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回忆第二节的证明，我们并没有利用完全单半群间的同态构造正则密

群．在正则密群的构造中，起作用的仅是完全单半群中群之间的同态．

下面，我们分若干引理证明映射口。，口是满足定理3 11的条件(i)一(iv)
的同态．

引理3．3．6．瓦，p是G0到G口的同态且瓦，。=lG。．

证明令“E G。由(3·3)，(1a，gg’，l：)。a，口=(iolZ，(gg慨，口p-¨i挑v 1；1：)
另一方面，

(1。，997，1：)目。，口=((1。，g，1：)(1。，97，1：))日。，口

=(1alp，g瓦，胪1--011。山，l；1：)(1a1口，97瓦，矽毋¨山，101：)
=(1n1口，g以，p97目a，口p．-。i1抽1日，l；l：)．

因此(997)艮，p=F如．口口’如，口我们结论如，口是一个60到6台的同态．而

口。=lC。是显然的． 口

我们证明了钆，口满足定理3．1．1的条件(i)．

引理3．3．7．设口，卢∈Y，且满足a≥卢，(i，g，^)∈&则

(i，g，A)如，口=(n口，“。，z(i)ge。，口u。，p(A)，1孙)

证明既然(i，k，l：)E E(&)而免，口是一个同态，我们有

(i，L。，l：)口。，口=(i，6。，1：)((i，6。，1：)8口(。，L。，1：))o

=((i，b，l：)(1口，印，10)({，b，1：))o(由引理3．3．2)

=(蛳，p0％州1：1越)(由引理3．3．1)
=(il口，p1--011：以口，1；1：)(既然，(A)是左(右)正则带)

=(iiz，p1-％1却p1；1：,lalBp．-。i1。幽，1；1：)=(i1口，‰，口(z)p屯k1口，1；1：)

类似地

(1。，L。，A)如，口=(1。，6。，A)((1。，b，A)8口(1。，。。，A))o
= ((1。，。。，A)(1卢，‘卢，l；)(1。，￡。，A))o

=(1nlp，p办’1口l口，1分)=(1niz，"叩(A)，10A)



(i，g．A)如，p=((i．如，l：)(1。，F，l：)(1。，如，A))先，口

2(i，La，1：)如，／1。，g，l：)以，口(1。b，A)如，口

=(il口，‰口(i)p0拼山，lal：)(1aI舢瓦，口
p1-；11：，1。1口，1；1：)(1。1p，u。，p(A)，1；A)

=(j1口，“。，口(i)9瓦，口"。，口(A)，l：A)．

于是，引理成立． 口

为方便起见，褥们表示z％，口=“。，口(2)口瓦，口％，口(A)，其中口，∥∈y且满
足＆≥卢，而X=(i，g，A)∈最．于是我们有

xOa，口=(21口，xsr。，口，l；^) (3．4)

Sl理3,3．8．令a，卢∈Y满足a≥卢，i∈L，A E A。Al|

pM瓦，口="。，p(A)pl扣1口“。，p(i)

证明设(i，p嚣，A)∈＆．由引理3．3 7

(i，p意，A)以，口=@l口，u。，口(i)p寻瓦，口％，口(^)，嵋A)

既然(。，坻1，A)是只的—个幂等元，而如，p是最到昂的一个同态，我们

有u。，口(t)p君瓦，口ua．口(A)=p毋m口．因此p她瓦．p=u。，口(A)plj舢岫u。，p(i)． 口

这样，我们验证了瓦，口满足定理3．1．1的条件(iii)

引理3．3-9．设a，卢∈Y，z=(i，g，A)∈品，Ⅳ=(J，h，p)∈函，则

xy 2(ij，XO'cr，a卯1矗^，ji。pv即，。p，A肛)

证明由引理3．3．4，我们有

xy=(xyea口)”z先，。口Ⅳ％，。口(g。口列)o

=(ij，te。fi，1：口)z日a，n口g口p，。口(1。口，￡。口，A肛)(由日I理3．3 1)

=(ij，。叩，1如)(n。口，XO-∽口，l知A)(jl。p，g即，。口，1：8“)
(1ap，6。口，Ap)(由(3．4))

。

2【”，o。d，aZPl：d^，jl。日口即．ap，札J-
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我们完成了证明． 口

因此，s上的乘法运算和定理3．1．1定义的运算{一致．

引理3．3．10．设d，_臼∈Y且满足＆2卢，g∈如，q∈Am，而X=(i，g，A)∈

＆．则

p-，Xq砌，t1口z口a，p=z口a,zPln护q--^1，q．

证明令Y=(1口，印，”)，z=(q，铂，1j)∈Sm．由I(A)的左(右)正则性，

我们有lmi：lmilm=1日，_A1；=1；帕1；=l；．注意对任意卢∈y，

¨口，口(1口)=p．-。1l；，l口l口P101a，1。lp=叼．既然Pm在(1口，l；)处被正规化，对任

意_∈Am，vm，口(q)=p晶山=印由条件(i)，印易，口=印．因此Yam，p=
一

P

“口，m(1z)。mem，口”p，口(q)=印，由引理3．3．9，

(Ⅳz)。=(1卢i，Y盯m，芦pl："，；1口z盯。，卢，叼A)z=(1卢，Pv，il口z％．芦，叩A)(q，。口，13)
：=(1p，pv,n口Xffa，mPvA，q，qAl；)=(1口，Pv,npz％．口％^．q，l；)

类似地，g(zz)=(1p，砌，tq。％，口pln口，1；)．因此

pld如z％．卢p目^，q=Pn，iqz盯o．pplj^，口

则等式成立．

这样我们验证了定理

明，我们有

口

3．1 1的条件(iv)由引理3．2 1的完全相同的证

引理3．3．11．设a，卢∈y且满足a≥卢，而i∈L，A∈A。，k，q∈妇，∈，q∈

A口

(1)如果iq=ik，则Pn^，qp忒q=Pv^，k哦^．
(2)p10^．*=p1轨{q．

下面的引理描述了氏，口，钻，，和目。之间的关系．

引理3．3．12．设d，卢，，y∈Y且满足。≥卢≥7，而g∈G。．则

900，p日p，1=gOQ，1E“口，(1。1d)



证明令z=(1。，g，1：)E&．则由(3 3)，我们有

因此，由引理3 3 7

哦，口2(1。l∥，F如，Jp．-d11执l口

。先，p％，1 2(1。1817，U口，7(1n1口)0瓦．口p1-：11：．1。1。)知．1印，1(101：)，l；1；1：)

=(i01口17，“口，，(1a1口)g瓦，p以，7(p．-。il：“l口)如，，u聊(1；1：)，1；l；l：)

2(1。1口17，邮，7(1ab)go-，p％“∥肌-i(1alp)p如‰l。Ⅵ，
％-，讣1-口i-。z)啪，，(1；l：)，1：l；1：)(由引理3,3 8)

=(1alall,u肋(1aI口)g瓦，p％-∥M-I(1山)p如‰1山v 1；1；1：)

在另一方面，由引理3．3．5

因此

即

而

z气．口占口，1 = (。8卢e1)oz屯，，(e口e78口z)o

=(1ai#17，。，，1；)(1a17，g瓦Mp-，1l执】，，1；l：)
(hi，，p．--，Il‰1，，，，1；1；1：)(由引理3．3．1和(3 3))

=(1al口l，，9瓦，7pv-1“山p1；l。幽p如1。山，l；1；1：)

唧，，(1nlp)9瓦，口易，7坳-，71(1nl口)p书：‰Ⅵ山
2 9瓦，1p犁--i“山pl；l。内p如l”幽

“p，1(1。1p)9瓦，口如，1u赢(1。1口)

g瓦1pl-；1lu。l，p1；l“口1，噼；l。幽p1；1；l：，l。如1，

pl-摊I，】。】7p1；upl扔-；Il；l：，1口17pl；l；l扎1F17
3
p毋：，l山Pl；l二，l。1口11p1-；11j1：，1山17p1；10l：，l。岫1，
(既然，是左正则带， 1。(1口11)=l。(1。1口l，)．则由
引理3 11(1)，PlⅢ日1，pl-㈣1Ⅲ，2 PiⅢ。l口l，嘶-1Ⅲ。l口l，)

=p毋：，l。l，Pl；l二，l。1口1，=p曲：，u幽P1；l：，l。l口l，(由引理3．11．(2))
=
0一-
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因此g瓦．口易，1=“口-，1，(1。1口)g§”u口，，(1。l口)，i．e．，9瓦，p如，1=g瓦，fⅥ，(kl。)

因此，我们证明了目邮满足定理3 l l的条件(ii)

我们完成了定理3 1．1的证明．

§3．4特殊情况的注记

下面我们把定理3 1．1的结论用于一些特殊情况的讨论．这里仅讨论正

规密群和左拟正规密群的情形．

引理3．4．1．[[15]Proposition V．4．5]令s是一个完全正则半群

等价．

(i)s是左拟正规密群．

(ii)￡一关系是一个正规带同余而冗一关系是一个同余．

(iii)S满足等式(axy)o=(axay)o．

则下列命题

口

注记3．4．2．在定理3．』1中，如果，=(y；厶)是一个左正规带而A=

(y；A。)是一个右正规带，则条件一训自然满足，既然对任意口，卢∈y，
Q 2 8，i∈Ia，x∈A。，q∈Is和q∈An，由fi5J专的命题II．s．iO．我们南

砌，tlp=p1，Ⅵ而p1^，g=pl扒q．因此，我们能够得到正规密群的结构定理．

注记3．4．3．在定理7．』．』中，如果i=(y；L)是一个左正则带而A=(y；A。)

是一个右正规带，则条件一"，能够由如下的一个稍微简单的条件代替．

(iV7)Pv，11d=P,7M，对任意i∈厶，q∈In，17∈An．

事实上，对任意Q，_8∈Y，o≥p，i∈L，A∈A。，q∈如和q∈An，由条件

以叫，p"l口=p"q，由皿可中命题皿3．9对偶，砌^，q=p1_^，q．条件—叫蕴
涵条件一"J是明显的．这样，我们得到了左拟正规密群的结构．



第4章 密群的构造

本章讨论密群的构造．网忆第三章我们用左正则带，群及诱导群同态，

右正则带构造了正则密群．构造密群时，框架式结构与之类似．我们用带和

一族群及其同态构造密群．这是由于密群没有正则性，我们不得不对完全单

半群的结构做技术上的处理。技术处理目的是整体考察带对第二个坐标的乘

法的影响．另外，关于结合律的验证，也面临比第三章更多的困难．当然，

我们可以使用引言中参数妒0口，札，口等构造密群．但我们发现这是一件非常

麻烦的事情．

§4．1引言和主要结果

称一个完全正则半群S为密群，如果Green关系“是s上的一个同

余．我们已经知道，在正则密群s上，￡和亿都是同余．自然遗，咒也是

同余。且S／爿是一个正则带．又由于一个正则带是左正则带和右正则带的

织积，所以在构造正则密群时，我们分别考虑左正则带和右正则带对第二个

坐标的乘法的影响．而第—个坐标和第三个坐标则就是通常的织积的乘法．

由于在密群S上，S／H是一个带，我们统一处理带对第二个坐标的乘法的

影响．以后我们会发现，密群失去了正则性，第三章中对我们的结构定理起

非常重要作用的如口也不再是同态．这给我们对问题的处理会带来一些技术

上的困难．幸运的是，当我们将以．口限制到每个丸．类上时，是一个同态．

且以．口诱导群同态．我们利用这个同态及带构造密群．

设S=川(I，G，A；P)是一个群G上的Rees矩阵半群，G的单位元记

作。另设B=I×h是—个矩形带，而d=(i，A)，b=(J，肛)∈B，g，h∈G，

为了后面的运算方便，我们把(i，g，A)记作(o，g)面把(J，h，p)记作(b，^)，

它们都分别是S的元素．另外，我们把PM记作P。，这是Sandwich矩阵P

的元素．这样处理以后，S的乘法就应该表述为

(o，g)Cb，h)=(ab，gPb。h)

我们相应用M(B，G，P)表示这样的Rees矩阵半群S．回忆Sandwich矩阵
P正规化的定义以及上述约定，我们称P在a∈B处正规化，如果对任意
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的b∈日，Pb。=Pab=L设G是群，9∈G我们仍用白表示C的一个

内自同构，即z白=g-1X9，其中z∈G

这一章的主要结果是

定理4．1．1．设B=(¨B。)是带，其中Y是半格．对每个口∈y，设R=

M(玩，C。；只)是一个群G。上的Rees矩阵半群， G。的单位元记做L。，

Sandwich矩阵只在舀∈B。处被正规化·记“a，口(。)=p越-1如dPi。鼬i，口n，口(Ⅱ)

=p⋯-1 a。，其中。，卢∈Y且o≥卢，o∈玩．对任意。，卢∈Y，。≥_臼，令口。，卢
是G。到G口的一个同态且满足下列条件：对任意a，卢，7∈Y，n≥p≥^，，

(i)如，。=lo。．

(ii)以，p目p，1=艮．7Gu0,，(痂)
(埘)胁如，p=Va,口(口)％盈‰，口(o)，对任意Ⅱ∈玩．

(iv)p：如。岛z％，卢=。％，芦p。晶p曲-1。，对任意b，c∈B卢和z=(。，9)∈&，
其中

z％，口=“。．口(o扫民．pu。，口(n)．

对任意z=(a，g)E咒，Y=(b，h)∈昂，在s=U。∈y&上定义乘法}运
算如下：

z+Y=(ab，zJa，aaPse。ycrz，a口)

则S是密群．反之，每一个密群在同构的意义下都能如此构造．

由于结构定理的证明很长，象第3章一样，我们分两节证明这个定理．

§4．2直接部分的证明

本节采用上节的说明和符号．我们分若干引理完成定理4．1．1的直接部

分的证明．作为定理4．1．1的条件(iv)的直接结果，我们有下面四个引理．

引理4．2．1．设。，卢∈Y且0f≥卢，茹=(a，g)∈&，b，c，d∈Be则

(1)pd-。1护n曲z盯a，卢=z盯。，口pc品p。-bI≯西ap未，
(2)p洳。。6p：扫。蔚。‰p=XO"a艘。kp。-出1
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证明既然对任意z=(口，9)∈＆，b，c∈毋，p洳。ibxaa．p=z口。，pp。j般-㈦I
我们有Pa声bxan，卢=p。。bXO'oL，卢pc百护未=‰dbXO-a，芦pd彘p曲-1。，其中d∈B口因此
(1)式成立．类似地，我们能够证明(2)式． 口

引理4．2．2．设d，卢∈Y且OL 2卢，a∈B。，b，c，d，e∈B口满足acT已ad．则

p三：pd鼬=p。-klp曲n=p∞-1。p如。

证明令。=(。，g)∈＆．既然acTlad，我们有acd=abd则由条件

(1V)，z盯。，卢p。⋯-p-一。1=p：三p。岛z盯。，卢=p盎p。Zbxa。，卢=XO-a，口pd盈p盎 因此，
p杰p痂=p。-klpdbn既然6是BS的任意元素，我们有p。-施1 pd丽=p。-klp‰=
pc-e1护d∽ 口

类似于上述引理，我们有

弓I理4．2．3．设Ol，卢∈Y，口≥卢，a∈B。，6，c，d，e∈B口且ca￡da．则

pⅡ犀吃南=pok如蠡=pnecp。壶‘ L一

引理4．2．4．设a，卢∈Y，Ot≥卢，。∈B二，b，c∈Bp．则&品=岛面。=‰。品

证明在引理4．2．2，取c=。卢和d=J臼，我们有p。如=％‰，既然场在卢

处被正规化．类似地，我们有p。盈=p。盈． 口

上述四个引理说明，作为密群的半格成分的完全单半群，它们的Sand—

wich矩阵不是自由的．我们将反复利用这些引理来简化结合律的验证．

引理4．2．5．[[18】Lemma II．1．3】设B=(y；B。)是一个带而＆，卢∈y，

o≥卢如果。∈Bo，b，c∈B口，则bac=bc 口

引理4．2．6．设a，卢∈Y，Ot≥p，o，b∈B。则v。,z(ab)="。．口(6)．

证明由"。，p的定义和引理4．2 5，我们有ua，口(06)2 p⋯-1酗=p。-。1舶=
u。，卢(6) 口

为了方便，从引理4．2．7到引理4．2．15，对于a，卢，1∈y，我们表示

。卢={，。卢7=6．

5l理4．2．7．设＆，卢，1∈Y，a∈B。且lI
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墨竺竺』!!!!!壁 !!!塞壅竺窒竺童亘222222===========================—}——』三二_二兰!∑二．二二!⋯{
(1)(u《(。))魄，d 2“矗(a面＆)p二‰址珏pi。萄赢面i“釉(石。商西)
(2)(”。，f(n))睡，5 2 u昂(孔商a)p三蟊。菇。五。咏(西蕊n)
证明由条件(iii)以及IZa,叩的定义，我们有

“a，∈(o溉，d 2(p。--掘I jpa函i)唯，d

2“¨-1(。a暨舀)p诫-1。i赫赫”gJ(。酝na)吨．5(萏。矗舀)如画a施面i啦，6(占。昂a)
=Ⅱ云；(Ⅱafa五徊二毛ai丽五ap在。硒磁。矗舀吣，6(i弛蟊舀)(由弓f理4．2．6)．

类似地，我们能够证明(2)式

引理4．2·8-设n，∥，，y∈Y，o∈鼠，b E展则

心，a(。6)u蔷(。面)噶碲=p施

证明由u}，6的定义，我们有

“E，P)u蔷(《咖未硒2 p奄妒矗蛳磕i甜。澌5矽：硒
2
p：蒜6撰’a驸“嘶⋯矗-1i。r审掣-i1 i i(既然B是带)

=p。-砟i凸6i06F{_n撕-。M％-i晶一面。{y-iI i i (由引理4．2．4)

=p删-I∞e⋯⋯々-。id砧．吒。q．《-I。矗矗(由引理4．2．5)
2吒-噼i”扛峨％-i如∥。西∥函-Ii蕊(在引理4．2．2中，取。=∈，b=瓦，
c=∈。6，d=西而e=~0弱

=芦。--掣I 扣6ii’矗--I晶如bi掣面--i晶五(由引理4．2．4)
2 p。-踟1峨-1趔5矽-b1碱(由引理4．2 2)
2 p。--舻1辩酽--1面尹：赫(由引理4．2．4)
。p。-。1{一⋯∞--1。i岳
2
p。--1。⋯’⋯一q--1。碲(在引理4．2 3中，取b=西c=琵d=硒
而e：毛葫
2 p厕-1 p。⋯__、。p％-1。蕊(由引理4．2．4)
2
p。蒜 口

口



引理4．2．9．设Oi，卢，^，∈y，Ef∈B则

“鼬(五每)(‰∈(n))睡扩p未蕊嚼(五痴。)

证明由引理4．2．7．(2)，我们有

u(6(矗商)(u咄(o))如，d

2酬五蟊)u矗(五蕊n)p去。话。矗。”矗(商前a)
2 p。-。1；i。V。-I(五西施)(在引理4．2．8中，取o=5a，b=求)

我们完成了引理的证明

Si理4．2．10．设d，卢，7∈Y，。∈B。，b∈Bd．更1J

吨，5(曲)u器(a占面萏)p二‰址硒=p靠i

口

证明由引理4．2．5，我们有ab=o矗(Ⅱ6)．在引理4．2．8，用aE,代替Ⅱ，用。b代
替b，则等式成立． 口

j}理4．2．11．设口，卢，7∈Y，z=(口，g)∈．咒．则

(。％，f)睡，沪Ⅱ舂(。鑫面舀)p壶i晶i硒煽d嵇。％，烁蕊

证明由引理4 2 7(1)

(XO-ct，f)％，d=(“。，}(。)9如，fu。，}(Ⅱ))如，J

=¨矗(Ⅱ矗∈。友)p：矗在孔＆；面p五。矗在磁。而五吨，5(舀喏。舀)9以，f如．6(u。，f(o))臼和
=Q“f，d(：i《d占)“￡；(武占)g以，d“}，6(a∈占)(u。，∈(o))睡．d
(由条件(ii)且令Q 2 u玉(口醚。舀)p三‰赫碥pi粕瑟面6)

2∽a名。蟊。蟊。产洳西话承。矽蟊-1蟊拓猛矽瓣蕊蟊猡口。，擅
(其中R=吨．6(舀∈＆)(％，∈(o))映．d)
2 Q。-。1丽j。舀i如。苁-。1。。e．。；。。。0a，dR(由引理4．2．5)
2 qp淼i赢。如二话。P∈-。1diF％。；。0。，d_R(由引理4．2．4)



2 Q9赢j霹强i矽赢辟磁印口a，6R(由引理4．2 2和引理4．2 5)
2
qpi基；碡赡。ii矽丢船尹i蟊菇芦目嘶R(由引理4．2 4)
2 Qp乏翕ii挣；i段-。1。f．。。。；。0。，6R(由引理4．2 2)
2
qp乏五iii阮商秽如，dR(由引理4．2 4)

=‘0pa-。1f。五琵p5蟊j≯n，d(矗)g以，dun，d(在)呕：(矗)R(既然uc／,5(在)=％)

2(扫a-《L。i矽i矗i≯’aa，J吒j(司兄(其中z7=(萏，g))
2

q∥％，d矽毒蕊ip葛硪墨赡；⋯’～．㈣--1 iU。-1、矗_)兄(应用4．2．1(1)，取。
为矗，b为琵c为。五蕊d为甚~)
2

Q“哪(五)9艮，d％，6(商)p。而a拓噤a露；壤-一__。．e-。1。⋯-。R
2(?9％，印未p每蕊p未i蕊P蟊面毪-m1⋯。R
=Q．oO．，6p矗-菇1 r《’n匠～“p吣-1。。。E⋯p一。一砒--1画；apagaR(由引理4．2．2)
2
qg如，6p未p。珏a_⋯0t-I。。E。．。；。。；。R(由引理4．2．4)
2啪如，6p础-1 p癖i赢p粕-1磁p鑫蟊蕊““礤舀)("。，￡(。))％
2
QgOa，6珞-赫1 p⋯～％-1缸蕊p啦雅p未礤。％}(舀求口)(由引理4．2 9)
2
09如，哦-穗1 p每蕊_p。-；1茈珏如如捌__⋯p-每I i稚。嚼(a韶o)(由引理4．2．3)
2

Qg如，峨-i1∥癖i最以--五1磷；％昂d雅蜀(其中蜀=P；‰面。w矗如蟊。)
2 QgO,t，d如--船1一粕船‰-1拓％《矗船R1(由引理4．2．2)
2“磊(n醚。矗)p翥6砬硫pa。如拓而igO。,6R1(由引理4．2．4)
=
Qlp画吣“⋯-。吣-蚓7z。-，1d(o)札。，5∞)9日。，5V吼d(o)"品(Ⅱ)R1
(固定ol 2 u茹(n在∈o商)p淼＆矗稚)
=
Q1p矗每a缸。西ap丢址p。五孔舀z∥。，d"云；沁)月1
=Qlp匠《-n啪卿莓％-蕊1＆％五岳五z％，d吒j(口)Rl(由引理4．2 4)
2 qlpi面i描西＆《基只箍。％，6吒：(。)Rl(由引理4．2．2)
。Q1pi面i；蟊ip；：硫抬％施。口a，6w三；(Ⅱ)Rl(由引理4．2．4)
2
Qlp面i蕊ip葛a施p盘z％．d"茹(Ⅱ)Rl(由引理4．2．2)
= q2。％，dpe-⋯～。E-嘶1 d五。1)i；(0)Rl
(由条件(iv)，其中⑦=Qlp再i蕊＆)
= q2甄．％占如瞄话。Pa。穗喙蕊y"-1(＆《施)
2％。％，％孤_p；-蔬1。如痂‰只‰硒。嘣(嗽施)(由引理4．2．4)



2004军10月 中国科学技术大学博士学位论文 第49页
第4章密群的构造 §4 2直接部分的证明

=Q2z盯a，5p缸五i护云1五穑。p强舀船。p鑫i五。u矗(五o∈在o)(由引理4．2 2)

=Q2z盯a，dpi越i护b-Ia砖。p西矗菇。P未赢。u器(五n荨舀o)(由引理4 2 4)
=
Q2z盯d，6pbaj。pE-81。蚯五nv∈-，ni“--Ⅱ∈萏o)

=Q2z口a，6％a乩p珏-I瓣。p强痂。瓣画。
2 Q22：0-刚P品i舻蟊-1＆i蟊。p强瓣。(既然B是带)
2
Q2z％鸸强i瓦％-1i雅。p酗磁。(由引理4．2 4)
= Q2z％，6赡j矗砧=uJ(Ⅱaf。萏)p：未矗如d缸舀p粕藤晒茹％，5pi面孔．

我们完成了引理的证明． 口

gl理4．2．12．设。，卢，1∈y，23=(a，9)∈&，b∈B口．则

“f，J(06)(z％，{)睡，6=z(7⋯，∞。，藏-1 p矗画ib．

证明由引理4．2．11，我们有

“∈．5(ab)(xaa，f)氏，6

u∈．d(曲)u磊(。a而商)p：刍赢i旆昂ip毒i磋蠹z％．dp蟊ih
p。-藏1 ip岳a珏。crQ，5‰矗(由邬垂4 2 10)
z％．5p如p5-ilbp五矗霹。4‰--1＆矗p五五如(由引理4 2．1(1))

z％，6p蕊p施--1 p酗蕊 口

g{理4．2．13．设。，卢，7∈y，a∈B。，Y=(b，h)E品．月l】

∥即，f睡，d喈，J(如)=培(暖翰p裔强碌抒．蟊蕊妒毒丽睚；Ⅳ即，J

证明由引理4．2．11，

∥即，}睡，6陇，J(n6)

u矗
u磊
喀

因此，结论成立

(由引理4．2．4)

(由引理4．2．1(2))

口

鍪峨竺怖嚣一妻～懒～枣)一萋j
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兰!兰童矍塑垫兰 墼兰塞兰童坌竺童塑
gi理4．2．14．设o，卢，，y∈Y，Ⅱ∈B。，Ⅳ=(b，h)∈．％A1J

p西唯，dⅣ即，{氏，6陇，6(n6)2 p五-1函p嫒。g即，d

证明由引理4．2．13

p画％Ⅳ即，f?曼监6(o∞
=p谴乒|冉ut-．⋯1 b，b⋯h-B1％目酶量幽}。吣～。p_ot‘叩．b}-1b9砖f∞_soo。，6
2叱．d(6缸)p啄晶矗“f，6(蜒o)“甜(叩∈印)p品‰b硒口R
(其中R 2 p鹾-"--。c。p-．蛳-I口dfr。--e。。O-口．d，由条件(iii))

=陇，d(蜒∞p晦西矗吨，d(蜒七1，．f--6I艇叩d"和∥f．叩e。pe。叩e。pe。6-雕1妒的卢￡卵R

=吣，d(增o)p硒矗“¨(蜒n)巧未哪尹b，’；--。叩一r 6-睡1 A肼卵f"R(由引理4．2 5)
2吣，J(蜒o)pbi摘矗“f，6(蜒n)p蟊；i硒尹6藤-鲴--6"-∥b-硒1 j融藤硒R(由引理4．2 4)

。u}，d(蜒o)p晤面矗“f，5(蜒n)p吾j矽渡b蕊9蚵-1两i婚4兄(由引理4．2·2)
=
”∈，6(*a，。跳_∞_。乞-掣M-1艇。c-∞-啦。扣-1卢d∈．叩-{-印。p b-雁1硒丽丽R(由弓阳哩4·2·5)

=72⋯、5"⋯乞吣-删-吣-掣鹾--1。6蜒．c-叩-吣．f--卵1西。叩-c-叩。c．6-卢1动厕矗聊R(由弓阳望4-2·4)
=V5,5(b⋯a。乞删吣旷M-1B艇，{-d。c，E--卵1 dF叩--{叩。r鲴--i嵇茚郴R(由引理4．2·2)
2％，6(b瓦⋯％_。。_％_。蜒-i。掣w．f-妒1 b硒口矽南面硒萨(由引理4·2·4)
=睢，6(6～u，饿。艇“∥啦-1秽嘁1～蜥f⋯嘲-1面两jR
2睢，5(蜒n)p哂j啦p未硒严暖删品；瓣硒铲(由引理4 2 3)
=吨，d(延o)pM-啪-e-弘坼--1们f6扩印．e叩．。印．c．叩．．6-艇1州。卵f叩R (由引理4．2·4)

2唑．d(6∈n)p嘧孙bp；三蘑晡兄
2毗，J(6∈o)p啦蘑护丢≥w兄(由引理4 2 4)
= 吨，J(b⋯a 吣。卢。{。，蜒-1自肿f咿。；叩啦叩，6f-1瓣p面掣盯成5(由引理4．2 3)
。吨，5(蜒Ⅱ)p囝i蕊p磊；i舻囝口掘p蔷i_dp幔j口即，6(由引理4 2 3)
=p南p溺g即一 口

引理4．2．15．设口，卢，7∈Y，。=(o，g)∈&，Ⅳ=(b，h)∈函则

如+g)吒，J=zF。，印蟊∥即，6
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证明由引理4．2．13和引理4 214

(ab，XO-cr fp如Ⅳ即．f)吒，5

1址，6(nb)(z口。，f)睡，5p蕊氏，d(Ⅳ。口，∈)睡，6”f，5(06)

z盯a，6p6矗p瞄--1蟊p蟊在蕊一五-Ii缸Pb蕊YO-z，6

27(7a，dp蕊9派-1。p矗蕊p靠p瓣gd即(由弓1理4·2·4)
=XO"a，溉如Ⅳ即，d 口

引理4．2．16．在s=U。∈’，s：上，定理4．』』中定义的乘法$满足结合律．

证明对任意的D，卢，7∈y，和任意的x=(a，g)∈咒，Y=(b，h)∈昂

：=(c，k)∈S，由引理4．2．14，我们有

(x}Y)$：=(ab，z口。，a口p6；冶。yo"z，a口)$(c，k)
= (abc，(z+y)o“p，o口，p。i瓦幽：q，。舯)
= (abc，2c0-0,d卢7pb舌爵。掣盯口，晰pc三爵曲孑叶，o所)·

类似地， ∞+(Ⅳ+：)=(abe，z口”p伊k面西。g印，a口1p。i爵62叶，n肿)由条件(iv)，

pb磊。Ⅳ即，。芦1p函。6=p缸而。YaZ，a卯。昴·因此， 。$(可}。)=(z丰y)忆 口

引理4．2．17。在s=U。∈y&上定义乘法}运算，则S是密群。

证明由乘法+的定义，对每个。∈y，在&上，*运算和&上已给的运算

一致．因此，由引理4，2．16，S是一个完全正则半群，且H是S上的同余．

因此，S是密群． 口

我们完成了定理4．王l的直接部分的证明．

§4．3相反方向的证明

本节我们采用下面的说明和符号：

(n)S=∽咒)是密群，其中y是一个半格．

(6)对每个d∈y’&=M(玩，瓯；只)是群G。上的llees矩降半群

G。的单位元是屺(参考第一节)．
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(c)对每个＆∈Y，Sandwich矩阵只在西∈B。处正规化．

(d)表示e。=(＆，。。)，它是&的幂等元．

(e)旯拖意OG卢∈y，。之∥，瑾∈鼠，记ua，口如)=p：品占酰。声。舀，u。，卢(n)=
pi：瑟。

首先，我们利用密群的Green关系州是同余这个性质，确定第一个坐

标的运算．

引理4．3．1．对任意B，卢E Y，o E B。，b∈B口，在S定义乘积ob：

(。，9)(6，^)：=(ab，)

则B=U。∈yB。是一个带，且s／“!B．

证明令。=(a，9)，z7=(o，97)∈最，Y=(b，^)，Y7=(b，h’)∈岛．既然州是

S上的一个同余，我们有xyT-lx⋯Y因此xy=(ab，)，xry7=(ab，)，故乘积

曲是有定义的．我们定义的乘法是结合的，既然s是结合的．明显地，我

们有s／爿!B 口

设T=朋(B，G；P)是一个Rees矩阵半群，a∈B表示凰=
{(Ⅱ，g)lg∈G)，这是T的一个7．0类．

引理4．3．2．设a，卢∈Y且＆≥卢，a∈既定义映射

妒。，p：＆_函；z¨。妒口口=z(zszz)”．

则％，口J风是一个±‘到品的同态．

证明设z=(a，g)，Y=(a，h)∈风≤＆则

(鲫)妒。，口=xy(xyepxy)o=xy(y8zv)o(由引理2．1 1)

=。(Ⅳ8口可)oⅣ(Ⅳ。口g)。(由弓I理3．3．2)

=z(。8口z)og(V8口g)o(由日I理2．1．1)
=
茁妒a，口可妒a，卢-

因此，妒。，口I吼是一个同态． 口

在密群的构造中，映射妒印的作用是重要的，尽管一般说来，它不是两

个完全单半群之间的同态．我们需要的是妒础所诱导的群同态．
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引理4．3．3．设o，卢∈Y且＆芝卢，。．9∈最．则我们有

(zg)妒d．口=(xye口)oz妒n，口g妒a，口(8口xy)o

证明由％，口的定义，我们有

(zⅣ)妒。，口=xy(zye口xy)o

=(xyepxy)oxy(xyeZxy)o(由引理3．3．2)

=(xye口)oxy(ezxy)o(由引理3．3．2)

=(zYez)o(。8p)ozg(8口Ⅳ)o(。pzg)o(由目I理1．2．1)

=(xyez)o(z8口z)o￡Ⅳ(Ⅳ8口Ⅳ)o(8口。口)o(由弓i理3．3．2)

=(xye口)oz(z8口z)oⅣ(Ⅳ8口Ⅳ)o(8口z口)o(由日I理3．3 2)
= (xyep)oz妒d，口掣％．口(8口z可)” 口

下面我们用妒郇来描述s的乘法．它帮助我们寻找结构定理中群同态

所满足的条件．

引理4．3．4．设o，卢∈Y，o∈咒，Y∈岛则

xy==(xyed口)oz妒。，。口∥妒口，。卢(e。徊。Ⅳ)o

证明由弓l理1．2．1，我们有

(xye。口z)oc(ze。口z)o，(yeazy)o冗(Ⅳe。口j呵)o． (4．1)

则，

(xye。口)o￡妒d，△口y(P口，d口(e。口zⅣ)o=(zye。口)ox(xe。口。)oy(yea口Ⅳ)o(e。口xy)o

=(xye。口z)o(ze。口z)oxy(ye。口Ⅳ)o(口e。口xy)o(由目I理3．3．2)

=(zye。口z)oxy(ye。口zg)o(由(4 1))

=xy(由引理1．2．1)． 口

下面的引理刻画妒。，口，妒口，7和妒"的关系．我们以后会发现这种关系

正好揭示群同态之间的关系．
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引理4．3．5．设o．卢，7∈Y且。≥卢2 7，z∈& 则

z妒a．口妒口，，=(z8pze7)。。妒乱1(8卢zelz8卢。)o

证明由引理1 2 1，我们有

因此

(z8口ze7z)o￡(ze，z)o， (xe芦xeTxe卢卫)07z(xe芦xe7z)o． (4．2)

(茁【p。，口)妒卢，1 一 z妒。，卢(茁妒。，卢qz妒。，卢)o=z(z8口z)o(z(ze口z)oe，z(z8卢。)o)。
一 z(xe口z)o(ze舟zel茁e口z)o=z(xe口zelz8卢。)o (由弓臼墨2．1．1)

=x(xe口xe，z)。(xezxelxe口x)o(由(4．2))

=(zezxelz)oz(xe口xe7xezx)“(由引理3．3．2)

=(xe口xeTz)o(ze7z)ox(xezze,xezx)o(由(4．2))
= (ze舟ze7z)o(ze_z)oXXo(e卢zelze卢z)o (由弓阳里3．3．2)
= (z￡口击e，)o茁ox(xe，z)o(ezze7ze廖z)o(由弓I理3．3．2)

=(ze口zel)o茁‰．1(e口ze，xe口x)o． 口

设。，卢∈Y满足a≥卢，g∈G。，。=(舀，F)∈＆，由引理4．3．1，存在唯

一的90。，口∈G口使得

z妒。，口=(茜』笕，g先，e aZ＆) (40)

它诱导映射

口。，口：G。一G口；9”gO。，口．

下面我们分若干引理来证明以，口是一个同态，且满足定理4．1．1中的条

件(i)-(iv)．

引理4．3．6．％．口是一个G。到G目的同态．且以p=1G。．

证明设g，97∈Ga．则(五，gg’)‰，p=(a卢在，(99’)以，卯赢)．另一方面，我
们有(子，997)妒。，口=((舀，口)(矗，97))妒。，p=(：蕊，口气．砝)(痂，9钆，口P磊＆)=
(在强，90％zg’钆，口pa-瑟1)因此， (997)如，口=gOa，zg’如．p．这样我们结论目a．口是
一个从G。到函的同态．如，。=1G。是显然的． 口
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因此，如．口满足条件(i)．为了方便的缘故，我们表示

u。，p(o)=p二‰如。赫，‰p(Ⅱ)。p淼pi痂p；岳。’
其中a，卢∈y，Ot≥月，n∈B。后面我们将证明∞a，p(。)2 p乏蕊。

gI理4．3．7．设。，卢∈y，。≥卢，z=(d，g)∈&．则有

∞妒。．口=(o卢o，u。，口(n)9民,zvc。，口(n))．

证明表示z1=(Ⅱa，b)，z3=(她，b)∈E(So) 由引理4,3．2，我们有

删叩=(。狮舀，嗑i)，哪。，口=(a。万在。tp荔。)-表零。。2(舀，9)，由
(4．3)，z2妒卵=(a施，p嘉)由引理4．3．1，(叩2哪口)o?(妒，印)，(郫38月)0-
(五。万．印)，(e口。。za)o=(商o，。p)，而(e庐12223)o=(卢a，印)．因此，

(o，夕)妒。，口=(z1(z223))妒。，口=(。122茹3e卢)ozl妒a，卢(z223)妒d，芦(e口z1茁223)o
= (zl茁2238口)ozl妒口，口(z223e皿)o嚣2妒d，口z3妒a，口(8芦z223)o(e口。1。223)o

；(n万，印)(。a民a，p：‰)(占。万，铂)(矗磁，p表)(舀。强n，p玉。)(硒叫p)(凰，。口)
= (。魂，p：：融p在痂a口氏，磙pa。豇p刍磊。)=(口卢以ua．p(。)g如，卢”。，口(盘))· 口

为了方便，我们表示

∞％，口=un，p(口)g以，pw。，p(。)．

对任意的口，_臼∈Y，口≥卢，z=(o，9)∈&，则

。妒。，口=(o肋，z％．口)． (4 4)

引理4．3．8．设a，卢∈y，。=(。，g)∈咒，Y=(b，h)∈昂．则

xy=(ob，茁口。．app6三舀。掣仃口，np)．

证明由引理4．3 5，我们有

z可
= (z可ea口)oz妒d，。档掣妒口，。芦(e。zxy)o

：(Ⅱ6劢，‘。口)茹妒。口∥妒肋p(面06，￡卵)(由引理4．3．1)
：(曲葫，。。口)(a西。，za。口)面瓠g即，。p)(葫曲，c。日)(由(4．4))
=(。6三乃06，z％，。ppb葫。可盯p．。p)=(。6，z口a，n口p螂。Ⅳ。口，ap)·

我们完成了证明．
口
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弓1理4．3，9．设Ot，芦∈Y， 。≥p，b、c∈Bp，另设z=(口，9)∈Sa贝l；

p～-1护Ⅱ岛z盯△．目=z盯d．口p～。～-1d

证明令Y=(b，印)，2=(c，叼J∈勘．由引理4．3．8．

(Vz)z=(ba，掣盯芦，日pn百b正仃＆，口)z=(ba，p。西b37,0-Q，芦)(c，。口)=(bac，P。声b茁盯。，口pc6。)

类似地， y(xz)=(bac，P。。bXtT。．口p。赢)因此，P巧bxaa，口pc蚰=p”6z％，口p。面，

所以等式成立． 口

因此，我们证明了定理4 1．1的条件(iv)满足．

类似于引理4．2．2，引理4．2．3和引理4．2 4，我们有

弓I理4．3．10．设o，卢∈Y， 口≥p，。∈B。，b，c，d，e∈口卢．贝1J

(1)如果acTzad，则p矗-1p啦2 p孟扫砒2 p盏p协
(2)士n果cacda，贝1J p。醌p。-。1d=p06cp赫=paecpa-eld-

(3)p。n=％孔。=p。。丽
u

由引理4．3．10．(3)，我们有

u口，p(o)=p。--1 p二。B～5”5～,aj二。=p。-¨l_如，

因此”郇(。)和定理4．1．1中的u。，口(o)的定义一致，这样XCrct，p也和定理4 l-1

中的定义一致，

SI理4．3．11．令口，卢∈Y，o≥卢，o∈Ba AIJ

p。口。，口：=口。，口(。)p。百。ua，卢(d)一

证明设z：(。，万1)∈&则由引理4 3 2，我们有z‰，4=(d瓦，p五)．而由
引理4 3 8，z妒。．口=(n压，“。，p(o)pil9。，口u。，口(。))因此，“。，p(。)芘1目n，口ua，口(。)

p口-盈1 因此‰如，口2％，p(8)p。蕊‰，p(。)-
口

我们证明了定理4．1．1中的条件(iii)成立．

弓I理4．3．12．设＆，卢，7∈y，血≥卢≥7，g∈Ga，则

9以，口知，，3 g既，1E。口．，(i强)·
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证明令z=(在，g)∈＆．则由(4 3)，。妒。，口=(五卢友，9日。，口p。-∞1) 因此，由引
理4．311．

z妒。，口妒口，1=(舀口砑即五，“芦，1(＆p五)(g臼a，口p。-。I占)日口，1u芦，7(五声五))
2(石卢a彳西卢a，up，1(舀卢矗)9目a，口日口，-rP；未知．。
=(冱犀彳占强，“肌(五硒)织，口知．，“晶(商压功壶ii瑟”晶(茜犀)印，，(a施))
2(酗a彳a卢在，呦，，(石卢商)g如，口知，，呖；(j谚-T鑫)p泰二缸)．
另一方面，由引理4 3 5，我们有

z咿d，口妒口，1=(xezxe7)”z妒a，7(ezxezxe口x)”

=(占卢；巧，b)(i呵萏，gO。，伊墨cr'／。～)(卢薪鑫卢西，只蒜ii豇)(由(4 3))

2(蠢口在彳面口商，g妒a，1p杀p蕊ii西i二p蠢i丽)
2(舀俪砸，gcP”喀扣酾ip菇-1i蕊)．

因此。 叼，7(五卢a)g钆，p％，，Ⅱ赢(商卢舀)P淼砸砧。gO—p丽-1ip口研&嘧葡豇．由引
理4．3．10(1)和(3)，我们得到

％-1⋯p_⋯口-。1iii扩&蕊ia施
=p杀p＆融々ip淼ii豇pa醯ii肛
=p未≯i§爵i强=畸．

因此， gOa，p％H=9钆，1s。口，，(i丽)

这样我们证明了％。口满足定理4 1 1的条件(ii)

我们完成了定理4．1．1的证明。

§4．4密群之间的同态

口

本节我们利用第三节中的‰崩半格上的同态及完全单半群上的同态来

刻画密群之间的同态．利用本节的结果，我们能够容易地导出正规密群间和

正则密群间的同态(参看[15]，Lemma IV．1 8)

定理4。4．1．设S=(y；咒)，T=(z；咒)是两个密群，且设∈：Y—Z是两

个半格之间的同态．对每个a∈y，令％：&一珏}是一个同态，且满足
条件：
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(1)对任意@，卢∈¨a∈＆，b∈昂．n％切口H(nb)％口．

(2)对任意d，卢∈V。之卢，％妒。f，废=妒。，口邪．其中，币。∈．雕是咒f到

乃∈的映射： z咖。{，雕=z(ze联z)o

则q=U。∈y％是S到T的一个同态．反之，对每个S到T的同态rl，都

存在唯一的f和％，使得口能够如此构造．

证明设1=U。∈y％满足上述条件．对于o∈＆，b E Sz，我们有

(nq)(切)=(o％)(6邪)

=(∞融6釉屯口％口)屹％砒《．(。鳓{嘞咖f。(。钟{(％p％p哪。切口)o
=(atl。by口e。口q。口)on‰，。口q。加妒口，。口％口(e。p％口叼。切口)o(Ca(2))

=(。％却口e。口％口)。(o‰，。p如口，。口)％口(B。口％口o％幻口)o

=((abe。口)％口)。(Ⅱ‰，。口6妒口，。口)q。口((8叩％p06)％口)o(由(1)J

=((。6e。卢j。(8妒。，。卢6妒成。口)(8。芦86)。弘融口

=(ab)v卵=(ab)n

因此，"是一个同态．

反之，设叩：S—T是一个同态，既然口保持D关系，霹诱导同态

∈：y—T，定义a∈=a7，如果a∈R，口叩∈L，．令％=qI&，则％是&

到死f的同态．显然，对任意a∈＆，b∈嘞，我们有Ⅱ％6叩口爿(Ⅱ6)％日．设

o，卢∈¨a≥卢，o∈咒．则awe。}，雕=o卵a(叼。8口珊口％)o=(a(ae口a)o)q=

(d(岔8口盘)ojf阳=o妒口，口露口． 口



第5章 正则密群上的同余

本章我们利用第三章的结果，结合【151中的结论首先给出正则密群上的

同余的构造，然后刻域正则密群上的最小纯正同余．类似本章的结论，我们

能够得到密群上的最小纯正犀余．本章给出的一些定义本质上届于f15j．

§5．1引言

同余理论是半群代数理论的一个重要组成部分．关于正则半群上的同余

的构造，目前比较成熟的理论是核一迹刻画．设S是一个正则半群，P∈c(s)．

我们把同余P的核记作kerp，而把它的迹记作trp．集合kerp是和幂等元

在一个p类的元素的全体，而trp是P在幂等元集合E(了)上的限制．这

种刻画之所以成功，在于正则半群上的任意同余P由它的核kerp和它的迹

trp唯一确定．文f157利用半格和完全单半群上的同余构造了完全正则半群

上的同余，使用的工具是核-迹刻画．我们首先陈述这方面的结果．

定义5．1．1．设S=(】厂i品)是一个完全正贝f『半群，{∈e(y)，％∈c(＆)

称(∈，％)为S的一个同余成分，如果

(cAl)盘，b∈＆，C∈$，。三∥，或∥≥＆，arl。b辛acrlasbc，c(吼芦c6
(CA2)a，b∈＆，c E．$，Q(∈n≥)口，acr／口bc，car／ocb号arlab，

(CA3)e∈E(瓯)，，∈E(影)，a∈S，o印≥，y，e≥，寺e町口vfae

在此情况下，我们在s上定义关系p(E，q。)：n∈&，b E昂，

口p僖．q。)6鲁。荨黟，ab'qoaba，alo一1∈ker rlaa

我#]用CA(S)表示s的所有同余成分的集合

定义5．1．2．对于同余P∈c(s)，由(PV口)／口诱导的y上的同余∈称为P

的反射，记做∈=r8 P．

关于完全正则半群的同余的构造，我们有[15】中给出的如下定理．

59
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定理5．1．3．如果(∈，％)是s的同余成分，则眦．。)是S上的满足re P=

{P k=％的唯一同余，反之，如果p是S上的同余，则(rep，P f矗)是s

的同余成分，且P=P(”Ml。。)．

在下面，S=(E咒)总是表示正则密群，其中y是一个半格，对每个

d∈¨咒=朋(L，G。，A0，R)是群G。上的Rees矩阵半群，G口的单位

元是如对任意＆∈Y，我们总是Saadwich矩阵Pa在(1。，1：)∈L×A。

处正规化，固定％=(1。，‰1：)，它是&的一个幂等元．

§5．2正则密群上的同余

本节利用第3章的同态如胁半格上的同余∈和完全单半群上的同余％

刻画正则密群上的同余．

首先，我们给出以下定义(参看[15】中的Definition VII．9．3I)．

定义5．2．1．设P∈c(s)在l，上定义关系fj如果Q，∥E】‘a驴当且仅当

存在a∈晶，b∈函，c，d∈＆口使得apc，bpd．我们称∈是P的反射，记

为∈=rep．

引理5．2．2．对任意口，卢∈14,d∈咒，b∈品，口p V力6当且仅当存在

C，d∈&口满足apc，bpd，其中P∈C(s)．

证明设。(口VZ)b则由引理1．2．4，apu口v加，其中Ⅱ，口∈S．因此，Ⅱ2P㈨．

显然∥E＆，Ⅱu∈＆，类似地，(nu)2p(曲)(∞)，其中o”∈＆，，(。b)(o口)∈

＆肌．应用引理1．2．3，我们诱导出apc，bpd，其中c，d∈&8．相反的蕴涵关系

是平凡的． 口

由引理5．2．2，我们得到

目l理5．2．3．设p∈c(S)．Al|∈=rep∈c(y)

证明显然∈自反的狈对称的．

设＆，卢，7∈y，＆锣，卢∈7．则存在口∈&，b E昂，c，d∈&口，使得

apc，bpd由引理5．2．2，o(口V P)6．类似地，存在y∈昂，e∈S，使得
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b7(口V p)e因此口∽V p)e．再次由引理5．2 2我们结论Q臼在Y上的关

系f是相容的，既然口V P是S上的同余． 口

引理5．2．4．设a，卢∈Y，a≥卢．则对任意d∈&，a三aO。口

证明由弓I理3．3，2，a·aO△，口=d·口(Ⅱ8卢Ⅱ)o=n(08卢。)o·Ⅱ=Ⅱ(ne卢Ⅱ)o·。(Ⅱe卢血)o=

(d以．口)2类似地，。如，p·。=(。以，口)2，因此，结论成立． 口

设a，卢∈Y，Ⅱ≥卢．对任意X∈昂，定义映射

目：，口：＆一＆，Ⅱ晤口=o(nzo)o． (5．1)

容易验证铭。是一个同态且对任意a∈只，。≥a(axa)o．

引理5．2．5．设P∈c(S)，f=rep，Pl&=％则

(1)对任意q，卢∈Y， a≥卢，o，b∈＆，。％b，有。铭，口啪加：．口，其中
X，Y∈S。}zq删

(2)对任意血，卢∈y，d(即≥)_臼，Ⅱ，6∈既，aO。，口邪卯。，p，有。仉b．

(3)对任意a，卢，1∈Y，o(印≥)卢≥7，任意a∈&和z∈S，有

aO。，口％1狮。《∥

证明(1)．由假设，apb且z倒．因此，aza砌b,这蕴涵(∞口)oP(珂砷o．所_以
a(axa)o加(珂6)o．既然。(ozo)o，b(的6)o∈品，由(5．1)，我们有。吃口邪6口：，口．

(2)由引理5．2．4，。2。以．p，b≥6先，口．由引理l 2．3(3)和假设，apaO。，口，

印bO。，口．则n％b

(3)由引理1．2．3，apa0。，p因此，axapaO。，口∞如，口，(Ⅱ。n)op(aO。，口z口如，口)o．

我们结论。(。踟)opⅡ如，口(胡。，口zn日。，p)o，这蕴涵a以，口铝，，仉哦H 口

定义5．2．6．设∈∈c(y)，％∈c(咒)．称(∈，％)是s的一个同余成分，如

果(∈，％)满足下列条件：

(1)对任意a，p∈Y，o≥p，a，b∈So，研曲，则有。铭．口q口6目：，口，其中

z，Ⅳ∈s口，茹q口g．

(2)对任意。，卢∈Y，o(∈n兰)p，a，b∈＆，aO。，口卯阳。，口，则有o％6．

(3)对任意n，口，7∈Y，a(卵≥)卢≥7，o∈&，x∈S，aOa，p％7玑。钱，，



2004年10月 中国科学技术大学博士学位论文 第62页
第5章正则密群上的同余 55 2正则密群上的同余

在此情况下，我们在S上定义关系p(∈，％)j设n∈咒．b∈品

。p(f，q。)6告a∈口，aO。，。口q。口醐口。d

我们用CA(S)表示S上的所有同余成分的集合．下面开始证明本节的

主要结果．

目I理5．2．7．设(∈，rk)∈c4(s)贝1J p幢，1。)∈c(s)

证明显然P=p({m)是自反的和对称的．设a∈品，b∈昂，c∈S，apb，bpc．

则。∈卢n，口日。口町a口6知，郇，6％，口1啪7c岛，所．由条件(1)，对任意。∈&所，

Ⅱ口。，。p铝口，。所％p76％，a口口知，。肌，b印，所郎，，。所％肌c钆，肌铝"所 则由条件(3)，

我们有8先，a口铝p，。所％所口铅，。所，6％，。口铝口，。聊％聊睇，。所．类似地，

6知，所0wx．0口1％p76睇，。所，c％，册目筋，a所％所c鳄，。肌

因此，o钱，。所目。口Tc吒。所再次由条件(3)，o以m《7，。肌％所c以m％，。所．取
z=e。肌，由条件(2)，Ⅱ如M铀c日"，．

设o∈晶，b∈函，apb．由条件(3)，对任意z∈最所，Ⅱ钆，。p口弧。聊

q。肿Ⅱ程，。所．由定义，o口”p％p6％，叩．而由条件(1)，

因此

。如，a口《p，。所％所卯目，a口吆口，。肌

o《，。口1％口7娣，n所

(ac)oa(aca)oc(cac)。(。c)o=(ac)o aca)o口c(cnc)o(Ⅱc)o

=(aca)ooc(coc)o(nc)o=口c(∞c)o=Ⅱc

(5 2)
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我们有

(oc)民1，。所=(ac)oOal,a所(n(n∞)。)目％。肌(c(cac)o)口％。所(nc)o目％。所

=(ac)o(dced所oc)o。(ncd)o(o(Ⅱc。)oe。肿a(aca)o)。c(cac)o

(c(cac)oe。所c(cac)o)o(。c)o(Ⅱcen所。c)o

=(gge口eTaca)oa(ace。口7ca)oc(∞en所Ⅱc)o(acea口7ac)o
= (dce。口，aca)o aced口7ca)oac(caen口1ac)o aced卢1ac)o

=(aceazlca)oac(caea所oc)o(oceaz7ac)o

=a(acea册∞)oc(cae。所Ⅱc)o(dceaz7ac)o

=a(ace=z7ca)oc(caeae7ac)。．

类似地，(bc)Oz"所=b(bce。所cb)oc(cbe。肌bc)。．

由条件(3)，我们有a(ace。elca)o=o目。ce，。a#肿’cq。聊。日”口p誊麓另外
b(bce。所cb)o=b皖笏％口，6知。。口嘧篙．由(5．2)，

a(ace。z7ca)o仉脚b(bced所曲)o

再次由条件(3)，有n日”口，q。聊。如，。口以口，。所和6知，。所％所hoe，。p目。口，n肌．既

然。气．。口％口6目口，。p，由条件(i)，8&．卵8叩．。p7％所6知．。口以口，。所．由条件(3)，

o目。肌％口7b％，。所．因此由条件(1)，我们有

(oe。脚o)o叩口所(be。所b)o，c(cae。plac)oqa口1c(cbe。所6c)o

我们证明了(oc)000，。舯1。聊(6c)％1．。所

=(c6)日舯，。所因此，P(e，％)∈c(s)．

我们能够对偶地证明(co)日。即1q。肌
口

引理5．2．8．设(∈，％)∈cA(s)．则P=p(∈m)是s上满足条件P I如=％

rep=∈的唯一同余．

证明如果a，b∈&，apb，由P的定义，o％6．显然P{s。≥％．

令a，卢∈y，arep卢．则存在a∈乳，b∈昂，c，d∈&p使得apc而

bpd．进一步地，＆{ap郛．因此rep∈{．反之，设a印婶∈&．b∈昂贝《

apaO。口，bpbO口，。口．因此arepfl．而P的唯一性是平凡的． 口

gl理5．2．9．设p∈c(S)且1l P=p(reP，“。。
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证明如果。∈＆，b∈ss且apb，则apaob，bpabo，这蕴涵we卵显然，

n先。a口p(w，pI＆)b％：a口．反之，如果op(，％“5。)6，则arep卢，Ⅱ艮，。ZP J品boz，∞
既然a≥aO∽口，b≥bOz鄙，我们有apb． 口

这样，我们证明了下面的定理．

定理5．2．10．如果(∈，q。)是s的同余成分，则P=P({m)是S上的使得

rep=∈，Pls。=％的唯一同余，其中。EY反之，如果P是S上的同余，

则(rep，P 1品)是s的同余成分且P=P(rep,pl。。)． 口

由定理5．2．10，我们有

引理5·2·11·设P，P’∈c(s)，P 2 p(￡№)，P7 2 p，{，，噍)，∈∈∈’，％∈q：．则
P￡P7． 口

§5．3最小纯正同余

在本文的最后一节，我们利用第3章和第4章导出的关于正则密群和

密群的结构定理，给出它们的最小纯正同余的元素刻画．

设p∈c(s)，S／p是纯正群．称P是s上的纯正同余．我们介绍一个引

理，它说明了研究同余的重要性．

引理5．3．1．设{船}。∈A是半群S上的同余族，且n。∈AP。=￡．则S是半

群s／p。的子直积，这里E是恒等同余． 口

上述引理说明半群上的同余特别是一些类型的最小同余在半群直积分

解理论中是重要的．完全正则半群上的最小纯正同余已经被研究f71．它属

于核一迹刻画的范畴．正则密群甚至密群有更好的代数性质，因此我们应该

能够给它的最小纯正同余一个更清晰的刻画．

设G是群，A∈G．我们用A表示由A生成的G的正规子群．

定理5．3．2．设S=(y；咒)是正则密群，其中&=34。(L，G。，A。G拌矗)
是Rees矩阵半群．在s上定义二元关系o?设o=(i，g，A)，b=(J，h，芦)，

0={(n，6)∈s。×Sola'tb，gh一1∈F；)．

则。是S上的最小纯正同余．
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证明显然，o是S上的等价关系．设Ⅱ=(i，g，A)，b=(i，h，^)E&，9h_1∈

或．对任意c E昂，则acTlbc，既然s是正则密群．由引理3．3．4，

。c=(ace△p)”aO。，。口c％，d口(e。口。c)”，

bc=(bce。口)”bO。．。zcOz，。o(e。pbc)“，

其中ace。口)o=(bce。口)o，(e。口ac)o=(e。口6c)o，既然爿是S上的同余，。Hb．

令(ace。口)o=◇，‘。口，10)，(e叩bc)o=(1。口，￡。口，卢)，c印，。口=(k，t．∥)．

由0⋯口的定义，我们可以令aO¨口=(2，u(i)g如，。∥(A)，q)，而bO。口=

(f，u(i)hO。，卵口(A)，q)．因此，

ac=(J，。。口，10)(i，u(i)g气．。∥(A)，q)(A，t，∥)(1。口，。。p，芦)

=(J，Ⅱ(t)9瓦,。ov(A)p,kt，肛)．

类似地，我们有bc=(J，Kj)hOa，叩u(A)p砧t，肛)另外，

“(i)9瓦，。∥(A)砌k≠(u(t)^瓦，。#v(A)Pvkt)～=u(i)(gh。)瓦，叩“。1(t)．

由自⋯口的性质， (9h。)目”口∈R口因此，

u0)9瓦．。口u(A)pqk(u(i)hOa，。口"(A)p”k)一1∈户d口．

这样，acObc．对偶地，我们能够证明caOcb．所以，0是S上的同余．

设o=(i，g，A)，b=0，h，p)E＆且Ⅱo，bO∈层(剐0)．则由引理

1．2 7，no(i，p寻，A)，bO(j，p孑，“)．我们诱导g，h E R．而ab=(t，gp^2h，p)
因此， gPAjh∈怠，这蕴涵aObO∈E(剐o)，Solo是纯正群．由[15】中
Theorem II．5．3，s／o是纯正群．

下面证明0是S上的最小纯正同余．设d是S上的纯正同余，a=

(2，g，A)，b=(i，h，A)∈s：，gh一1∈声：．贝0 ab一1=({，g，^)(i，p寻^一1p嚣，A)=
(i，gh一1p寻，A)而g^一1p君∈或．令p埘是Pa中第p行第J列的元素，
t∈G。既然6是&上的纯正同余，

(i，tp。t～，A)6=(({，t，1：)(1。，b，“)(J，b，l：)(1n，一，A))d
=(i，t，1：)d(1。，6。，p)6(j，b，1：)6(1。，t-。，A)J

=((i，t，l：)(1。，L。，l：)(1。，t一1，A))6=(i，。。，A)6
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进一步地， (i，‰A)=((i，‰1：)(1。，b，A))d(。，p嚣，^)因此

类似地，(i，印才t--11A)6(i，p君，A)既然怠有形式tp。jt一1和tpTJt一1的元素
生成，86—1弱o，故aSb．因此p是S上的最小纯正同余． 口

类似地，我们能得到密群上的最小纯正同余．

定理5．3．3．设S=(y；＆)是密群．在S上定义二元关系o：设z=

(。，9)，Y=(b，愚)，

o={(。，y)∈s。×s。Id=b，gh一1∈，j)

则0是S上的最小纯正同余．
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