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概率论与数理统计习题及答案

习题习题习题习题 一一一一

1．  略.见教材习题参考答案.
2.设 A，B，C为三个事件，试用 A，B，C的运算关系式表示下列事件： 

（1） A发生，B，C都不发生；

（2） A与 B发生，C不发生； 

（3） A，B，C都发生；

（4） A，B，C至少有一个发生； 

（5） A，B，C都不发生；

（6） A，B，C不都发生； 

（7） A，B，C至多有 2个发生；

（8） A，B，C至少有 2个发生. 

【解】（1） A （2） AB （3） ABCBC C

（4） A∪B∪C= C∪ B ∪A ∪ BC∪A C∪AB ∪ABC=AB A C BC A B C ABC

(5) = (6)ABC A B C∪ ∪ ABC

(7) BC∪A C∪AB ∪ C∪A ∪ B ∪ = = ∪ ∪A B C AB BC A C ABC ABC A B C

(8)AB∪BC∪CA=AB ∪A C∪ BC∪ABCC B A

3.  略.见教材习题参考答案 

4.设 A，B为随机事件，且 P（A）=0.7,P(A−B)=0.3，求 P（ ）. AB

【解】 P（ ）=1−P（AB）=1−[P(A)−P(A−B)]AB

=1−[0.7−0.3]=0.6
5.设 A，B是两事件，且 P（A）=0.6,P(B)=0.7,求： 

（1） 在什么条件下 P（AB）取到最大值？ 

（2） 在什么条件下 P（AB）取到最小值？ 

【解】（1） 当 AB=A时，P（AB）取到最大值为 0.6.
（2） 当 A∪B=Ω时，P（AB）取到最小值为 0.3.

6.设 A，B，C为三事件，且 P（A）=P（B）=1/4，P（C）=1/3 且 P（AB）=P（BC）=0，

  P（AC）=1/12，求 A，B，C至少有一事件发生的概率. 
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【解】 P（A∪B∪C）=P(A)+P(B)+P(C)−P(AB)−P(BC)−P(AC)+P(ABC)

= + + − =
1
4

1
4

1
3

1
12

3
4

7.  从 52 张扑克牌中任意取出 13 张，问有5 张黑桃，3 张红心，3 张方块，2 张梅花的概率

是多少？

【解】 p= 5 3 3 2 13
13 13 13 13 52C C C C /C

8.  对一个五人学习小组考虑生日问题：

（1） 求五个人的生日都在星期日的概率； （2） 求五个人的生日都不在星期日的概率 ；

（3） 求五个人的生日不都在星期日的概率.
【解】（1） 设 A1={五个人的生日都在星期日}，基本事件总数为 75，有利事件仅 1个，故

P（A1）= =（ ）5 （亦可用独立性求解，下同）
5

1
7

1
7

（2） 设 A2={五个人生日都不在星期日}，有利事件数为 65，故

P（A2）= =( )5
5

5

6
7

6
7

(3) 设 A3={五个人的生日不都在星期日}

P（A3）=1−P(A1)=1−( )5
1
7

9.  略.见教材习题参考答案.
10.一批产品共 N件，其中 M件正品.从中随机地取出 n件（n<N）.试求其中恰有 m件（m
≤M）正品（记为 A）的概率.如果： 

（1） n件是同时取出的；

（2） n件是无放回逐件取出的； 

（3） n件是有放回逐件取出的. 

【解】（1） P（A）=C C /Cm n m n
M N M N

−
−

(2) 由于是无放回逐件取出，可用排列法计算 .样本点总数有 种，n次抽取中有 mPn
N

次为正品的组合数为 种.对于固定的一种正品与次品的抽取次序，从 M件正Cm
n

品中取m件的排列数有 种，从N−M件次品中取 n−m件的排列数为 种，Pm
M Pn m

N M
−
−

故

P（A）= C P P
P

m m n m
n M N M

n
N

−
−

由于无放回逐渐抽取也可以看成一次取出，故上述概率也可写成

P（A）= C C
C

m n m
M N M

n
N

−
−

可以看出，用第二种方法简便得多.
（3） 由于是有放回的抽取，每次都有 N种取法，故所有可能的取法总数为 Nn种，n
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次抽取中有m次为正品的组合数为 种，对于固定的一种正、次品的抽取次序 ，Cm
n

m次取得正品，都有M种取法，共有Mm种取法，n−m次取得次品，每次都有 N−M
种取法，共有（N−M）n−m种取法，故

( ) C ( ) /m m n m n
nP A M N M N−= −

此题也可用贝努里概型，共做了 n重贝努里试验，每次取得正品的概率为 ，则取得
M
N

m件正品的概率为

( ) C 1
m n m

m
n

M MP A
N N

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

11.  略.见教材习题参考答案.
12.  50只铆钉随机地取来用在 10个部件上，其中有 3个铆钉强度太弱.每个部件用 3 只铆

钉.若将 3 只强度太弱的铆钉都装在一个部件上，则这个部件强度就太弱.求发生一个

部件强度太弱的概率是多少？

【解】设 A={发生一个部件强度太弱}

1 3 3
10 3 50

1( ) C C /C
1960

P A = =

13.  一个袋内装有大小相同的 7 个球，其中 4 个是白球，3个是黑球，从中一次抽取 3个 ，

计算至少有两个是白球的概率.
【解】 设 Ai={恰有 i个白球}（i=2,3），显然 A2与 A3互斥.

2 1 3
4 3 4

2 33 3
7 7

C C C18 4( ) , ( )
C 35 C 35

P A P A= = = =

故 2 3 2 3
22( ) ( ) ( )
35

P A A P A P A= + =∪

14.  有甲、乙两批种子，发芽率分别为 0.8和 0.7，在两批种子中各随机取一粒，求：

（1） 两粒都发芽的概率；

（2） 至少有一粒发芽的概率；

（3） 恰有一粒发芽的概率.
【解】设 Ai={第 i批种子中的一粒发芽}，（ i=1,2）

(1) 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 0.7 0.8 0.56P A A P A P A= = × =

(2) 1 2( ) 0.7 0.8 0.7 0.8 0.94P A A = + − × =∪

(3) 21 1 2( ) 0.8 0.3 0.2 0.7 0.38P A A A A = × + × =∪

15.  掷一枚均匀硬币直到出现 3 次正面才停止.
（1） 问正好在第 6 次停止的概率；

（2） 问正好在第 6 次停止的情况下，第 5 次也是出现正面的概率.

【解】（1） (2)2 2 3
1 5

1 1 1 5( ) ( )
2 2 2 32

p C= =

1 3
4

2

1 1 1C ( )( ) 22 2 4
5 / 32 5

p = =
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16.  甲、乙两个篮球运动员，投篮命中率分别为 0.7及 0.6，每人各投了 3次，求二人进球

数相等的概率.
【解】 设 Ai={甲进 i球}，i=0,1,2,3,Bi={乙进 i球},i=0,1,2,3,则

3
3 3 1 2 1 2

3 3 3
0

( ) (0.3) (0.4) C 0.7 (0.3) C 0.6 (0.4)i i
i

P AB
=

= + × × +∪

2 2 2 2 3 3
3 3C (0.7) 0.3C (0.6) 0.4+(0.7) (0.6)×

=0.32076
17．  从 5双不同的鞋子中任取 4只，求这 4只鞋子中至少有两只鞋子配成一双的概率.

【解】
4 1 1 1 1
5 2 2 2 2

4
10

C C C C C 131
C 21

p = − =

18.  某地某天下雪的概率为 0.3，下雨的概率为 0.5，既下雪又下雨的概率为 0.1,求：

（1） 在下雨条件下下雪的概率；（2） 这天下雨或下雪的概率.
【解】 设 A={下雨}，B={下雪}.

（1）
( ) 0.1( ) 0.2
( ) 0.5

P ABp B A
P A

= = =

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) 0.3 0.5 0.1 0.7p A B P A P B P AB= + − = + − =∪

19.  已知一个家庭有 3个小孩，且其中一个为女孩，求至少有一个男孩的概率（小孩为男

为女是等可能的）.
【解】 设 A={其中一个为女孩}，B={至少有一个男孩}，样本点总数为 23=8，故

( ) 6 / 8 6( )
( ) 7 / 8 7

P ABP B A
P A

= = =

或在缩减样本空间中求，此时样本点总数为 7.
6( )
7

P B A =

20.  已知 5%的男人和 0.25%的女人是色盲，现随机地挑选一人，此人恰为色盲，问此人是

男人的概率（假设男人和女人各占人数的一半）.
【解】 设 A={此人是男人}，B={此人是色盲}，则由贝叶斯公式

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P B AP ABP A B
P B P A P B A P A P B A

= =
+

0.5 0.05 20
0.5 0.05 0.5 0.0025 21

×
= =

× + ×
21.  两人约定上午 9∶00~10∶00在公园会面，求一人要等另一人半小时以上的概率.
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题 21图 题 22图
【解】设两人到达时刻为 x,y,则 0≤x,y≤60.事 件“一人要等另一人半小时以上”等价于|x−y|>30.

如图阴影部分所示.

2

2

30 1
60 4

P = =

22.  从（0，1）中随机地取两个数，求：

（1） 两个数之和小于 的概率；
6
5

（2） 两个数之积小于 的概率.1
4

【解】 设两数为 x,y，则 0<x,y<1.

（1） x+y< .
6
5

1

1 4 4
172 5 51 0.68

1 25
p = − = =

(2) xy=< .
1
4

1 1

1 12
4 4

1 11 d d ln 2
4 2x

p x y
⎛ ⎞

= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫

23.  设 P（ ）=0.3,P(B)=0.4,P(A )=0.5，求 P（B｜A∪ ）A B B

【解】
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
P AB P A P ABP B A B
P A B P A P B P AB

−
= =

+ −
∪

∪
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0.7 0.5 1
0.7 0.6 0.5 4

−
= =

+ −
24.  在一个盒中装有 15 个乒乓球，其中有 9 个新球，在第一次比赛中任意取出 3 个球，比

赛后放回原盒中；第二次比赛同样任意取出 3 个球，求第二次取出的 3 个球均为新球的

概率.
【解】 设 Ai={第一次取出的 3个球中有 i个新球}，i=0,1,2,3.B={第二次取出的 3 球均为新

球}
由全概率公式，有

3

0

( ) ( ) ( )i i
i

P B P B A P A
=

=∑

3 3 1 2 3 2 1 3 3 3
6 9 9 6 8 9 6 7 9 6
3 3 3 3 3 3 3 3
15 15 15 15 15 15 15 15

C C C C C C C C C C
C C C C C C C C

= • + • + • + •

0.089=
25. 按以往概率论考试结果分析，努力学习的学生有 90%的可能考试及格，不努力学习的学

生有 90%的可能考试不及格.据调查，学生中有 80%的人是努力学习的，试问：

（1）考试及格的学生有多大可能是不努力学习的人？

（2）考试不及格的学生有多大可能是努力学习的人？

【解】设 A={被调查学生是努力学习的}，则 ={被调查学生是不努力学习的}.由题意知 PA

（A）=0.8，P（ ）=0.2，又设 B={被调查学生考试及格}.由题意知 P（B|A）=0.9，PA

（ | ）=0.9，故由贝叶斯公式知B A

（1）
( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P B AP ABP A B
P B P A P B A P A P B A

= =
+

0.2 0.1 1
0.02702

0.8 0.9 0.2 0.1 37
×

= = =
× + ×

即考试及格的学生中不努力学习的学生仅占 2.702%

(2)
( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P B AP ABP A B
P B P A P B A P A P B A

= =
+

0.8 0.1 4 0.3077
0.8 0.1 0.2 0.9 13

×
= = =

× + ×
即考试不及格的学生中努力学习的学生占 30.77%.

26. 将两信息分别编码为 A和 B传递出来，接收站收到时，A被误收作 B 的概率为 0.02，而

B被误收作 A的概率为 0.01.信息 A与 B传递的频繁程度为 2∶1.若接收站收到的信息是

A，试问原发信息是 A的概率是多少？

【解】 设 A={原发信息是 A}，则={原发信息是 B}
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C={收到信息是 A}，则={收到信息是 B}
由贝叶斯公式，得

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

P A P C A
P A C

P A P C A P A P C A
=

+

2 / 3 0.98 0.99492
2 / 3 0.98 1/ 3 0.01

×
= =

× + ×
27.  在已有两个球的箱子中再放一白球，然后任意取出一球，若发现这球为白球，试求箱

子中原有一白球的概率（箱中原有什么球是等可能的颜色只有黑、白两种） 

【解】设 Ai={箱中原有 i个白球}（i=0,1,2），由题设条件知 P（Ai）= ,i=0,1,2.又设 B={抽
1
3

出一球为白球}.由贝叶斯公式知

11 1
1 2

0

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )i i

i

P B A P AP A BP A B
P B P B A P A

=

= =

∑

2 / 3 1/ 3 1
1/ 3 1/ 3 2 / 3 1/ 3 1 1/ 3 3

×
= =

× + × + ×
28.  某工厂生产的产品中 96%是合格品，检查产品时，一个合格品被误认为是次品的概率

为 0.02，一个次品被误认为是合格品的概率为 0.05，求在被检查后认为是合格品产品确

是合格品的概率.
【解】 设 A={产品确为合格品}，B={产品被认为是合格品}

由贝叶斯公式得

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P B AP ABP A B
P B P A P B A P A P B A

= =
+

0.96 0.98
0.998

0.96 0.98 0.04 0.05
×

= =
× + ×

29.  某保险公司把被保险人分为三类：“谨慎的”，“一般的”，“冒失的”.统计资料表明，上

述三种人在一年内发生事故的概率依次为 0.05,0.15和 0.30；如果“谨慎的”被保险人

占 20%，“一般的”占 50%，“冒失的”占 30%，现知某被保险人在一年内出了事故，

则他是“谨慎的”的概率是多少？

【解】 设 A={该客户是“谨慎的”}，B={该客户是“一般的”}，
C={该客户是“冒失的”}，D={该客户在一年内出了事故}

则由贝叶斯公式得

( ) ( ) ( | )( | )
( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

P AD P A P D AP A D
P D P A P D A P B P D B P C P D C

= =
+ +

0.2 0.05 0.057
0.2 0.05 0.5 0.15 0.3 0.3

×
= =

× + × + ×
30.  加工某一零件需要经过四道工序，设第一、二、三、四道工序的次品率分别为

0.02,0.03,0.05,0.03，假定各道工序是相互独立的，求加工出来的零件的次品率.
【解】设 Ai={第 i道工序出次品}（i=1,2,3,4）.
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4

1 2 3 4
1

( ) 1 ( )i
i

P A P A A A A
=

= −∪

1 2 3 41 ( ) ( ) ( ) ( )P A P A P A P A= −

1 0.98 0.97 0.95 0.97 0.124= − × × × =
31.  设每次射击的命中率为 0.2，问至少必须进行多少次独立射击才能使至少击中一次的概

率不小于 0.9?
【解】设必须进行 n次独立射击.

1 (0.8) 0.9n− ≥

即为 (0.8) 0.1n ≤

故 n≥11
至少必须进行 11次独立射击.

32.  证明：若 P（A｜B）=P(A｜ )，则 A，B相互独立.B

【证】 即( | ) ( | )P A B P A B=
( ) ( )
( ) ( )

P AB P AB
P B P B

=

亦即 ( ) ( ) ( ) ( )P AB P B P AB P B=

( )[1 ( )] [ ( ) ( )] ( )P AB P B P A P AB P B− = −

因此 ( ) ( ) ( )P AB P A P B=

故 A与 B相互独立.

33.  三人独立地破译一个密码，他们能破译的概率分别为 ， ， ，求将此密码破译出
1
5

1
3

1
4

的概率.
【解】 设 Ai={第 i人能破译}（i=1,2,3），则

3

1 2 3 1 2 3
1

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )i
i

P A P A A A P A P A P A
=

= − = −∪

4 2 31 0.6
5 3 4

= − × × =

34.  甲、乙、丙三人独立地向同一飞机射击，设击中的概率分别是 0.4,0.5,0.7，若只有一人

击中，则飞机被击落的概率为 0.2；若有两人击中，则飞机被击落的概率为 0.6；若三人

都击中，则飞机一定被击落，求：飞机被击落的概率.
【解】设 A={飞机被击落}，Bi={恰有 i人击中飞机}，i=0,1,2,3

由全概率公式，得

3

0

( ) ( | ) ( )i i
i

P A P A B P B
=

=∑

=(0.4×0.5×0.3+0.6×0.5×0.3+0.6×0.5×0.7)0.2+
(0.4×0.5×0.3+0.4×0.5×0.7+0.6×0.5×0.7)0.6+0.4×0.5×0.7
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=0.458
35.  已知某种疾病患者的痊愈率为 25%，为试验一种新药是否有效，把它给 10 个病人服用 ，

且规定若 10个病人中至少有四人治好则认为这种药有效，反之则认为无效，求：

（1） 虽然新药有效，且把治愈率提高到 35%，但通过试验被否定的概率.
（2） 新药完全无效，但通过试验被认为有效的概率.

【解】（1）
3

10
1 10

0

C (0.35) (0.65) 0.5138k k k

k

p −

=

= =∑

(2)
10

10
2 10

4

C (0.25) (0.75) 0.2241k k k

k

p −

=

= =∑

36.  一架升降机开始时有 6 位乘客，并等可能地停于十层楼的每一层.试求下列事件的概率：

（1） A=“某指定的一层有两位乘客离开”；

（2） B=“没有两位及两位以上的乘客在同一层离开”；

（3） C=“恰有两位乘客在同一层离开”；

（4） D=“至少有两位乘客在同一层离开”.
【解】 由于每位乘客均可在 10层楼中的任一层离开，故所有可能结果为 106种.

（1） ，也可由 6重贝努里模型：
2 4
6
6

C 9( )
10

P A =

2 2 4
6
1 9( ) C ( ) ( )
10 10

P A =

（2） 6 个人在十层中任意六层离开，故

6
10
6

P( )
10

P B =

（3） 由于没有规定在哪一层离开，故可在十层中的任一层离开，有 种可能结果，再从1
10C

六人中选二人在该层离开，有 种离开方式.其余 4 人中不能再有两人同时离开的情2
6C

况，因此可包含以下三种离开方式：①4 人中有 3 个人在同一层离开，另一人在其余

8 层中任一层离开，共有 种可能结果；②4 人同时离开，有 种可能结果；1 3 1
9 4 8C C C 1

9C

③4 个人都不在同一层离开，有 种可能结果，故4
9P

1 2 1 3 1 1 4 6
10 6 9 4 8 9 9( ) C C (C C C C P ) /10P C = + +

（4） D= .故B

6
10
6

P( ) 1 ( ) 1
10

P D P B= − = −

37. n个朋友随机地围绕圆桌而坐，求下列事件的概率：

（1） 甲、乙两人坐在一起，且乙坐在甲的左边的概率；
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（2） 甲、乙、丙三人坐在一起的概率；

（3） 如果 n个人并排坐在长桌的一边，求上述事件的概率.

【解】 （1） 1
1
1

p
n

=
−

(2) 2
3!( 3)!, 3
( 1)!
np n
n
−

= >
−

(3) 1 2
( 1)! 1 3!( 2)!; , 3

! !
n np p n
n n n
− −′ ′= = = ≥

38.  将线段[0，a]任意折成三折，试求这三折线段能构成三角形的概率 

【解】 设这三段长分别为 x,y,a−x−y.则基本事件集为由

0<x<a,0<y<a,0<a−x−y<a所构成的图形，有利事件集为由

( )
( )

x y a x y
x a x y y
y a x y x

+ > − −⎡
⎢ + − − >⎢
⎢ + − − >⎣

构成的图形，即

0
2

0
2

2

a
x

a
y

a x y a

⎡ < <⎢
⎢
⎢ < <⎢
⎢
⎢ < + <
⎢⎣

如图阴影部分所示，故所求概率为 .
1
4

p =

39. 某人有 n把钥匙，其中只有一把能开他的门.他逐个将它们去试开（抽样是无放回的） .
证明试开 k次（k=1,2,…,n）才能把门打开的概率与 k无关.

【证】
1
1P 1 , 1,2, ,

P

k
n
k
n

p k n
n

−
−= = = ⋯

40.把一个表面涂有颜色的立方体等分为一千个小立方体，在这些小立方体中，随机地取出

一个，试求它有 i面涂有颜色的概率 P（Ai）（ i=0,1,2,3）. 
【解】 设 Ai={小立方体有 i面涂有颜色}，i=0,1,2,3.

在 1千个小立方体中，只有位于原立方体的角上的小立方体是三面有色的，这样的

小立方体共有 8 个.只有位于原立方体的棱上（除去八个角外）的小立方体是两面涂

色的，这样的小立方体共有 12×8=96个.同理，原立方体的六个面上（除去棱）的小

立方体是一面涂色的，共有 8×8×6=384 个.其余 1000−（8+96+384）=512 个内部的

小立方体是无色的，故所求概率为

,0 1
512 384( ) 0.512, ( ) 0.384
1000 1000

P A P A= = = =

.2 4

96 8
( ) 0.096, ( ) 0.008

1000 1000
P A P A= = = =

41.对任意的随机事件 A，B，C，试证 
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P（AB）+P（AC）−P（BC）≤P(A). 

【证】 ( ) [ ( )] ( )P A P A B C P AB AC≥ =∪ ∪

( ) ( ) ( )P AB P AC P ABC= + −

( ) ( ) ( )P AB P AC P BC≥ + −

42.  将 3 个球随机地放入 4 个杯子中去，求杯中球的最大个数分别为 1，2，3 的概率.

【解】 设 ={杯中球的最大个数为 i},i=1,2,3.iA

将 3 个球随机放入 4个杯子中，全部可能放法有 43种，杯中球的最大个数为 1时 ，

每个杯中最多放一球，故

3
4

1 3

C 3! 3( )
4 8

P A = =

而杯中球的最大个数为 3，即三个球全放入一个杯中，故

1
4

3 3

C 1( )
4 16

P A = =

因此 2 1 3
3 1 9( ) 1 ( ) ( ) 1
8 16 16

P A P A P A= − − = − − =

或
1 2 1
4 3 3

2 3

C C C 9( )
4 16

P A = =

43.  将一枚均匀硬币掷 2n次，求出现正面次数多于反面次数的概率.
【解】掷 2n次硬币，可能出现：A={正面次数多于反面次数}，B={正面次数少于反面次数}，

C={正面次数等于反面次数}，A，B，C两两互斥.
可用对称性来解决.由于硬币是均匀的，故 P（A）=P（B）.所以

1 ( )( )
2
P CP A −

=

由 2n重贝努里试验中正面出现 n次的概率为

2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2
n n n
nP C C=

故 2 2

1 1( ) [1 C ]
2 2

n
n nP A = −

44.  掷 n次均匀硬币，求出现正面次数多于反面次数的概率.
【解】设 A={出现正面次数多于反面次数}，B={出现反面次数多于正面次数}，由对称性知

P（A）=P（B）
（1） 当 n为奇数时，正、反面次数不会相等.由 P（A）+P（B）=1 得 P（A）=P（B）=0.5
(2) 当 n为偶数时，由上题知

21 1( ) [1 C ( ) ]
2 2

n
n

nP A = −

45.  设甲掷均匀硬币 n+1次，乙掷 n次，求甲掷出正面次数多于乙掷出正面次数的概率.
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【解】 令甲正=甲掷出的正面次数，甲反=甲掷出的反面次数.
乙正=乙掷出的正面次数，乙反=乙掷出的反面次数.

显然有

=（甲正≤乙正）=（n+1−甲反≤n−乙反）>正 正（甲 乙 ）

=（甲反≥1+乙反）=（甲反>乙反）

由对称性知 P（甲正>乙正）=P（甲反>乙反）

因此 P(甲正>乙正)=
1
2

46.  证明“确定的原则”（Sure−thing）：若 P（A|C）≥P(B|C),P(A| )≥P(B| )，则 P（A）C C

≥P(B).
【证】由 P（A|C）≥P(B|C),得

( ) ( ) ,
( ) ( )

P AC P BC
P C P C

≥

即有 ( ) ( )P AC P BC≥

同理由 ( | ) ( | ),P A C P B C≥

得 ( ) ( ),P AC P BC≥

故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P AC P AC P BC P BC P B= + ≥ + =

47.一列火车共有 n节车厢，有 k(k≥n)个旅客上火车并随意地选择车厢.求每一节车厢内至少

有一个旅客的概率. 
【解】 设 Ai={第 i节车厢是空的}，（ i=1,…,n）,则

1 2 1

( 1) 1( ) (1 )

2( ) (1 )

1
( ) (1 )

n

k
k

i k

k
i j

k
i i i

nP A
n n

P A A
n

n
P A A A

n−

−
= = −

= −

−
= −

⋯

⋯

其中 i1,i2,…,in−1是 1，2，…，n中的任 n−1 个.
显然 n节车厢全空的概率是零，于是
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2 1
1 2 1

1
1

1

2
2

1

1
1 1

1

1
1 2 3

1

1 1( ) (1 ) C (1 )

2( ) C (1 )

1( ) C (1 )

0

( ) ( 1)

n
n

n
k k

i n
i

k
i j n

i j n

n k
n i i i n

i i i n

n

n
n

i n
i

S P A n
n n

S P A A
n

nS P A A A
n

S

P A S S S S

−

−

=

≤ < ≤

−
−

≤ < < ≤

+

=

= = − = −

= = −

−
= = −

=

= − + − + −

∑

∑

∑
⋯

⋯

⋯

∪ ⋯

1 2 11 2 1C (1 ) C (1 ) ( 1) C (1 )k k n n k
n n n

n
n n n

− −
= − − − + + − −⋯

故所求概率为

1 2

1

1 21 ( ) 1 C (1 ) C (1 )
n

k i
i n n

i
P A

n n=
− = − − + − − +∪ ⋯ 1 1 1( 1) C (1 )n n k

n
n
n

+ − −
− −

48.设随机试验中，某一事件 A出现的概率为ε>0.试证明：不论ε>0 如何小，只要不断地独

立地重复做此试验，则 A迟早会出现的概率为 1. 
【证】

在前 n次试验中，A至少出现一次的概率为

1 (1 ) 1( )n nε− − → →∞

49.袋中装有m只正品硬币，n只次品硬币（次品硬币的两面均印有国徽）.在袋中任取一只，

将它投掷 r次，已知每次都得到国徽.试问这只硬币是正品的概率是多少？

【解】设 A={投掷硬币 r次都得到国徽}
B={这只硬币为正品}

由题知 ( ) , ( )m nP B P B
m n m n

= =
+ +

1( | ) , ( | ) 1
2r

P A B P A B= =

则由贝叶斯公式知

( ) ( ) ( | )( | )
( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

P AB P B P A BP B A
P A P B P A B P B P A B

= =
+

1
2

1 21
2

r

r

r

m
mm n

m n m n
m n m n

+= =
++

+ +

i

i i

50.巴拿赫（Banach）火柴盒问题：某数学家有甲、乙两盒火柴，每盒有 N根火柴，每次用

火柴时他在两盒中任取一盒并从中任取一根 .试求他首次发现一盒空时另一盒恰有 r
根的概率是多少？第一次用完一盒火柴时（不是发现空）而另一盒恰有 r根的概率又

有多少？ 
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【解】以 B1、B2记火柴取自不同两盒的事件，则有 .（1）发现一盒已空 ，1 2
1( ) ( )
2

P B P B= =

另一盒恰剩 r根，说明已取了 2n−r次，设 n次取自 B1盒（已空），n−r次取自 B2盒，

第 2n−r+1次拿起 B1，发现已空。把取 2n−r次火柴视作 2n−r重贝努里试验，则所求

概率为

1 2 2

1 1 1 12C ( ) ( ) C
2 2 2 2

n n n r n
n r n r r rp −
− − −= =i

式中 2反映 B1与 B2盒的对称性（即也可以是 B2盒先取空）.
（2） 前 2n−r−1 次取火柴，有 n−1次取自 B1盒，n−r次取自 B2盒，第 2n−r次取自 B1

盒，故概率为

1 1 1 2 1
2 2 1 2 1

1 1 1 12C ( ) ( ) C ( )
2 2 2 2

n n n r n n r
n r n rp − − − − − −
− − − −= =

51.  求 n重贝努里试验中 A出现奇数次的概率.
【解】 设在一次试验中 A出现的概率为 p.则由

0 0 1 1 2 2 2 0( ) C C C C 1n n n n n n
n n n nq p p q pq p q p q− −+ = + + + + =⋯

0 0 1 1 2 2 2 n 0( ) C C C ( 1) Cn n n n n n
n n n nq p p q pq p q p q− −− = + + − + −⋯

以上两式相减得所求概率为

1 1 3 3 3
1 C Cn n

n np pq p q− −= + +⋯

1
[1 ( ) ]

2
nq p= − −

1 [1 (1 2 ) ]
2

np= − −

若要求在 n重贝努里试验中 A出现偶数次的概率，则只要将两式相加，即得

.2

1
[1 (1 2 ) ]

2
np p= + −

52.设 A，B是任意两个随机事件，求 P{（ +B）（A+B）（ + ）（A+ ）}的值.A A B B

【解】因为（A∪B）∩（ ∪ ）=A ∪ BA B B A

（ ∪B）∩（A∪ ）=AB∪A B AB

所求 ( )( )( )( )A B A B A B A B+ + + +

  [( ) ( )]AB AB AB AB= +∪ ∩

=∅
故所求值为 0.

53.设两两相互独立的三事件，A，B和 C满足条件： 

ABC=Φ，P(A)=P(B)=P(C)< 1/2，且 P（A∪B∪C）=9/16，求 P（A）.

【解】由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC= + + − − − +∪ ∪
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2 93 ( ) 3[ ( )]
16

P A P A= − =

故 或 ,按题设 P（A）< ,故 P（A）= .
1( )
4

P A =
3
4

1
2

1
4

54.设两个相互独立的事件 A和 B都不发生的概率为 1/9，A发生 B不发生的概率与 B发生 A
不发生的概率相等，求 P（A）.

【解】 ①
1

( ) ( ) 1 ( )
9

P AB P A B P A B= = − =∪ ∪

②( ) ( )P AB P AB=

故 ( ) ( ) ( ) ( )P A P AB P B P AB− = −

故 ③( ) ( )P A P B=

由 A,B的独立性，及①、③式有

1 1 ( ) ( ) ( ) ( )
9

P A P B P A P B= − − +

21 2 ( ) [ ( )]P A P A= − +

2[1 ( )]P A= −

故
1

1 ( )
3

P A− = ±

故 或 （舍去）
2( )
3

P A =
4( )
3

P A =

即 P（A）= .2
3

55.随机地向半圆 0<y< (a为正常数)内掷一点，点落在半圆内任何区域的概率与22 xax −

区域的面积成正比，则原点和该点的连线与 x轴的夹角小于π/4 的概率为多少？ 

【解】利用几何概率来求，图中半圆面积为 πa2.阴影部分面积为
1
2

2 2π 1
4 2
a a+

故所求概率为

2 2

2

π 1
1 14 2

1 2 ππ
2

a a
p

a

+
= = +

56.  设 10 件产品中有 4 件不合格品，从中任取两件，已知所取两件产品中有一件是不合格

品，求另一件也是不合格品的概率.
【解】 设 A={两件中至少有一件是不合格品}，B={另一件也是不合格品}
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2
4
2
10

2
6
2
10

C
C( ) 1( | )
C( ) 51
C

P ABP B A
P A

= = =
-

57.设有来自三个地区的各 10名、15 名和 25名考生的报名表，其中女生的报名表分别为 3
份、7 份和 5 份.随机地取一个地区的报名表，从中先后抽出两份. 
（1） 求先抽到的一份是女生表的概率 p； 

（2） 已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表的概率 q.
【解】设 Ai={报名表是取自第 i区的考生}，i=1,2,3.

Bj={第 j次取出的是女生表}，j=1,2.

则
1

( ) , 1, 2, 3
3iP A i= =

1 1 1 2 1 3
3 7 5( | ) , ( | ) , ( | )
10 15 25

P B A P B A P B A= = =

(1)
3

1 1
1

1 3 7 5 29( ) ( | ) ( )
3 10 15 25 90i

i

p P B P B A
=

= = = + + =∑

(2) 21
21

2

( )
( | )

( )
P B B

q P B B
P B

= =

而
3

2 2

1

( ) ( | ) ( )i i
i

P B P B A P A
=

=∑

1 7 8 20 61( )
3 10 15 25 90

= + + =

3

21 2 1
1

( ) ( | ) ( )i i
i

P B B P B B A P A
=

=∑

1 3 7 7 8 5 20 2( )
3 10 9 15 14 25 24 9

= × + × + × =

故
21

2

2
( ) 209

61( ) 61
90

P B Bq
P B

= = =

58. 设 A，B为随机事件，且 P（B）>0,P(A|B)=1,试比较 P(A∪B)与 P(A)的大小. (2006研考)

解：因为 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB= + −∪

( ) ( ) ( ) ( )P AB P B P A B P B= ⋅ =

所以 .( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P B P A= + − =∪
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1

习题二

1.一袋中有 5 只乒乓球，编号为 1，2，3，4，5，在其中同时取 3只，以 X表示取出的 3 只

球中的最大号码，写出随机变量 X的分布律.
【解】

3
5

3
5

2
4
3
5

3,4,5
1( 3) 0.1
C
3( 4) 0.3
C

C( 5) 0.6
C

X

P X

P X

P X

=

= = =

= = =

= = =

故所求分布律为

2.设在 15 只同类型零件中有 2 只为次品，在其中取 3 次，每次任取 1 只，作不放回抽样，

以 X表示取出的次品个数，求：

（1） X的分布律；

（2） X的分布函数并作图；

(3)

.
1 3 3{ }, {1 }, {1 }, {1 2}
2 2 2

P X P X P X P X≤ < ≤ ≤ ≤ < <

【解】

3
13
3
15

1 2
2 13
3
15

1
13
3
15

0,1,2.

C 22( 0) .
C 35

C C 12( 1) .
C 35

C 1( 2) .
C 35

X

P X

P X

P X

=

= = =

= = =

= = =

故 X的分布律为

（2） 当 x<0时，F（x）=P（X≤x）=0

当 0≤x<1时，F（x）=P（X≤x）=P(X=0)=
22
35

X 3 4 5
P 0.1 0.3 0.6

X 0 1 2
P 22

35
12
35

1
35
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2

当 1≤x<2时，F（x）=P（X≤x）=P(X=0)+P(X=1)= 34
35

当 x≥2时，F（x）=P（X≤x）=1
故 X的分布函数

0, 0
22 , 0 1
35( )
34 , 1 2
35
1, 2

x

x
F x

x

x

<⎧
⎪
⎪ ≤ <
⎪= ⎨
⎪ ≤ <
⎪
⎪ ≥⎩

(3)

1 1 22
( ) ( ) ,

2 2 35
3 3 34 34(1 ) ( ) (1) 0
2 2 35 35
3 3 12(1 ) ( 1) (1 )
2 2 35

34 1(1 2) (2) (1) ( 2) 1 0.
35 35

P X F

P X F F

P X P X P X

P X F F P X

≤ = =

< ≤ = − = − =

≤ ≤ = = + < ≤ =

< < = − − = = − − =

3.射手向目标独立地进行了 3次射击，每次击中率为 0.8，求 3次射击中击中目标的次数的

分布律及分布函数，并求 3次射击中至少击中 2次的概率.
【解】

设 X表示击中目标的次数.则 X=0，1，2，3.

3

1 2
3

2 2
3

3

( 0) (0.2) 0.008

( 1) C 0.8(0.2) 0.096

( 2) C (0.8) 0.2 0.384

( 3) (0.8) 0.512

P X
P X
P X

P X

= = =

= = =

= = =

= = =

故 X的分布律为

分布函数

0, 0
0.008, 0 1

( ) 0.104, 1 2
0.488, 2 3
1, 3

x
x

F x x
x

x

<⎧
⎪ ≤ <⎪⎪= ≤ <⎨
⎪ ≤ <⎪

≥⎪⎩

( 2) ( 2) ( 3) 0.896P X P X P X≥ = = + = =

4.（1） 设随机变量 X的分布律为

X 0 1 2 3
P 0.008 0.096 0.384 0.512
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3

P{X=k}= ，
!k

a
kλ

其中 k=0，1，2，…，λ＞0为常数，试确定常数 a.
（2） 设随机变量 X的分布律为

P{X=k}=a/N， k=1，2，…，N，
试确定常数 a.
【解】（1） 由分布律的性质知

0 0

1 ( ) e
!

k

k k

P X k a a
k

λλ∞ ∞

= =

= = = =∑ ∑ i

故 ea λ−=

(2) 由分布律的性质知

1 1

1 ( )
N N

k k

aP X k a
N= =

= = = =∑ ∑

即 .1a =
5.甲、乙两人投篮，投中的概率分别为 0.6,0.7,今各投 3次，求：

（1） 两人投中次数相等的概率;
（2） 甲比乙投中次数多的概率.

【解】分别令 X、Y表示甲、乙投中次数，则 X~b（3，0.6）,Y~b(3,0.7)

(1) ( ) ( 0, 0) ( 1, 1) ( 2, 2)P X Y P X Y P X Y P X Y= = = = + = = + = = +

( 3, 3)P X Y= =

+3 3 1 2 1 2
3 3(0.4) (0.3) C 0.6(0.4) C 0.7(0.3)= +

2 2 2 2 3 3
3 3C (0.6) 0.4C (0.7) 0.3 (0.6) (0.7)+

0.32076=

(2) ( ) ( 1, 0) ( 2, 0) ( 3, 0)P X Y P X Y P X Y P X Y> = = = + = = + = = +

( 2, 1) ( 3, 1) ( 3, 2)P X Y P X Y P X Y= = + = = + = =

1 2 3 2 2 3
3 3C 0.6(0.4) (0.3) C (0.6) 0.4(0.3)= + +

3 3 2 2 1 2
3 3(0.6) (0.3) C (0.6) 0.4C 0.7(0.3)+ +

3 1 2 3 2 2
3 3(0.6) C 0.7(0.3) (0.6) C (0.7) 0.3+

=0.243
6.设某机场每天有 200 架飞机在此降落，任一飞机在某一时刻降落的概率设为 0.02，且设各
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4

飞机降落是相互独立的.试问该机场需配备多少条跑道，才能保证某一时刻飞机需立即降

落而没有空闲跑道的概率小于 0.01(每条跑道只能允许一架飞机降落)？
【解】设 X为某一时刻需立即降落的飞机数，则 X~b(200,0.02)，设机场需配备 N条跑道，

则有

( ) 0.01P X N> <

即
200

200
200

1

C (0.02) (0.98) 0.01k k k

k N

−

= +

<∑

利用泊松近似

200 0.02 4.npλ = = × =

4

1

e 4( ) 0.01
!

k

k N

P X N
k

−∞

= +

≥ <∑≐

查表得 N≥9.故机场至少应配备 9条跑道.
7.有一繁忙的汽车站，每天有大量汽车通过，设每辆车在一天的某时段出事故的概率为

0.0001,在某天的该时段内有 1000辆汽车通过，问出事故的次数不小于 2的概率是多少（利

用泊松定理）？

【解】设 X表示出事故的次数，则 X~b（1000，0.0001）

( 2) 1 ( 0) ( 1)P X P X P X≥ = − = − =

0.1 0.11 e 0.1 e− −= − − ×

8.已知在五重贝努里试验中成功的次数 X满足 P{X=1}=P{X=2}，求概率 P{X=4}.
【解】设在每次试验中成功的概率为 p，则

1 4 2 2 3
5 5C (1 ) C (1 )p p p p− = −

故
1
3

p =

所以 .4 4
5
1 2 10( 4) C ( )
3 3 243

P X = = =

9.设事件 A在每一次试验中发生的概率为 0.3，当 A发生不少于 3 次时，指示灯发出信号，

（1） 进行了 5次独立试验，试求指示灯发出信号的概率；

（2） 进行了 7次独立试验，试求指示灯发出信号的概率.
【解】（1） 设 X表示 5 次独立试验中 A发生的次数，则 X~6（5，0.3）

5
5

5
3

( 3) C (0.3) (0.7) 0.16308k k k

k

P X −

=

≥ = =∑

(2) 令 Y表示 7次独立试验中 A发生的次数，则 Y~b（7，0.3）

7
7

7
3

( 3) C (0.3) (0.7) 0.35293k k k

k

P Y −

=

≥ = =∑

10.某公安局在长度为 t的时间间隔内收到的紧急呼救的次数 X服从参数为（1/2）t的泊松分
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5

布，而与时间间隔起点无关（时间以小时计）.
（1） 求某一天中午 12时至下午 3时没收到呼救的概率；

（2） 求某一天中午 12时至下午 5时至少收到 1次呼救的概率.

【解】（1） (2)
3
2( 0) eP X

−
= =

5
2( 1) 1 ( 0) 1 eP X P X

−
≥ = − = = −

11.设 P{X=k}= , k=0,1,2kkk pp −− 2
2 )1(CCCC

P{Y=m}= , m=0,1,2,3,4mmm pp −− 4
4 )1(CCCC

分别为随机变量 X，Y的概率分布，如果已知 P{X≥1}= ，试求 P{Y≥1}.
5
9

【解】因为 ，故 .
5

( 1)
9

P X ≥ =
4

( 1)
9

P X < =

而 2( 1) ( 0) (1 )P X P X p< = = = −

故得 2 4(1 ) ,
9

p− =

即
1 .
3

p =

从而 4 65( 1) 1 ( 0) 1 (1 ) 0.80247
81

P Y P Y p≥ = − = = − − = ≈

12.某教科书出版了 2000 册，因装订等原因造成错误的概率为 0.001，试求在这 2000 册书中

恰有 5册错误的概率.
【解】令 X为 2000 册书中错误的册数，则 X~b(2000,0.001).利用泊松近似计算,

2000 0.001 2npλ = = × =

得
2 5e 2( 5) 0.0018
5!

P X
−

= ≈ =

13.进行某种试验，成功的概率为 ，失败的概率为 .以 X表示试验首次成功所需试验的次
3
4

1
4

数，试写出 X的分布律，并计算 X取偶数的概率.

【解】 1,2, , ,X k= ⋯ ⋯

11 3( ) ( )
4 4

kP X k −= =

( 2) ( 4) ( 2 )P X P X P X k= + = + + = +⋯ ⋯

3 2 11 3 1 3 1 3( ) ( )
4 4 4 4 4 4

k−= + + + +i ⋯ ⋯

2

1
3 14

14 51 ( )
4

= =
−

i
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6

14.有 2500 名同一年龄和同社会阶层的人参加了保险公司的人寿保险 .在一年中每个人死亡

的概率为 0.002，每个参加保险的人在 1 月 1 日须交 12 元保险费，而在死亡时家属可从

保险公司领取 2000元赔偿金.求：

（1） 保险公司亏本的概率;
（2） 保险公司获利分别不少于 10000元、20000 元的概率.

【解】以“年”为单位来考虑.
（1） 在 1月 1日，保险公司总收入为 2500×12=30000元.
设 1年中死亡人数为 X，则 X~b(2500,0.002)，则所求概率为

(2000 30000) ( 15) 1 ( 14)P X P X P X> = > = − ≤

由于 n很大，p很小，λ=np=5，故用泊松近似，有

514

0

e 5( 15) 1 0.000069
!

k

k

P X
k

−

=

> ≈ − ≈∑

(2) P(保险公司获利不少于 10000)

(30000 2000 10000) ( 10)P X P X= − ≥ = ≤

510

0

e 5 0.986305
!

k

k k

−

=

≈ ≈∑

即保险公司获利不少于 10000元的概率在 98%以上 

P（保险公司获利不少于 20000） (30000 2000 20000) ( 5)P X P X= − ≥ = ≤

55

0

e 5 0.615961
!

k

k k

−

=

≈ ≈∑

即保险公司获利不少于 20000元的概率约为 62% 

15.已知随机变量 X的密度函数为

f(x)=Ae−|x|, −∞<x<+∞,
求：（1）A值；（2）P{0<X<1}; (3) F(x).

【解】（1） 由 得( )d 1f x x
∞

−∞
=∫

| |

0
1 e d 2 e d 2x xA x A x A

∞ ∞− −

−∞
= = =∫ ∫

故 .
1
2

A =

(2)
1 1

0

1 1
(0 1) e d (1 e )

2 2
xp X x− −< < = = −∫

(3) 当 x<0时，
1 1( ) e d e
2 2

x x xF x x
−∞

= =∫
当 x≥0时，

0| |

0

1 1 1( ) e d e d e d
2 2 2

x xx x xF x x x x− −

−∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫

11 e
2

x−= −
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故

1
e , 0

2( )
11 e 0
2

x

x

x
F x

x−

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ − ≥
⎪⎩

16.设某种仪器内装有三只同样的电子管，电子管使用寿命 X的密度函数为

f(x)=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥

.100,0

,100,100
2

x

x
x

求：（1） 在开始 150小时内没有电子管损坏的概率；

（2） 在这段时间内有一只电子管损坏的概率；

（3） F（x）.
【解】

（1）
150

2100

100 1( 150) d .
3

P X x
x

≤ = =∫
3 3

1
2 8[ ( 150)] ( )
3 27

p P X= > = =

(2) 1 2
2 3

1 2 4C ( )
3 3 9

p = =

(3) 当 x<100时 F（x）=0

当 x≥100时 ( ) ( )d
x

F x f t t
−∞

= ∫
100

100
( )d ( )d

x
f t t f t t

−∞
= +∫ ∫

2100

100 100d 1
x

t
t x

= = −∫

故

1001 , 100
( )

0, 0

x
F x x

x

⎧ − ≥⎪= ⎨
⎪ <⎩

17.在区间［0，a］上任意投掷一个质点，以 X表示这质点的坐标，设这质点落在［0，a］
中任意小区间内的概率与这小区间长度成正比例，试求 X的分布函数.

【解】 由题意知 X~∪[0,a]，密度函数为

1 , 0
( )

0,

x a
f x a

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

故当 x<0时 F（x）=0

当 0≤x≤a时
0 0

1( ) ( )d ( )d d
x x x xF x f t t f t t t

a a−∞
= = = =∫ ∫ ∫

当 x>a时，F（x）=1
即分布函数
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0, 0

( ) , 0

1,

x
xF x x a
a

x a

<⎧
⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩
18.设随机变量 X在[2，5]上服从均匀分布.现对 X进行三次独立观测，求至少有两次的观测

值大于 3的概率.
【解】X~U[2,5]，即

1 , 2 5
( ) 3

0,

x
f x

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

5

3

1 2( 3) d
3 3

P X x> = =∫
故所求概率为

2 2 3 3
3 3
2 1 2 20C ( ) C ( )
3 3 3 27

p = + =

19.设顾客在某银行的窗口等待服务的时间 X（以分钟计）服从指数分布 .某顾客在窗口
1( )
5

E

等待服务，若超过 10分钟他就离开.他一个月要到银行 5 次，以Y表示一个月内他未等

到服务而离开窗口的次数，试写出 Y的分布律，并求 P{Y≥1}.

【解】依题意知 ，即其密度函数为
1

~ ( )
5

X E

51 e , 0( ) 5
0,

x

xf x
−⎧

>⎪= ⎨
⎪ ≤⎩ x 0

该顾客未等到服务而离开的概率为

25
10

1( 10) e d e
5

x

P X x
−∞ −> = =∫

,即其分布律为2~ (5, e )Y b −

2 2 5
5

2 5

( ) C (e ) (1 e ) , 0,1, 2, 3, 4, 5

( 1) 1 ( 0) 1 (1 e ) 0.5167

k k kP Y k k
P Y P Y

− − −

−

= = − =

≥ = − = = − − =

20.某人乘汽车去火车站乘火车，有两条路可走.第一条路程较短但交通拥挤，所需时间 X服

从 N（40，102）；第二条路程较长，但阻塞少，所需时间 X服从 N（50，42）.
（1） 若动身时离火车开车只有 1小时，问应走哪条路能乘上火车的把握大些？

（2） 又若离火车开车时间只有 45分钟，问应走哪条路赶上火车把握大些？

【解】（1） 若走第一条路，X~N（40，102），则

40 60 40( 60) (2) 0.97727
10 10
xP X P Φ− −⎛ ⎞< = < = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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若走第二条路，X~N（50，42），则

++
50 60 50( 60) (2.5) 0.9938

4 4
XP X P Φ− −⎛ ⎞< = < = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

故走第二条路乘上火车的把握大些.
（2） 若 X~N（40，102），则

40 45 40( 45) (0.5) 0.6915
10 10

XP X P Φ− −⎛ ⎞< = < = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

若 X~N（50，42），则

50 45 50( 45) ( 1.25)
4 4

XP X P Φ− −⎛ ⎞< = < = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 (1.25) 0.1056Φ= − =

故走第一条路乘上火车的把握大些.
21.设 X~N（3，22），

（1） 求 P{2<X≤5}，P{−4<X≤10}，P{｜X｜＞2}，P{X＞3};
（2） 确定 c使 P{X＞c}=P{X≤c}.

【解】（1）
2 3 3 5 3(2 5)
2 2 2

XP X P − − −⎛ ⎞< ≤ = < ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1(1) (1) 1
2 2

0.8413 1 0.6915 0.5328

Φ Φ Φ Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + =

4 3 3 10 3( 4 10)
2 2 2

XP X P − − − −⎛ ⎞− < ≤ = < ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

7 7 0.9996
2 2

Φ Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(| | 2) ( 2) ( 2)P X P X P X> = > + < −

3 2 3 3 2 3
2 2 2 2

1 5 1 51 1
2 2 2 2

0.6915 1 0.9938 0.6977

X XP P

Φ Φ Φ Φ

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= > + <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + − =

3 3 3( 3) ( ) 1 (0) 0.5
2 2

XP X P Φ−
> = > = − =

-

(2) c=3
22.由某机器生产的螺栓长度（cm）X~N（10.05,0.062）,规定长度在 10.05±0.12 内为合格品,
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求一螺栓为不合格品的概率.

【解】
10.05 0.12(| 10.05 | 0.12)
0.06 0.06

XP X P ⎛ − ⎞
− > = >⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 (2) ( 2) 2[1 (2)]
0.0456
Φ Φ Φ= − + − = −

=

23.一工厂生产的电子管寿命 X（小时）服从正态分布 N（160，σ2），若要求 P{120＜X≤200}
≥0.8，允许σ最大不超过多少？

【解】
120 160 160 200 160(120 200) XP X P

σ σ σ
− − −⎛ ⎞< ≤ = < ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

40 40 402 1 0.8Φ Φ Φ
σ σ σ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

故
40 31.25
1.29

σ ≤ =

24.设随机变量 X分布函数为

F（x）=
e , 0,

( 0) ,
0 0.

xtA B x
, x

λλλλ
−⎧ + ≥

>⎨
<⎩

（1） 求常数 A，B；
（2） 求 P{X≤2}，P{X＞3}；
（3） 求分布密度 f（x）.

【解】（1）由 得

0 0

lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x

x x

F x

F x F x
→+∞

→ + → −

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩

1
1

A
B
=⎧

⎨ = −⎩

（2） 2( 2) (2) 1 eP X F λ−≤ = = −

3 3( 3) 1 (3) 1 (1 e ) eP X F λ λ− −> = − = − − =

(3)
e , 0

( ) ( )
0, 0

x x
f x F x

x

λλ −⎧ ≥
′= = ⎨

<⎩

25.设随机变量 X的概率密度为

f（x）=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤−
<≤

.,0
,21,2
,10,

        
xx
xx

求 X的分布函数 F（x），并画出 f（x）及 F（x）.
【解】当 x<0时 F（x）=0

当 0≤x<1时
0

0
( ) ( )d ( )d ( )d

x x
F x f t t f t t f t t

−∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫

 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m

    课后答案网：www.hackshp.cn 
若侵犯了您的版权利益，敬请来信告知！ 

  课后答案网 
www.hackshp.cn 



11

2

0
d

2
x xt t= =∫

当 1≤x<2时 ( ) ( )d
x

F x f t t
−∞

= ∫
0 1

0 1

1

0 1

2

2

( )d ( )d ( )d

d (2 )d

1 3
2

2 2 2

2 1
2

x

x

f t t f t t f t t

t t t t

x
x

x x

−∞
= = +

= + −

= + − −

= − + −

∫ ∫ ∫
∫ ∫

当 x≥2时 ( ) ( )d 1
x

F x f t t
−∞

= =∫

故

2

2

0, 0

, 0 1
2( )

2 1, 1 2
2

1, 2

x
x x

F x
x x x

x

<⎧
⎪
⎪ ≤ <
⎪

= ⎨
⎪− + − ≤ <⎪
⎪ ≥⎩

26.设随机变量 X的密度函数为

（1） f(x)=ae−l |x|,λ>0;

(2) f(x)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤

<<

.,0

,21,1
,10,

2

        

x
x

xbx

试确定常数 a,b，并求其分布函数 F（x）.

【解】（1） 由 知( )d 1f x x
∞

−∞
=∫ | |

0

21 e d 2 e dx x aa x a xλ λ

λ
∞ ∞− −

−∞
= = =∫ ∫

故
2

a
λ

=

即密度函数为
e , 0

2( )
e 0

2

x

x

x
f x

x

λ

λ

λ

λ

−⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪ ≤
⎪⎩

当 x≤0时
1( ) ( )d e d e

2 2
x x x xF x f x x xλ λλ
−∞ −∞

= = =∫ ∫
当 x>0时

0

0
( ) ( )d e d e d

2 2
x xx xF x f x x x xλ λλ λ −

−∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫

11 e
2

xλ−= −
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故其分布函数

1
1 e , 0

2( )
1 e , 0
2

x

x

x
F x

x

λ

λ

−⎧ − >⎪⎪= ⎨
⎪ ≤
⎪⎩

(2) 由
1 2

20 1

1 1
1 ( )d d d

2 2
b

f x x bx x x
x

∞

−∞
= = + = +∫ ∫ ∫

得 b=1
即 X的密度函数为

2

, 0 1
1( ) , 1 2

0,

x x

f x x
x

< <⎧
⎪⎪= ≤ <⎨
⎪
⎪⎩ 其他

当 x≤0时 F（x）=0

当 0<x<1时
0

0
( ) ( )d ( )d ( )d

x x
F x f x x f x x f x x

−∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫

2

0
d

2
x xx x= =∫

当 1≤x<2时
0 1

20 1

1
( ) ( )d 0d d d

x x
F x f x x x x x x

x−∞ −∞
= = + +∫ ∫ ∫ ∫

3 1
2 x

= −

当 x≥2时 F（x）=1
故其分布函数为

2

0, 0

, 0 1
2( )
3 1 , 1 2
2
1, 2

x
x x

F x
x

x
x

≤⎧
⎪
⎪ < <
⎪= ⎨
⎪ − ≤ <
⎪
⎪ ≥⎩

27.求标准正态分布的上 分位点，αααα

（1） =0.01，求 ;αααα zα

（2） =0.003，求 ， .αααα zα / 2zα

【解】（1） ( ) 0.01P X zα> =

即 1 ( ) 0.01zαΦ− =

即 ( ) 0.09zαΦ =
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故 2.33zα =

（2） 由 得( ) 0.003P X zα> =

1 ( ) 0.003zαΦ− =

即 ( ) 0.997zαΦ =

查表得 2.75zα =

由 得/ 2( ) 0.0015P X zα> =

/ 21 ( ) 0.0015zα−Φ =

即 / 2( ) 0.9985zαΦ =

查表得 / 2 2.96zα =

28.设随机变量 X的分布律为

求 Y=X2的分布律.
【解】Y可取的值为 0，1，4，9

1
( 0) ( 0)

5
1 1 7( 1) ( 1) ( 1)
6 15 30

1( 4) ( 2)
5

11( 9) ( 3)
30

P Y P X

P Y P X P X

P Y P X

P Y P X

= = = =

= = = − + = = + =

= = = − =

= = = =

故 Y的分布律为

29.设 P{X=k}=( )k, k=1,2,…,令1
2

1,
1, .

X
Y

X
⎧

= ⎨
−⎩

当 取偶数时

当 取奇数时

求随机变量 X的函数 Y的分布律.

【解】 ( 1) ( 2) ( 4) ( 2 )P Y P X P X P X k= = = + = + + = +⋯ ⋯

X −2 −1 0 1 3
Pk 1/5 1/6 1/5 1/15 11/30

Y 0 1 4 9
Pk 1/5 7/30 1/5 11/30
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2 4 21 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2
1 1 1( ) /(1 )
4 4 3

k= + + + +

= − =

⋯ ⋯

2( 1) 1 ( 1)
3

P Y P Y= − = − = =

30.设 X~N（0，1）.
（1） 求 Y=eX的概率密度；

（2） 求 Y=2X2+1 的概率密度；

（3） 求 Y=｜X｜的概率密度.

【解】（1） 当 y≤0时， ( ) ( ) 0YF y P Y y= ≤ =

当 y>0 时， ( ) ( ) (e ) ( ln )x
YF y P Y y P y P X y= ≤ = ≤ = ≤

ln
( )d

y

Xf x x
−∞

= ∫

故
2 / 2lnd ( ) 1 1 1( ) (ln ) e , 0

d 2π
yY

Y x
F yf y f y y
y y y

−= = = >

(2) 2( 2 1 1) 1P Y X= + ≥ =

当 y≤1时 ( ) ( ) 0YF y P Y y= ≤ =

当 y>1时 2( ) ( ) (2 1 )YF y P Y y P X y= ≤ = + ≤

2 1 1 1
2 2 2
y y yP X P X

⎛ ⎞− − −⎛ ⎞= ≤ = − ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
( 1) / 2

( 1) / 2
( )d

y

Xy
f x x

−

− −
= ∫

故
d 1 2 1 1( ) ( )
d 4 1 2 2Y Y X X

y yf y F y f f
y y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= = + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( 1) / 41 2 1 e , 1
2 1 2π

y y
y

− −= >
−

(3) ( 0) 1P Y ≥ =

当 y≤0时 ( ) ( ) 0YF y P Y y= ≤ =

当 y>0时 ( ) (| | ) ( )YF y P X y P y X y= ≤ = − ≤ ≤
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( )d
y

Xy
f x x

−
= ∫

故
d( ) ( ) ( ) ( )
dY Y X Xf y F y f y f y
y

= = + −

2 / 22 e , 0
2π

y y−= >

31.设随机变量 X~U（0,1），试求：

（1） Y=eX的分布函数及密度函数；

（2） Z=−2lnX的分布函数及密度函数.

【解】（1） (0 1) 1P X< < =

故 (1 e e) 1XP Y< = < =

当 时1y ≤ ( ) ( ) 0YF y P Y y= ≤ =

当 1<y<e时 ( ) (e ) ( ln )X
YF y P y P X y= ≤ = ≤

ln

0
d ln
y
x y= =∫

当 y≥e时 ( ) (e ) 1X
YF y P y= ≤ =

即分布函数

0, 1
( ) ln , 1 e

1, e
Y

y
F y y y

y

≤⎧
⎪

= < <⎨
⎪ ≥⎩

故 Y的密度函数为

1 1 e
,( )

0,
Y

y
yf y

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

（2） 由 P（0<X<1）=1 知

( 0) 1P Z > =

当 z≤0时， ( ) ( ) 0ZF z P Z z= ≤ =

当 z>0时， ( ) ( ) ( 2 ln )ZF z P Z z P X z= ≤ = − ≤

/ 2(ln ) ( e )
2

zzP X P X −= ≤ − = ≥

/ 2

1 / 2

e
d 1 e

z

zx
−

−= = −∫
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即分布函数

- / 2

0, 0
( )

1-e ,Z z

z
F z

z
≤⎧

= ⎨ >⎩ 0

故 Z的密度函数为

/ 21 e , 0
( ) 2

0,

z

Z

z
f z

z

−⎧ >⎪= ⎨
⎪ ≤⎩ 0

32.设随机变量 X的密度函数为

f(x)= 2

2 , 0 π,
π
0, .

x x⎧ < <⎪
⎨
⎪⎩ 其他

试求 Y=sinX的密度函数.

【解】 (0 1) 1P Y< < =

当 y≤0时， ( ) ( ) 0YF y P Y y= ≤ =

当 0<y<1时， ( ) ( ) (sin )YF y P Y y P X y= ≤ = ≤

(0 arcsin ) (π arcsin π)P X y P y X= < ≤ + − ≤ <

arcsin π

2 20 π arcsin

2 2d d
π π

y

y

x xx x
−

= +∫ ∫
2 2

2 2

1 1arcsin 1 π arcsin
π π

y y= + - -（ ） （ ）

2 arcsin
π

y=

当 y≥1时， ( ) 1YF y =

故 Y的密度函数为

2

2 1 , 0 1
π( ) 1
0,

Y

y
f y y

⎧ < <⎪
= −⎨
⎪
⎩

i

其他

33.设随机变量X 的分布函数如下：

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<
+=

.)3(,)2(

,)1(,
1
1

)( 2

x

x
xxF

试填上(1),(2),(3)项.

【解】由 知②填 1。lim ( ) 1
x

F x
→∞

=
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由右连续性 知 ，故①为 0。
+
0

0lim ( ) ( ) 1
x x

F x F x
→

= = 0 0x =

从而③亦为 0。即

2

1 , 0
( ) 1

1, 0

x
F x x

x

⎧ <⎪= +⎨
⎪ ≥⎩

34.同时掷两枚骰子，直到一枚骰子出现 6 点为止，求抛掷次数 X的分布律.

【解】设 Ai={第 i枚骰子出现 6 点}。（ i=1,2） ,P(Ai)= .且 A1与 A2相互独立。再设 C={每次
1
6

抛掷出现 6点}。则

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P C P A A P A P A P A P A= = + −∪

1 1 1 1 11
6 6 6 6 36

= + − × =

故抛掷次数 X服从参数为 的几何分布。
11
36

35.随机数字序列要多长才能使数字 0 至少出现一次的概率不小于 0.9?
【解】令 X为 0 出现的次数，设数字序列中要包含 n个数字，则

X~b(n,0.1)

0 0( 1) 1 ( 0) 1 C (0.1) (0.9) 0.9n
nP X P X≥ = − = = − ≥

即 (0.9) 0.1n ≤

得 n≥22
即随机数字序列至少要有 22个数字。

36.已知

F（x）=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤+

<

.
2
1,1

,
2
10,

2
1

,0,0

x

xx

x

则 F（x）是（ ）随机变量的分布函数.
（A） 连续型； （B）离散型；

（C） 非连续亦非离散型.

【解】因为 F（x）在（−∞,+∞）上单调不减右连续，且 lim ( ) 0
x

F x
→−∞

=

,所以 F（x）是一个分布函数。lim ( ) 1
x

F x
→+∞

=

但是 F（x）在 x=0处不连续，也不是阶梯状曲线，故 F（x）是非连续亦非离散型随

机变量的分布函数。选（C）
37.设在区间[a,b]上，随机变量 X的密度函数为 f(x)=sinx，而在[a,b]外，f(x)=0，则区间 [a,b]

 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m

    课后答案网：www.hackshp.cn 
若侵犯了您的版权利益，敬请来信告知！ 

  课后答案网 
www.hackshp.cn 



18

等于（ ）

(A) [0,π/2]; (B) [0,π];

(C) [−π/2,0]; (D) [0, ].ππππ
2
3

【解】在 上 sinx≥0，且 .故 f(x)是密度函数。
π[0, ]
2

π / 2

0
sin d 1x x =∫

在 上 .故 f(x)不是密度函数。[0,π]
π

0
sin d 2 1x x = ≠∫

在 上 ，故 f(x)不是密度函数。
π[ ,0]
2

− sin 0x ≤

在 上，当 时，sinx<0，f(x)也不是密度函数。
3[0, π]
2

3π π
2

x< ≤

故选（A）。

38.设随机变量 X~N（0，σ2），问：当σ取何值时，X落入区间（1，3）的概率最大？

【解】因为 2 1 3~ (0, ), (1 3) ( )XX N P X Pσ
σ σ σ

< < = < <

3 1
( ) ( ) ( )g σ
σ σ

= Φ −Φ 令

利用微积分中求极值的方法，有

2 2

3 3 1 1( ) ( ) ( ) ( )g σ
σ σ σ σ

′ ′ ′= − Φ + Φ

2 2

2 2

9 / 2 1/ 2
2 2

1/ 2 8 / 2
2

3 1 1 1e e
2 2

1 e [1 3e ] 0
2

σ σ

σ σ

σ σπ π

πσ

− −

− −

= − +

= − =
令

得 ,则2
0

4
ln3

σ = 0
2
ln3

σ =

又 0( ) 0g σ′′ <

故 为极大值点且惟一。0
2
ln3

σ <

故当 时 X落入区间（1，3）的概率最大。
2
ln3

σ =

39.设在一段时间内进入某一商店的顾客人数 X服从泊松分布 P（λ），每个顾客购买某种物

品的概率为 p，并且各个顾客是否购买该种物品相互独立，求进入商店的顾客购买这种

物品的人数 Y的分布律.

【解】
e( ) , 0,1, 2,

!

m

P X m m
m

λλ−

= = = ⋯

设购买某种物品的人数为 Y，在进入商店的人数 X=m的条件下，Y~b(m,p)，即
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( | ) C (1 ) , 0,1, ,k k m k
mP Y k X m p p k m−= = = − = ⋯

由全概率公式有

( ) ( ) ( | )
m k

P Y k P X m P Y k X m
∞

=

= = = = =∑

(1 )

e C (1 )
!

e (1 )
!( )!

( ) [ (1 )]e
! ( )!

( ) e e
!

( ) e , 0,1, 2,
!

m
k k m k
m

m k

m
k m k

m k

k m k

m k

k
p

k
p

p p
m

p p
k m k
p p
k m k

p
k
p k
k

λ

λ

λ

λ λ

λ

λ

λ

λ λ

λ

λ

−∞
−

=

∞
− −

=

−∞
−

=

− −

−

= −

= −
−

−
=

−

=

= =

∑

∑

∑

i

⋯

此题说明：进入商店的人数服从参数为λ的泊松分布，购买这种物品的人数仍服从泊

松分布，但参数改变为λp.
40.设随机变量 X服从参数为 2的指数分布.证明：Y=1−e−2X在区间（0，1）上服从均匀分布.
【证】X的密度函数为

22e , 0
( )

0, 0

x

X

x
f x

x

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
由于 P（X>0）=1，故 0<1−e−2X<1，即 P（0<Y<1）=1
当 y≤0时，FY（y）=0
当 y≥1时，FY（y）=1

当 0<y<1时， 2( ) ( ) (e 1 )x
YF y P Y y P y−= ≤ = ≥ −

1
ln(1 ) 22

0

1( ln(1 ))
2

2e d
y x

P X y

x y
− − −

= ≤ − −

= =∫
即 Y的密度函数为

1, 0 1
( )

0,Y

y
f y

< <⎧
= ⎨
⎩ 其他

即 Y~U（0，1）
41.设随机变量 X的密度函数为
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f(x)=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤

≤≤

.,0

,63,
9
2

,10,
3
1

其他

x

x

若 k使得 P{X≥k}=2/3，求 k的取值范围. (2000研考)

【解】由 P（X≥k）= 知 P（X<k）=
2
3

1
3

若 k<0,P(X<k)=0

若 0≤k≤1,P(X<k)=
0

1 1d
3 3 3

k kx = ≤∫
当 k=1时 P（X<k）=

1
3

若 1≤k≤3时 P（X<k）=
1

0 1

1 1d 0d
3 3

k
x x+ =∫ ∫

若 3<k≤6，则 P（X<k）=
1

0 3

1 2 2 1 1
d d

3 9 9 3 3
k

x x k+ = − ≠∫ ∫
若 k>6,则 P（X<k）=1

故只有当 1≤k≤3时满足 P（X≥k）= .
2
3

42.设随机变量 X的分布函数为

F(x)=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<≤
<≤−

−<

.3,1
,31,8.0
,11,4.0

,1,0

x
x
x

x

求 X的概率分布. （1991 研考）

【解】由离散型随机变量 X分布律与分布函数之间的关系，可知 X的概率分布为

43.设三次独立试验中，事件A出现的概率相等.若已知 A至少出现一次的概率为 19/27，求A
在一次试验中出现的概率.

【解】令 X为三次独立试验中 A出现的次数，若设 P（A）=p,则
X~b(3,p)

由 P（X≥1）= 知 P（X=0）=（1−p）3=
19
27

8
27

故 p=
1
3

44.若随机变量 X在（1，6）上服从均匀分布，则方程 y2+Xy+1=0有实根的概率是多少？

【解】

X −1 1 3
P 0.4 0.4 0.2
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1 , 1 6
( ) 5

0,

x
f x

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

2 4( 4 0) ( 2) ( 2) ( 2)
5

P X P X P X P X− ≥ = ≥ + ≤ − = ≥ =

45.若随机变量 X~N（2，σ2），且 P{2<X<4}=0.3，则

P{X<0}= .

【解】
2 2 2 4 20.3 (2 4) ( )XP X P
σ σ σ
− − −

= < < = < <

2 2( ) (0) ( ) 0.5
σ σ

= Φ −Φ =Φ −

故
2( ) 0.8
σ

Φ =

因此
2 0 2 2( 0) ( ) ( )XP X P

σ σ σ
− −

< = < = Φ −

2
1 ( ) 0.2

σ
= −Φ =

46.假设一厂家生产的每台仪器，以概率 0.7可以直接出厂；以概率 0.3需进一步调试，经调

试后以概率 0.8可以出厂，以概率 0.2定为不合格品不能出厂.现该厂新生产了 n(n≥2)
台仪器（假设各台仪器的生产过程相互独立）.求

（1） 全部能出厂的概率α；

（2） 其中恰好有两台不能出厂的概率β；

（3）其中至少有两台不能出厂的概率θ.
【解】设 A={需进一步调试}，B={仪器能出厂}，则

={能直接出厂}，AB={经调试后能出厂}A

由题意知 B= ∪AB，且A

( ) 0.3, ( | ) 0.8
( ) ( ) ( | ) 0.3 0.8 0.24

( ) ( ) ( ) 0.7 0.24 0.94

P A P B A
P AB P A P B A

P B P A P AB

= =
= = × =

= + = + =

令 X为新生产的 n台仪器中能出厂的台数，则 X~6（n，0.94）,
故

2 2 2

( ) (0.94)

( 2) C (0.94) (0.06)
( 2) 1 ( 1) ( )

n

n
n

P X n
P X n
P X n P X n P X n

α

β
θ

−

= = =

= = − =
= ≤ − = − = − − =

11 (0.94) 0.06 (0.94)n nn −= − −

47.某地抽样调查结果表明，考生的外语成绩（百分制）近似服从正态分布，平均成绩为 72
分，96 分以上的占考生总数的 2.3%，试求考生的外语成绩在 60分至 84分之间的概率.

【解】设 X为考生的外语成绩，则 X~N（72，σ2）
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72 96 72 240.023 ( 96) 1 ( )XP X P
σ σ σ
− −⎛ ⎞= ≥ = ≥ = −Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠

故
24( ) 0.977
σ

Φ =

查表知 ,即σ=1224 2
σ

=

从而 X~N（72，122）

故
60 72 72 84 72(60 84)
12 12 12

XP X P − − −⎛ ⎞≤ ≤ = ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

(1) ( 1) 2 (1) 1
0.682

= Φ −Φ − = Φ −
=

48.在电源电压不超过 200V、200V~240V和超过 240V 三种情形下，某种电子元件损坏的概

率分别为 0.1，0.001 和 0.2（假设电源电压 X服从正态分布 N（220，252）） .试求：

（1） 该电子元件损坏的概率α;
(2) 该电子元件损坏时，电源电压在 200~240V的概率β

【解】设 A1={电压不超过 200V}，A2={电压在 200~240V}，
A3={电压超过 240V}，B={元件损坏}。

由 X~N（220，252）知

1( ) ( 200)P A P X= ≤

220 200 220
25 25

( 0.8) 1 (0.8) 0.212

XP − −⎛ ⎞= ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

= Φ − = −Φ =

2( ) (200 240)P A P X= ≤ ≤

200 220 220 240 220
25 25 25

(0.8) ( 0.8) 0.576

XP − − −⎛ ⎞= ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

= Φ −Φ − =

3( ) ( 240) 1 0.212 0.576 0.212P A P X= > = − − =

由全概率公式有

3

1

( ) ( ) ( | ) 0.0642i i
i

P B P A P B Aα
=

= = =∑

由贝叶斯公式有

2 2
2

( ) ( | )( | ) 0.009
( )

P A P B AP A B
P B

β = = ≈

49.设随机变量 X在区间（1，2）上服从均匀分布，试求随机变量 Y=e2X的概率密度 fY(y).
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【解】
1, 1 2

( )
0,X

x
f x

< <⎧
= ⎨
⎩ 其他

因为 P（1<X<2）=1,故 P（e2<Y<e4）=1
当 y≤e2时 FY（y）=P(Y≤y)=0.

当 e2<y<e4时， 2( ) ( ) (e )X
YF y P Y y P y= ≤ = ≤

1(1 ln )
2

P X y= < ≤

1
ln

2
1

1d ln 1
2

y
x y

−
= = −∫

当 y≥e4时， ( ) ( ) 1YF y P Y y= ≤ =

即

2

2 4

4

0, e
1

( ) ln 1, e e
2
1, e

Y

y

F y y y

y

⎧ ≤
⎪
⎪

= − < <⎨
⎪

≥⎪⎩

故

2 41 , e e
2( )
0,

Y

y
yf y

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

50.设随机变量 X的密度函数为

fX(x)=
⎩
⎨
⎧

<
≥−

.0,0
,0,

x
xxeeee

求随机变量 Y=eX的密度函数 fY(y). (1995研考)
【解】P（Y≥1）=1

当 y≤1时， ( ) ( ) 0YF y P Y y= ≤ =

当 y>1时， ( ) ( ) (e ) ( ln )X
YF y P Y y P y P X y= ≤ = ≤ = ≤

ln

0

1e d 1
y x x

y
−= = −∫

即

11 , >1
( )

0, 1
Y

y
yF y

y

⎧ −⎪= ⎨
⎪ ≤⎩

故 2

1 , >1
( )

0, 1
Y

y
yf y

y

⎧
⎪= ⎨
⎪ ≤⎩
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51.设随机变量 X的密度函数为

fX(x)= ,
)1(

1
2x+ππππ

求 Y=1− 的密度函数 fY(y).3 x

【解】 33( ) ( ) (1 ) ( (1 ) )YF y P Y y P X y P X y= ≤ = − ≤ = ≥ −

33 2 (1 )(1 )

3

1 1d arctg
π(1 ) π

1 π arctg(1 )
π 2

yy
x x

x

y

∞ ∞
−−

= =
+

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

故
2

6

3 (1 )( )
π 1 (1 )Y

yf y
y

−
=

+ −

52.假设一大型设备在任何长为 t的时间内发生故障的次数 N（t）服从参数为λt的泊松分布.
（1） 求相继两次故障之间时间间隔 T的概率分布；

（2） 求在设备已经无故障工作 8小时的情形下，再无故障运行 8 小时的概率Q.（1993
研考）

【解】（1） 当 t<0时， ( ) ( ) 0TF t P T t= ≤ =

当 t≥0 时，事件{T>t}与{N(t)=0}等价，有

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ( ) 0) 1 e t
TF t P T t P T t P N t λ−= ≤ = − > = − = = −

即
1 e , 0

( )
0, 0

t

T

t
F t

t

λ−⎧ − ≥
= ⎨

<⎩

即间隔时间 T服从参数为λ的指数分布。

（2）
16

8
8

e( 16 | 8) ( 16) / ( 8) e
e

Q P T T P T P T
λ

λ
λ

−
−

−= > > = > > = =

53.设随机变量 X 的绝对值不大于 1，P{X=−1}=1/8，P{X=1}=1/4.在事件{−1<X<1}出现的条

件下，X在{−1，1}内任一子区间上取值的条件概率与该子区间长度成正比，试求 X的

分布函数 F（x）=P{X≤x}. (1997 研考)
【解】显然当 x<−1 时 F（x）=0；而 x≥1时 F（x）=1

由题知
1 1 5

( 1 1) 1
8 4 8

P X− < < = − − =

当−1<x<1时，
1( | 1 1)

2
xP X x X +

≤ − < < =

此时 ( ) ( )F x P X x= ≤
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( , 1 1) ( , 1) ( , 1)
( , 1 1) ( , 1)
( | 1 1) ( 1 1) ( 1)
1 5 1 5 1( 1)

2 8 8 16 8

P X X P X x X P X x X
P X x X P X x x
P X x X P X P X
x x

= ≤ − < < + ≤ = − + ≤ =
= ≤ − < < + ≤ = −
= ≤ − < < − < < + = −

+
= + = + +i

当 x=−1 时，
1

( ) ( ) ( 1)
8

F x P X x P X= ≤ = = − =

故 X的分布函数

0, 1
5 1( ) ( 1) , -1 x<1
16 8
1, 1

x

F x x

x

< −⎧
⎪⎪= + + ≤⎨
⎪

≥⎪⎩

54. 设随机变量 X服从正态分 N（μ1,σ12),Y服从正态分布 N(μ2,σ22)，且 P{|X-μ1|<1}>P{|Y-
μ2|<1}，试比较σ1与σ2的大小. (2006研考)

解： 依题意 ， ，则1

1

(0,1)X Nµ
σ
− ∼ 2

2

(0,1)Y Nµ
σ
− ∼

，1
1

1 1

1
{ 1} { }

X
P X P

µ
µ

σ σ
−

− < = <

.2
2

2 2

1
{ 1} { }

Y
P Y P

µ
µ

σ σ
−

− < = <

因为 ，即1 2{ 1} { 1}P X P Yµ µ− < > − <

，1 1

1 1 2 2

1 1
{ } { }
X Y

P P
µ µ

σ σ σ σ
− −

< > <

所以有 ，即 .
1 2

1 1
σ σ

> 1 2σ σ<
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1

习题三

1.将一硬币抛掷三次，以X表示在三次中出现正面的次数，以Y 表示三次中出现正面次数与

出现反面次数之差的绝对值.试写出 X和 Y的联合分布律.
【解】X和 Y的联合分布律如表：

2.盒子里装有 3 只黑球、2 只红球、2 只白球，在其中任取 4 只球，以 X表示取到黑球的只

数，以 Y表示取到红球的只数.求 X和 Y 的联合分布律.
【解】X和 Y的联合分布律如表：

3.设二维随机变量（X，Y）的联合分布函数为

F（x，y）=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤≤≤

.,0
2

0,
2

0,sinsin

其他

ππππππππ yxyx

求二维随机变量（X，Y）在长方形域 内的概率.
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤<≤<

36
,

4
0 ππππππππππππ yx

【解】如图
π π π{0 , } (3.2)
4 6 3

P X Y< ≤ < ≤ 公式

π π π π π π
( , ) ( , ) (0, ) (0, )
4 3 4 6 3 6

F F F F− − +

0 1 2 3

1 0 1
3

1 1 1 3C
2 2 2 8

× × =i 2
3

1 1 1C 3 / 8
2 2 2

× × =i
0

3 1
8

0 0 1 1 1 1
2 2 2 8

× × =

0 1 2 3

0 0 0 2 2
3 2

4
7

C C 3
C 35

=
i 3 1

3 2
4
7

C C 2
C 35

=
i

1 0 1 1 2
3 2 2

4
7

C C C 6
C 35

=
i i 2 1 1

3 2 2
4
7

C C C 12
C 35

=
i i 3 1

3 2
4
7

C C 2
C 35

=
i

2 P(0 黑,2 红,2 白)=

2 2 4
2 2 7

1C C / C
35

=i

1 2 1
3 2 2

4
7

C C C 6
C 35

=
i i 2 2

3 2
4
7

C C 3
C 35

=
i 0

X
Y

X
Y
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2

π π π π π πsin sin sin sin sin 0 sin sin 0 sin
4 3 4 6 3 6

2 ( 3 1).
4

= − − +

= −

i i i i

题 3 图

说明：也可先求出密度函数，再求概率。

4.设随机变量（X，Y）的分布密度

f（x，y）=
⎩
⎨
⎧ >>+−

.,0
,0,0,)43(

其他

yxA yxeeee

求：（1） 常数 A；
（2） 随机变量（X，Y）的分布函数；

（3） P{0≤X<1，0≤Y<2}.

【解】（1） 由 -(3 4 )

0 0
( , )d d e d d 1

12
x y Af x y x y A x y

+∞ +∞ +∞ +∞ +

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫

得 A=12 
（2） 由定义，有

( , ) ( , )d d
y x

F x y f u v u v
−∞ −∞

= ∫ ∫
(3 4 ) 3 4

0 0
12e d d (1 e )(1 e ) 0, 0,

0,0,

y y u v x yu v y x− + − −⎧ ⎧ − − > >⎪= =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

∫ ∫
其他

(3) {0 1,0 2}P X Y≤ < ≤ <

1 2 (3 4 ) 3 8

0 0

{0 1,0 2}

12e d d (1 e )(1 e ) 0.9499.x y

P X Y

x y− + − −

= < ≤ < ≤

= = − − ≈∫ ∫
5.设随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
⎩
⎨
⎧ <<<<−−

.,0
,42,20),6(

其他

yxyxk

（1） 确定常数 k；
（2） 求 P{X＜1，Y＜3}；
（3） 求 P{X<1.5}；
（4） 求 P{X+Y≤4}.

【解】（1） 由性质有
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3

2 4

0 2
( , )d d (6 )d d 8 1,f x y x y k x y y x k

+∞ +∞

−∞ −∞
= − − = =∫ ∫ ∫ ∫

故  
1
8

R =

（2）
1 3

{ 1, 3} ( , )d dP X Y f x y y x
−∞ −∞

< < = ∫ ∫
1 3

0 2

1 3
(6 )d d

8 8
k x y y x= − − =∫ ∫

(3)
11.5

{ 1.5} ( , )d d a ( , )d d
x D

P X f x y x y f x y x y
<

< = ∫∫ ∫∫如图

1.5 4

0 2

1 27d (6 )d .
8 32

x x y y= − − =∫ ∫
(4)

24

{ 4} ( , )d d ( , )d d
X Y D

P X Y f x y x y f x y x y
+ ≤

+ ≤ = ∫∫ ∫∫如图b

2 4

0 2

1 2d (6 )d .
8 3

x
x x y y

−
= − − =∫ ∫

题 5 图

6.设 X和 Y是两个相互独立的随机变量，X在（0，0.2）上服从均匀分布，Y 的密度函数为

fY（y）=
⎩
⎨
⎧ >−

.,0
,0,5 5

其他

yyeeee

求：（1） X与 Y的联合分布密度；（2） P{Y≤X}.

题 6 图

【解】（1） 因 X在（0，0.2）上服从均匀分布，所以 X 的密度函数为

1 , 0 0.2,
( ) 0.2

0, .
X

x
f x

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

而
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4

55e , 0,
( )

0, .

y

Y

y
f y

−⎧ >
= ⎨

⎩ 其他

所以

( , ) , ( ) ( )X Yf x y X Y f x f yi独立

5 51 5e 25e , 0 0.2 0,
0.2

0,0,

y y x y− −⎧ ⎧× < < >⎪= =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

且

其他.

(2) 5( ) ( , )d d 25e d dy

y x D

P Y X f x y x y x y−

≤

≤ = ∫∫ ∫∫如图

0.2 0.2-5 5

0 0 0

-1

d 25e d ( 5e 5)d

=e 0.3679.

x y xx y x−= = − +

≈

∫ ∫ ∫

7.设二维随机变量（X，Y）的联合分布函数为

F（x，y）=
⎩
⎨
⎧ >>−− −−

.,0
,0,0),1)(1( 24

其他

yxyx eeeeeeee

求（X，Y）的联合分布密度.

【解】
(4 2 )2 8e , 0, 0,( , )

( , )
0,

x y x yF x y
f x y

x y

− +⎧ > >∂
= = ⎨

∂ ∂ ⎩ 其他.

8.设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
4.8 (2 ), 0 1, 0 ,

0, .
y x x y x− ≤ ≤ ≤ ≤⎧

⎨
⎩ 其他

求边缘概率密度.

【解】 ( ) ( , )dXf x f x y y
+∞

−∞
= ∫

x 2

0
4.8 (2 )d 2.4 (2 ), 0 1,=

0, .0,

y x y x x x⎧ ⎧− − ≤ ≤⎪ =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

∫
其他

( ) ( , )dYf y f x y x
+∞

−∞
= ∫

1
2

y
4.8 (2 )d 2.4 (3 4 ), 0 1,

=
0, .0,

y x x y y y y⎧ − ⎧ − + ≤ ≤⎪ =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

∫
其他
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题 8 图 题 9 图

9.设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
⎩
⎨
⎧ <<−

.,0
,0,

        
eeee yxy

求边缘概率密度.

【解】 ( ) ( , )dXf x f x y y
+∞

−∞
= ∫

e d e , 0,=
0, .0,

y x

x
y x

+∞ − −⎧ ⎧ >⎪ =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

∫
其他

( ) ( , )dYf y f x y x
+∞

−∞
= ∫

0
e d e , 0,=

0, .0,

y y xx y y− −⎧ ⎧ >⎪ =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

∫
其他

题 10 图

10.设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
⎩
⎨
⎧ ≤≤

.,0
,1, 22

        
yxycx

（1） 试确定常数 c；
（2） 求边缘概率密度.

【解】（1） ( , )d d ( , )d d
D

f x y x y f x y x y
+∞ +∞

−∞ −∞∫ ∫ ∫∫如图

2

1 1 2

-1

4= d d 1.
21x

x cx y y c= =∫ ∫
得  .21

4
c =

(2) ( ) ( , )dXf x f x y y
+∞

−∞
= ∫
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6

2

1 2 42 2121 (1 ), 1 1,d
84

0, 0, .
x

x x xx y y ⎧⎧ − − ≤ ≤⎪ ⎪= =⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎩

∫
其他

( ) ( , )dYf y f x y x
+∞

−∞
= ∫

5
2 2

21 7d , 0 1,
4 2

0, 0,     .

y

y
x y x y y

−

⎧⎧
≤ ≤⎪ ⎪= =⎨ ⎨

⎪ ⎪⎩ ⎩

∫
其他

11.设随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
⎩
⎨
⎧ <<<

.,0
,10,,1

        
xxy

求条件概率密度 fY｜X（y｜x）， fX｜Y（x｜y）.

题 11 图

【解】 ( ) ( , )dXf x f x y y
+∞

−∞
= ∫

1d 2 , 0 1,

0, .

x

x
y x x

−

⎧ = < <⎪= ⎨
⎪⎩

∫
其他

1

1

1d 1 , 1 0,

( ) ( , )d 1d 1 , 0 1,

0, .

y

Y y

x y y

f y f x y x x y y

−

+∞

−∞

⎧ = + − < <⎪
⎪⎪

= = = − ≤ <⎨
⎪
⎪
⎪⎩

∫

∫ ∫
其他

所以

|

1 , | | 1,( , )( | ) 2
( ) 0, .

Y X
X

y xf x yf y x x
f x

⎧ < <⎪= = ⎨
⎪⎩ 其他
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|

1 ,   1,
1

( , ) 1
( | ) , 1,

( ) 1
0, .

X Y
Y

y x
y

f x y
f x y y x

f y y

⎧ < <⎪ −⎪
⎪

= = − < <⎨
+⎪

⎪
⎪
⎩

其他

12.袋中有五个号码 1，2，3，4，5，从中任取三个，记这三个号码中最小的号码为 X，最大

的号码为 Y.
（1） 求 X与 Y的联合概率分布；

（2） X与 Y是否相互独立？

【解】（1） X与 Y的联合分布律如下表

(2) 因
6 1 6 1{ 1} { 3} { 1, 3},

10 10 100 10
P X P Y P X Y= = = × = ≠ = = =i

故 X与 Y不独立 

13.设二维随机变量（X，Y）的联合分布律为

（1）求关于 X和关于 Y的边缘分布；

（2） X与 Y是否相互独立？

【解】（1）X和 Y的边缘分布如下表 

3 4 5 { }iP X x=

1

3
5

1 1
C 10

= 3
5

2 2
C 10

= 3
5

3 3
C 10

=
6

10

2 0

3
5

1 1
C 10

= 3
5

2 2
C 10

=
3

10

3 0 0

2
5

1 1
C 10

=
1

10

{ }iP Y y=
1

10
3

10
6

10

2 5 8

0.4
0.8

0.15 0.30 0.35
0.05 0.12 0.03

2 5 8 P{Y=yi}

0.4 0.15 0.30 0.35 0.8

0.8 0.05 0.12 0.03 0.2

Y
X

X
Y

X
Y
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(2) 因 { 2} { 0.4} 0.2 0.8P X P Y= = = ×i 0.16 0.15 ( 2, 0.4),P X Y= ≠ = = =

故 X与 Y不独立. 
14.设 X和 Y是两个相互独立的随机变量，X在（0，1）上服从均匀分布，Y的概率密度为

fY（y）=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >−

.,0

,0,
2
1 2/

其他

yyeeee

（1）求 X和 Y的联合概率密度；

（2） 设含有 a的二次方程为 a2+2Xa+Y=0，试求 a有实根的概率.

【解】（1） 因
1, 0 1,

( )
0,X

x
f x

< <⎧
== ⎨

⎩ 其他;

21 e , 1,( ) 2
0,

y

Y
yf y

−⎧
>⎪== ⎨

⎪⎩ 其他.

故
/ 21 e 0 1, 0,

( , ) , ( ) ( ) 2
0, .

y

X Y

x y
f x y X Y f x f y

−⎧ < < >⎪
= ⎨

⎪⎩

i独立
其他

题 14 图

(2) 方程 有实根的条件是2 2 0a Xa Y+ + =

2(2 ) 4 0X Y∆ = − ≥

故 X2≥Y，
从而方程有实根的概率为：

2

2{ } ( , )d d
x y

P X Y f x y x y
≥

≥ = ∫∫

21 / 2

0 0

1d e d
2

1 2 [ (1) (0)]
0.1445.

x yx y

π

−=

= − Φ − Φ
=

∫ ∫

15.设 X和 Y 分别表示两个不同电子器件的寿命（以小时计），并设 X和 Y相互独立，且服

从同一分布，其概率密度为

{ }iP X x=
0.2 0.42 0.38
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f（x）=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >

.,0

,1000,1000
2

其他

x
x

求 Z=X/Y的概率密度.

【解】如图,Z的分布函数 ( ) { } { }Z
XF z P Z z P z
Y

= ≤ = ≤

(1) 当 z≤0 时， ( ) 0ZF z =

（2） 当 0<z<1 时，（这时当 x=1000 时,y= ）(如图 a)
1000
z

3
3

6 6

102 2 2 210

10 10( ) d d d d
yz

Z
zx

y
z

F z x y y x
x y x y

+∞

≥

= =∫∫ ∫ ∫

3

3 6

10 2 3

10 10
= d

2z

z
y

y zy
+∞ ⎛ ⎞

− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

题 15 图

(3) 当 z≥1 时，（这时当 y=103 时，x=103z）（如图 b）

3 3

6 6

2 2 2 210 10

10 10( ) d d d d
zy

Z
x

y
z

F z x y y x
x y x y

+∞

≥

= =∫∫ ∫ ∫

3

3 6

2 310

10 10 1
= d 1

2
y

y zy z
+∞ ⎛ ⎞

− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

即

1
1 , 1,

2

( ) , 0 1,
2
0, .

Z

z
z

z
f z z

⎧ − ≥⎪
⎪
⎪

= < <⎨
⎪
⎪
⎪⎩

其他
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故

2

1
, 1,

2
1

( ) , 0 1,
2
0, .

Z

z
z

f z z

⎧ ≥⎪
⎪
⎪

= < <⎨
⎪
⎪
⎪⎩

其他

16.设某种型号的电子管的寿命（以小时计）近似地服从 N（160，202）分布 .随机地选取 4 只 ，

求其中没有一只寿命小于 180 的概率.
【解】设这四只寿命为 Xi(i=1,2,3,4)，则 Xi~N（160，202），

从而

1 2 3 4 1 2{min( , , , ) 180} { 180} { 180}iP X X X X X P X P X≥ ≥ ≥i之间独立

3 4{ 180} { 180}P X P X≥ ≥i

1 2 3 4[1 { 180}] [1 { 180}] [1 { 180}] [1 { 180}]P X P X P X P X= − < − < − < − <i i i

4
4

1

4 4

180 160[1 { 180}] 1
20

[1 (1)] (0.158) 0.00063.

P X ⎡ − ⎤⎛ ⎞= − < = − Φ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
= − Φ = =

17.设 X，Y是相互独立的随机变量，其分布律分别为

P{X=k}=p（k）， k=0，1，2，…，

P{Y=r}=q（r）， r=0，1，2，….
证明随机变量 Z=X+Y的分布律为

P{Z=i}= ，i=0，1，2，….∑
=

−
i

k

kiqkp
0

)()(

【证明】因 X和 Y 所有可能值都是非负整数，

所以

{ } { }Z i X Y i= = + =

{ 0, } { 1, 1} { , 0}X Y i X Y i X i Y= = = = = − = =∪ ∪⋯∪

于是

0

{ } { , } ,
i

k

P Z i P X k Y i k X Y
=

= = = = −∑ 相互独立
0

{ } { }
i

k

P X k P Y i k
=

= = −∑ i

0

( ) ( )
i

k

p k q i k
=

= −∑

18.设 X，Y 是相互独立的随机变量，它们都服从参数为 n，p的二项分布.证明 Z=X+Y 服从参

数为 2n，p的二项分布.
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【证明】方法一：X+Y可能取值为 0，1，2，…，2n.

0

{ } { , }
k

i

P X Y k P X i Y k i
=

+ = = = = −∑

0

0

2

0

2

( ) { }

2

k

i

k
i n i k i n k i

i

k
k n k

i

k n k

P X i P Y k i

n n
p q p q

i k i
n n

p q
i k i
n
p q

k

=

− − − +

=

−

=

−

= = = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

∑

i

方法二：设μ1,μ2,…,μn;μ1′,μ2′,…，μn′均服从两点分布（参数为 p），则

X=μ1+μ2+…+μn，Y=μ1′+μ2′+…+μn′,
X+Y=μ1+μ2+…+μn+μ1′+μ2′+…+μn′,

所以，X+Y 服从参数为（2n,p)的二项分布.
19.设随机变量（X，Y）的分布律为

(1) 求 P{X=2｜Y=2}，P{Y=3｜X=0}；
（2） 求 V=max（X，Y）的分布律；

（3） 求 U=min（X，Y）的分布律；

（4） 求 W=X+Y 的分布律.

【解】（1）
{ 2, 2}{ 2 | 2}

{ 2}
P X YP X Y
P Y

= =
= = =

=

5

0

{ 2, 2} 0.05 1 ,
0.25 2{ , 2}

i

P X Y

P X i Y
=

= =
= = =

= =∑

{ 3, 0}{ 3 | 0}
{ 0}

P Y XP Y X
P X

= =
= = =

=

3

0

{ 0, 3} 0.01 1;
0.03 3{ 0, }

j

P X Y

P X Y j
=

= =
= = =

= =∑

（2） { } {max( , ) } { , } { , }P V i P X Y i P X i Y i P X i Y i= = = = = < + ≤ =

0 1 2 3 4 5

0
1
2
3

0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08
0.01 0.03 0.05 0.05 0.05 0.06
0.01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05

X
Y
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1

0 0

{ , } { , },
i i

k k

P X i Y k P X k Y i
−

= =

= = = + = =∑ ∑ 0,1,2,3,4,5i =

所以 V的分布律为

(3) { } {min( , ) }P U i P X Y i= = =

3 5

1

{ , } { , }

{ , } { , }
k i k i

P X i Y i P X i Y i

P X i Y k P X k Y i
= = +

= = ≥ + > =

= = = + = =∑ ∑
0,1,2,3,i =

于是

(4)类似上述过程，有

20.雷达的圆形屏幕半径为 R，设目标出现点（X，Y）在屏幕上服从均匀分布.
（1） 求 P{Y＞0｜Y＞X}；

（2） 设 M=max{X，Y}，求 P{M＞0}.

题 20 图

【解】因（X，Y）的联合概率密度为

2 2 2
2

1 , ,
( , ) π

0, .

x y R
f x y R

⎧ + ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

（1）
{ 0, }{ 0 | }

{ }
P Y Y XP Y Y X
P Y X

> >
> > =

>

0

( , )d

( , )d

y
y x

y x

f x y

f x y

σ

σ

>
>

>

=

∫∫

∫∫

V=max(X,Y) 0 1 2 3 4 5
P 0 0.04 0.16 0.28 0.24 0.28

U=min(X,Y) 0 1 2 3
P 0.28 0.30 0.25 0.17

W=X+Y 0 1 2 3 4 5 6 7 8
P 0 0.02 0.06 0.13 0.19 0.24 0.19 0.12 0.05
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π

2π / 4 0

5 π
4

2π / 4 0

1d d
π
1d d

π

R

R

r r
R

r r
R

θ

θ
=

∫ ∫

∫ ∫
3 / 8 3 ;
1/ 2 4

= =

(2) { 0} {max( , ) 0} 1 {max( , ) 0}P M P X Y P X Y> = > = − ≤

0
0

1 3
1 { 0, 0} 1 ( , )d 1 .

4 4x
y

P X Y f x y σ
≤
≤

= − ≤ ≤ = − = − =∫∫

21.设平面区域D由曲线 y=1/x及直线 y=0，x=1,x=e2 所围成，二维随机变量（X，Y）

在区域 D上服从均匀分布，求（X，Y）关于 X的边缘概率密度在 x=2 处的值为多少？

题 21 图

【解】区域 D的面积为 （X,Y）的联合密度函数为
2

2e e
0 11

1 d ln 2.S x x
x

= = =∫

21 1, 1 e ,0 ,
( , ) 2

0, .

x y
f x y x

⎧ ≤ ≤ < ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

（X，Y）关于 X的边缘密度函数为

1/ 2

0

1 1d , 1 e ,
( ) 2 2

0, .

x

X

y x
f x x

⎧ = ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

∫
其他

所以
1

(2) .
4Xf =

22.设随机变量 X和 Y相互独立，下表列出了二维随机变量（X，Y）联合分布律及关于 X和

Y的边缘分布律中的部分数值.试将其余数值填入表中的空白处.

【解】因 ,
2

1

{ } { , }j j i j
i

P Y y P P X x Y y
=

= = = = =∑

y1 y2 y3 P{X=xi}=pi

x1

x2

1/8
1/8

P{Y=yj}=pj 1/6 1

Y
X
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故 1 1 1 2 1{ } { , } { , },P Y y P X x Y y P X x Y y= = = = + = =

从而 1 1
1 1 1{ , } .
6 8 24

P X x Y y= = = − =

而 X与 Y独立，故 ,{ } { } { , }i j i iP X x P Y y P X x Y y= = = = =i

从而 1 1 1

1 1
{ } { , } .

6 24
P X x P X x Y y= × = = = =

即： 1
1 1 1{ } / .
24 6 4

P X x= = =

又 1 1 1 1 2 1 3{ } { , } { , } { , },P X x P X x Y y P X x Y y P X x Y y= = = = + = = + = =

即 1, 3
1 1 1 { },
4 24 8

P X x Y y= + + = =

从而 1 3
1{ , } .

12
P X x Y y= = =

同理 2

1
{ } ,

2
P Y y= = 2 2

3
{ , }

8
P X x Y y= = =

又 ,故 .
3

1

{ } 1j
j

P Y y
=

= =∑ 3
1 1 1{ } 1
6 2 3

P Y y= = − − =

同理 2

3
{ } .

4
P X x= =

从而

2 3 3 1 3
1 1 1{ , } { } { , } .
3 12 4

P X x Y y P Y y P X x Y y= = = = − = = = − =

故

23.设某班车起点站上客人数 X服从参数为λ(λ>0)的泊松分布，每位乘客在中途下车的概率为

p（0<p<1），且中途下车与否相互独立，以 Y 表示在中途下车的人数，求：（1）在发车

1y 2y 3y { }i iP X x P= =

1x
1
24

1
8

1
12

1
4

2x
1
8

3
8

1
4

3
4

{ }j jP Y y p= = 1
6

1
2

1
3

1

Y
X
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时有 n个乘客的条件下，中途有 m人下车的概率；（2）二维随机变量（X，Y）的概率

分布.

【解】(1) .{ | } C (1 ) , 0 , 0,1, 2,m m n m
nP Y m X n p p m n n−= = = − ≤ ≤ = ⋯

(2) { , } { } { | }P X n Y m P X n P Y m X n= = = = = =i

eC (1 ) , , 0,1, 2, .
!

m m n m n
n p p n m n n

n

λ

λ
−

−= − ≤ ≤ =i ⋯

24.设随机变量 X和 Y独立，其中 X的概率分布为 X~ ，而 Y 的概率密度为 f(y)，⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
7.03.0

21

求随机变量 U=X+Y的概率密度 g(u).
【解】设 F（y）是 Y的分布函数，则由全概率公式，知 U=X+Y的分布函数为

( ) { } 0.3 { | 1} 0.7 { | 2}G u P X Y u P X Y u X P X Y u X= + ≤ = + ≤ = + + ≤ =

0.3 { 1| 1} 0.7 { 2 | 2}P Y u X P Y u X= ≤ − = + ≤ − =

由于 X和 Y独立，可见

( ) 0.3 { 1} 0.7 { 2}G u P Y u P Y u= ≤ − + ≤ −

0.3 ( 1) 0.7 ( 2).F u F u= − + −

由此，得 U的概率密度为

( ) ( ) 0.3 ( 1) 0.7 ( 2)g u G u F u F u′ ′ ′= = − + −

0.3 ( 1) 0.7 ( 2).f u f u= − + −

25. 25. 设随机变量 X与 Y相互独立，且均服从区间[0,3]上的均匀分布，求P{max{X,Y}
≤1}.

解：因为随即变量服从[0，3]上的均匀分布，于是有

1 ,       0 3,
( ) 3

0,     0, 3;

x
f x

x x

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪ < >⎩

1 ,       0 3,
( ) 3

0,     0, 3.

y
f y

y y

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪ < >⎩

因为 X，Y相互独立，所以

1 ,         0 3,0 3,
( , ) 9

0,     0, 0, 3, 3. 

x y
f x y

x y x y

⎧ ≤ ≤ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪ < < > >⎩

推得 .1{max{ , } 1}
9

P X Y ≤ =

26. 设二维随机变量（X，Y）的概率分布为
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其中 a,b,c为常数，且 X的数学期望 E(X)= −0.2,P{Y≤0|X≤0}=0.5，记 Z=X+Y.求：

（1） a,b,c的值；

（2） Z的概率分布；

（3） P{X=Z}.
解 (1) 由概率分布的性质知，

a+b+c+0.6=1 即 a+b+c = 0.4.

由 ，可得( ) 0.2E X = −

.0.1a c− + = −

再由 ,
{ 0, 0} 0.1{ 0 0} 0.5

{ 0} 0.5
P X Y a bP Y X
P X a b

≤ ≤ + +
≤ ≤ = = =

≤ + +

得 .0.3a b+ =
解以上关于 a，b，c的三个方程得

.0.2, 0.1, 0.1a b c= = =

(2) Z的可能取值为−2，−1，0，1，2，

，{ 2} { 1, 1} 0.2P Z P X Y= − = = − = − =

，{ 1} { 1, 0} { 0, 1} 0.1P Z P X Y P X Y= − = = − = + = = − =

，{ 0} { 1, 1} { 0, 0} { 1, 1} 0.3P Z P X Y P X Y P X Y= = = − = + = = + = = − =

，{ 1} { 1, 0} { 0, 1} 0.3P Z P X Y P X Y= = = = + = = =

，{ 2} { 1, 1} 0.1P Z P X Y= = = = =

即 Z的概率分布为

(3) .{ } { 0} 0.1 0.2 0.1 0.1 0.2 0.4P X Z P Y b= = = = + + = + + =

 −1 0 1

 −1
0
1

a 0 0.2
0.1 b 0.2
0 0.1 c

Z −2  −1 0 1 2
P 0.2 0.1 0.3 0.3 0.1

X
Y
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1

习题四
1.设随机变量 X 的分布律为

求 E（X）， E（X2）， E（2X+3）.

【解】(1)
1 1 1 1 1( ) ( 1) 0 1 2 ;
8 2 8 4 2

E X = − × + × + × + × =

(2) 2 2 2 2 21 1 1 1 5( ) ( 1) 0 1 2 ;
8 2 8 4 4

E X = − × + × + × + × =

(3)
1

(2 3) 2 ( ) 3 2 3 4
2

E X E X+ = + = × + =

2.已知 100 个产品中有 10 个次品，求任意取出的 5 个产品中的次品数的数学期望、方差.
【解】设任取出的 5个产品中的次品数为 X，则 X 的分布律为

故 ( ) 0.583 0 0.340 1 0.070 2 0.007 3 0 4 0 5E X = × + × + × + × + × + ×

0.501,=

5
2

0

( ) [ ( )]i i
i

D X x E X P
=

= −∑

2 2 2(0 0.501) 0.583 (1 0.501) 0.340 (5 0.501) 0
0.432.

= − × + − × + + − ×
=

⋯

3.设随机变量 X 的分布律为

且已知 E（X）=0.1,E(X2)=0.9,求 P1，P2，P3.

【解】因 ……①,1 2 3 1P P P+ + =

又 ……②,1 2 3 3 1( ) ( 1) 0 1 0.1E X P P P P P= − + + = − =i i

……③ 2 2 2 2
1 2 3 1 3( ) ( 1) 0 1 0.9E X P P P P P= − + + = + =i i i

由①②③联立解得 1 2 30.4, 0.1, 0.5.P P P= = =

4.袋中有 N 只球，其中的白球数 X 为一随机变量，已知 E（X）=n，问从袋中任取 1 球为白

球的概率是多少？

X  −1 0 1 2
P 1/8 1/2 1/8 1/4

X 0 1 2 3 4 5
P 5

90
5
100

C 0.583
C

=
1 4
10 90
5
100

C C 0.340
C

=
2 3
10 90
5
100

C C 0.070
C

=
3 2
10 90
5
100

C C 0.007
C

=
4 1
10 90
5
100

C C 0
C

=
5
10
5
100

C 0
C

=

X  −1 0 1
P p1 p2 p3
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2

【解】记 A={从袋中任取 1 球为白球}，则

0

( ) { | } { }
N

k

P A P A X k P X k
=

= =∑ i全概率公式

0 0

1{ } { }

1 ( ) .

N N

k k

k P X k kP X k
N N

nE X
N N

= =

= = = =

= =

∑ ∑

i

5.设随机变量 X 的概率密度为

f（x）=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≤≤−

<≤

.,0
,21,2
,10,

其他

xx
xx

求 E（X）， D（X）.

【解】
1 22

0 1
( ) ( )d d (2 )dE X xf x x x x x x x

+∞

−∞
= = + −∫ ∫ ∫

21 3
3 2

0 1

1 1.
3 3

xx x
⎡ ⎤⎡ ⎤= + − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 22 2 3 2

0 1

7
( ) ( )d d (2 )d

6
E X x f x x x x x x x

+∞

−∞
= = + − =∫ ∫ ∫

故 2 2 1( ) ( ) [ ( )] .
6

D X E X E X= − =

6.设随机变量 X，Y，Z 相互独立，且 E（X）=5，E（Y）=11，E（Z）=8，求下列随机变量

的数学期望.
（1） U=2X+3Y+1；
（2） V=YZ −4X.

【解】(1) [ ] (2 3 1) 2 ( ) 3 ( ) 1E U E X Y E X E Y= + + = + +

2 5 3 11 1 44.= × + × + =

(2) [ ] [ 4 ] [ ] 4 ( )E V E YZ X E YZ E X= − = −

, ( ) ( ) 4 ( )Y Z E Y E Z E X−i因 独立

11 8 4 5 68.= × − × =
7.设随机变量 X，Y 相互独立，且 E（X）=E（Y）=3，D（X）=12，D（Y）=16，求E（3X −2Y），D

（2X −3Y）.

【解】(1) (3 2 ) 3 ( ) 2 ( ) 3 3 2 3 3.E X Y E X E Y− = − = × − × =

(2) 2 2(2 3 ) 2 ( ) ( 3) 4 12 9 16 192.D X Y D X DY− = + − = × + × =

8.设随机变量（X，Y）的概率密度为
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3

f（x，y）=
⎩
⎨
⎧ <<<<

.,0
,0,10,

其他

xyxk

试确定常数 k，并求 E（XY）.

【解】因 故 k=2 
1

0 0

1( , )d d d d 1,
2

x
f x y x y x k y k

+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫

.
1

0 0
( ) ( , )d d d 2 d 0.25

x
E XY xyf x y x y x x y y

+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫

9.设 X，Y 是相互独立的随机变量，其概率密度分别为

fX（x）= fY（y）=
⎩
⎨
⎧ ≤≤

;,0
,10,2

其他

xx ( 5)e , 5,
0, .

y y− −⎧ >
⎨
⎩ 其他

求 E（XY）.
【解】方法一：先求 X 与 Y 的均值 

1

0

2( ) 2 d ,
3

E X x x x= =∫ i

5( 5)

5 0 0
( ) e d 5 e d e d 5 1 6.z yy z zE Y y y z z z

+∞ +∞ +∞= −− − − −= + = + =∫ ∫ ∫
令

由 X 与 Y 的独立性，得

2( ) ( ) ( ) 6 4.
3

E XY E X E Y= = × =i

方法二：利用随机变量函数的均值公式.因 X 与 Y 独立，故联合密度为

( 5)2 e , 0 1, 5,
( , ) ( ) ( )

0, ,

y

X Y

x x y
f x y f x f y

− −⎧ ≤ ≤ >
= = ⎨

⎩
i

其他

于是
1 1( 5) 2 ( 5)

5 0 0 5

2
( ) 2 e d d 2 d e d 6 4.

3
y yE XY xy x x y x x y y

+∞ +∞− − − −= = = × =∫ ∫ ∫ ∫i i

10.设随机变量 X，Y 的概率密度分别为

fX（x）= fY（y）=
⎩
⎨
⎧

≤
>−

;0,0
,0,2 2

x
xxeeee

⎩
⎨
⎧

≤
>−

.0,0
,0,4 4

y
yyeeee

求（1） E（X+Y）;（2） E（2X −3Y2）.

【解】 2 2 -2
00 0

( ) ( )d 2e d [ e ] e dx x x
XX xf x x x x x x

+∞ +∞ +∞− − +∞

−∞
= = −∫ ∫ ∫i

2

0

1e d .
2

x x
+∞ −= =∫

4

0

1( ) ( )d 4e dy .
4

y
YE Y yf y y y

+∞ +∞ −

−∞
= =∫ ∫ i

2 2 2 4
20

2 1( ) ( )d 4e d .
4 8

y
YE Y y f y y y y

+∞ +∞ −

−∞
= = = =∫ ∫ i

从而(1)
1 1 3

( ) ( ) ( ) .
2 4 4

E X Y E X E Y+ = + = + =
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4

(2) 2 2 1 1 5(2 3 ) 2 ( ) 3 ( ) 2 3
2 8 8

E X Y E X E Y− = − = × − × =

11.设随机变量 X 的概率密度为

f（x）=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥−

.0,0
,0,

22

x
xcx xkeeee

求（1） 系数 c;（2） E（X）;（3） D（X）.

【解】(1) 由 得 .
2 2

20
( )d e d 1

2
k x cf x x cx x

k
+∞ +∞ −

−∞
= = =∫ ∫ 22c k=

(2)
2 22

0
( ) ( )d( ) 2 e dk xE X xf x x x k x x

+∞ +∞ −

−∞
= =∫ ∫ i

2 22 2

0

π2 e d .
2

k xk x x
k

+∞ −= =∫

(3)
2 22 2 2 2

20

1( ) ( )d( ) 2 e .k xE X x f x x x k x
k

+∞ +∞ −

−∞
= =∫ ∫ i

故 

2

2 2
2 2

1 π 4 π( ) ( ) [ ( )] .
2 4

D X E X E X
k k k

⎛ ⎞ −
= − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
12.袋中有 12 个零件，其中 9 个合格品，3 个废品.安装机器时，从袋中一个一个地取出（取

出后不放回），设在取出合格品之前已取出的废品数为随机变量 X，求E（X）和D（X）.
【解】设随机变量 X 表示在取得合格品以前已取出的废品数，则 X的可能取值为 0，1，2，

3.为求其分布律，下面求取这些可能值的概率，易知

9{ 0} 0.750,
12

P X = = =
3 9{ 1} 0.204,
12 11

P X = = × =

3 2 9{ 2} 0.041,
12 11 10

P X = = × × =
3 2 1 9{ 3} 0.005.
12 11 10 9

P X = = × × × =

于是，得到 X 的概率分布表如下：

由此可得 ( ) 0 0.750 1 0.204 2 0.041 3 0.005 0.301.E X = × + × + × + × =

2 2 2 2 2

2 2 2

( ) 0 750 1 0.204 2 0.041 3 0.005 0.413

( ) ( ) [ ( )] 0.413 (0.301) 0.322.

E X
D X E X E X

= × + × + × + × =

= − = − =

13.一工厂生产某种设备的寿命 X（以年计）服从指数分布，概率密度为

f（x）=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
−

.0,0

,0,
4
1 4

x

x
x

eeee

为确保消费者的利益，工厂规定出售的设备若在一年内损坏可以调换.若售出一台设备，

工厂获利 100 元，而调换一台则损失 200 元，试求工厂出售一台设备赢利的数学期望.
【解】厂方出售一台设备净盈利 Y 只有两个值：100元和 −200元 

X 0 1 2 3
P 0.750 0.204 0.041 0.005
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/ 4 1/ 4

1

1{ 100} { 1} e d e
4

xP Y P X x
+∞ − −= = ≥ = =∫

1/ 4{ 200} { 1} 1 e .P Y P X −= − = < = −

故 (元).1/ 4 1/ 4 1/ 4( ) 100 e ( 200) (1 e ) 300e 200 33.64E Y − − −= × + − × − = − =

14.设 X1，X2，…，Xn 是相互独立的随机变量，且有 E（Xi）=μ，D（Xi）=σ2，i=1，2，…，

n，记

，S2= .∑
=

=
n

i
i SX

n
X

1

2,1 ∑
=

−
−

n

i
i XX

n 1

2)(
1

1

（1） 验证 =μ， = ；)(XE )(XD
n

2σ

（2） 验证 S2= ；)(
1

1
1

22∑
=

−
−

n

i
i XnX

n

（3） 验证 E（S2）=σ2.

【证】(1)
1 1 1

1 1 1 1( ) ( ) ( ) .
n n n

i i i
i i i

E X E X E X E X nu u
n n n n= = =

⎛ ⎞
= = = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ i

2 2
1 1 1

1 1 1( ) ( )
n n n

i i i i
i i i

D X D X D X X DX
n n n= = =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑i之间相互独立

2
2

2

1 .n
n n

σσ= =i

(2) 因

2 22 2 2

1 1 1 1

( ) ( 2 ) 2
n n n n

i i i i i
i i i i

X X X X X X X nX X X
= = = =

− = + − = + −∑ ∑ ∑ ∑

2 22 2

1 1

2
n n

i i
i i

X nX X nX X nX
= =

= + − = −∑ ∑i

故 .
22 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X nX
n =

= −
− ∑

(3) 因 ,故2( ) , ( )i iE X u D X σ= = 2 2 2 2( ) ( ) ( ) .i i iE X D X EX uσ= + = +

同理因 ,故 .
2

( ) , ( )E X u D X
n
σ

= =
2

2 2( )E X u
n
σ

= +

从而
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2 22 2 2

1 1

1 1( ) ( ) [ ( ) ( )]
1 1

n n

i i
i i

E s E X nX E X nE X
n n= =

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∑ ∑

22

1

2
2 2 2 2

1 [ ( ) ( )]
1

1 ( ) .
1

n

i
i

E X nE X
n

n u n u
n n

σσ σ

=

= −
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − + =⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

i i

15.对随机变量 X 和 Y，已知 D（X）=2，D（Y）=3，Cov(X,Y)= −1,
计算：Cov（3X −2Y+1，X+4Y −3）. 

【解】Cov(3 2 1, 4 3) 3 ( ) 10Cov( , ) 8 ( )X Y X Y D X X Y D Y− + + − = + −

3 2 10 ( 1) 8 3 28= × + × − − × = −

(因常数与任一随机变量独立，故 Cov(X,3)=Cov(Y,3)=0,其余类似).
16.设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
2 21 , 1,

π
0, .

x y⎧ + ≤⎪
⎨
⎪⎩ 其他

试验证 X 和 Y 是不相关的，但 X 和 Y 不是相互独立的.

【解】设 .2 2{( , ) | 1}D x y x y= + ≤

2 2 1

1( ) ( , )d d d d
π x y

E X xf x y x y x x y
+∞ +∞

−∞ −∞
+ ≤

= =∫ ∫ ∫∫

2π 1

0 0

1= cos d d 0.
π

r r rθ θ =∫ ∫ i

同理 E(Y)=0.

而 Cov( , ) [ ( )] [ ( )] ( , )d dX Y x E x y E Y f x y x y
+∞ +∞

−∞ −∞
= − −∫ ∫ i

,
2 2

2π 1 2

0 0
1

1 1d d sin cos d d 0
π πx y

xy x y r r rθ θ θ
+ ≤

= = =∫∫ ∫ ∫

由此得 ,故 X 与 Y 不相关.0XYρ =

下面讨论独立性，当|x|≤1 时，
2

2

1 2

1 1

1 2( ) d 1 .
π π

x

X x
f x y x

−

− −
= −∫

当|y|≤1 时， .
2

2

1 2

1 1

1 2( ) d 1
π π

y

Y y
f y x y

−

− −
= −∫

显然 ( ) ( ) ( , ).X Yf x f y f x y≠i
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故 X 和 Y 不是相互独立的.
17.设随机变量（X，Y）的分布律为

验证 X 和 Y 是不相关的，但 X 和 Y 不是相互独立的.
【解】联合分布表中含有零元素，X 与 Y 显然不独立，由联合分布律易求得 X，Y 及 XY 的

分布律，其分布律如下表

 −1 0 1

 −1
0
1

1/8 1/8 1/8
1/8 0 1/8
1/8 1/8 1/8

X  −1 0 1
P 3

8
2
8

3
8

Y  −1 0 1
P 3

8
2
8

3
8

XY  −1 0 1
P 2

8
4
8

2
8

由期望定义易得 E（X）=E（Y）=E（XY）=0.
从而 E(XY)=E(X)·E(Y),再由相关系数性质知ρXY=0,
即 X 与 Y 的相关系数为 0，从而 X 和 Y 是不相关的.

又
3 3 1{ 1} { 1} { 1, 1}
8 8 8

P X P Y P X Y= − = − = × ≠ = = − = −i

从而 X 与 Y 不是相互独立的.
18.设二维随机变量（X，Y）在以（0，0），（ 0，1），（ 1，0）为顶点的三角形区域上服从均

匀分布，求 Cov（X，Y）， ρXY.

【解】如图，SD= ，故（X，Y）的概率密度为
1
2

题 18图

X
Y
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2, ( , ) ,
( , )

0,
x y D

f x y
∈⎧

= ⎨
⎩ 其他.

( ) ( , )d d
D

E X xf x y x y= ∫∫
1 1

0 0

1
d 2d

3
x

x x y
−

= =∫ ∫ i

2 2( ) ( , )d d
D

E X x f x y x y= ∫∫
1 1 2

0 0

1d 2 d
6

x
x x y

−
= =∫ ∫

从而
2

2 2 1 1 1( ) ( ) [ ( )] .
6 3 18

D X E X E X ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

同理
1 1( ) , ( ) .
3 18

E Y D Y= =

而
1 1

0 0

1( ) ( , )d d 2 d d d 2 d .
12

x

D D

E XY xyf x y x y xy x y x xy y
−

= = = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫

所以

.
1 1 1 1Cov( , ) ( ) ( ) ( )
12 3 3 36

X Y E XY E X E Y= − = − × = −i

从而

1
Cov( , ) 136

2( ) ( ) 1 1
18 18

XY
X Y

D X D Y
ρ

−
= = = −

×
i

19.设（X，Y）的概率密度为

f（x，y）=
1 π πsin( ), 0 , 0 ,
2 2 2
0 .

x y x y

,

⎧ + ≤ ≤ ≤ ≤⎪
⎨
⎪⎩ 其他

求协方差 Cov（X，Y）和相关系数ρXY.

【解】
π / 2 π / 2

0 0

1 π
( ) ( , )d d d sin( )d .

2 4
E X xf x y x y x x x y y

+∞ +∞

−∞ −∞
= = + =∫ ∫ ∫ ∫ i

π π 2
2 22 2

0 0

1 π π( ) d sin( )d 2.
2 8 2

E X x x x y y= + = + −∫ ∫ i

从而

2
2 2 π π( ) ( ) [ ( )] 2.

16 2
D X E X E X= − = + −

同理
2π π π( ) , ( ) 2.

4 16 2
E Y D Y= = + −
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又
π / 2 π / 2

0 0

π( ) d sin( )d d 1,
2

E XY x xy x y x y= + = −∫ ∫

故
2π π π π 4Cov( , ) ( ) ( ) ( ) 1 .

2 4 4 4
X Y E XY E X E Y −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − − × = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i

2

2 2

2 2 2

π 4
Cov( , ) (π 4) π 8π 164 .

π π π 8π 32 π 8π 32( ) ( ) 2
16 2

XY
X Y

D X D Y
ρ

−⎛ ⎞− ⎜ ⎟ − − +⎝ ⎠= = = − = −
+ − + −

+ −i

20.已知二维随机变量（X，Y）的协方差矩阵为 ，试求 Z1=X −2Y 和 Z2=2X −Y 的相关⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
41
11

系数.
【解】由已知知：D(X)=1,D(Y)=4,Cov(X,Y)=1.

从而

1

2

( ) ( 2 ) ( ) 4 ( ) 4Cov( , ) 1 4 4 4 1 13,
( ) (2 ) 4 ( ) ( ) 4Cov( , ) 4 1 4 4 1 4,

D Z D X Y D X D Y X Y
D Z D X Y D X D Y X Y

= − = + − = + × − × =
= − = + − = × + − × =

1 2Cov( , ) Cov( 2 ,2 )Z Z X Y X Y= − −

2Cov( , ) 4Cov( , ) Cov( , ) 2Cov( , )
2 ( ) 5Cov( , ) 2 ( ) 2 1 5 1 2 4 5.

X X Y X X Y Y Y
D X X Y D Y

= − − +
= − + = × − × + × =

故
1 2

1 2

1 2

Cov( , ) 5 5 13.
26( ) ( ) 13 4Z Z

Z Z
D Z D Z

ρ = = =
×i

21.对于两个随机变量 V，W，若 E（V2）， E（W2）存在，证明：

［E（VW）］ 2≤E（V2）E（W2）.
这一不等式称为柯西许瓦兹（Couchy −Schwarz）不等式.

【证】令 2( ) {[ ] }, .g t E V tW t R= + ∈

显然

2 2 2 20 ( ) [( ) ] [ 2 ]g t E V tW E V tVW t W≤ = + = + +

2 2 2[ ] 2 [ ] [ ], .E V t E VW t E W t R= + + ∀ ∈i i

可见此关于 t 的二次式非负，故其判别式Δ≤0，

即 2 2 20 [2 ( )] 4 ( ) ( )E VW E W E V≥ ∆ = − i

2 2 24{[ ( )] ( ) ( )}.E VW E V E W= − i

故 2 2 2[ ( )] ( ) ( )}.E VW E V E W≤ i
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22.假设一设备开机后无故障工作的时间 X 服从参数λ=1/5的指数分布.设备定时开机，出现

故障时自动关机，而在无故障的情况下工作 2小时便关机.试求该设备每次开机无故障

工作的时间 Y 的分布函数 F（y）.
【解】设 Y 表示每次开机后无故障的工作时间，由题设知设备首次发生故障的等待时间

X~E(λ),E(X)= =5.
1
λ

依题意 Y=min(X,2).
对于 y<0,f(y)=P{Y≤y}=0.
对于 y≥2,F(y)=P(X≤y)=1.
对于 0≤y<2,当 x≥0 时，在(0,x)内无故障的概率分布为

P{X≤x}=1 −e −λx,所以

F(y)=P{Y≤y}=P{min(X,2)≤y}=P{X≤y}=1 −e −y/5.
23.已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中甲箱中装有 3件合格品和 3 件次品，乙箱中仅装

有 3件合格品.从甲箱中任取 3件产品放乙箱后，求：（1）乙箱中次品件数 Z 的数学期

望；（2）从乙箱中任取一件产品是次品的概率.
【解】（1） Z 的可能取值为 0，1，2，3，Z 的概率分布为

,
3

3 3
3
6

C C{ }
C

k k

P Z k
−

= =
i 0,1,2,3.k =

因此，
1 9 9 1 3( ) 0 1 2 3 .
20 20 20 20 2

E Z = × + × + × + × =

(2) 设 A 表示事件“从乙箱中任取出一件产品是次品”，根据全概率公式有

3

0

( ) { } { | }
k

P A P Z k P A Z k
=

= = =∑ i

1 9 1 9 2 1 3 10 .
20 20 6 20 6 20 6 4

= × + × + × + × =

24.假设由自动线加工的某种零件的内径 X（毫米）服从正态分布 N（μ,1），内径小于 10或
大于 12为不合格品，其余为合格品.销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损，已

知销售利润 T（单位：元）与销售零件的内径 X 有如下关系

T=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤≤

<−

.12,5
,1210,20
,10,1

X
X
X

若

若

若

问：平均直径μ取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

【解】 ( ) { 10} 20 {10 12} 5 { 12}E T P X P X P X= − < + ≤ ≤ − >

{ 10 } 20 {10 12 } 5 { 12 }
(10 ) 20[ (12 ) (10 )] 5[1 (12 )]

25 (12 ) 21 (10 ) 5.

P X u u P u X u u P X u u
u u u u
u u

= − − < − + − ≤ − ≤ − − − > −
= −Φ − + Φ − − Φ − − − Φ −
= Φ − − Φ − −

Z=k 0 1 2 3
Pk 1

20
9
20

9
20

1
20
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故

2 / 2d ( ) 125 (12 ) ( 1) 21 (10 ) ( 1) 0( ( ) e ),
d 2

xE T u u x
u

ϕ ϕ ϕ
π

−= − × − − − × − =  令  这里

得  
2 2(12 ) / 2 (10 ) / 225e 21eu u− − − −=

两边取对数有

2 21 1ln 25 (12 ) ln 21 (10 ) .
2 2

u u− − = − −

解得 (毫米) 
1 25 111 ln 11 ln1.19 10.9128
2 21 2

u = − = − ≈

由此可得，当 u=10.9毫米时，平均利润最大.
25.设随机变量 X 的概率密度为

f(x)=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

.,0

,0,
2

cos
2
1

其他

ππππxx

对 X 独立地重复观察 4 次，用 Y 表示观察值大于π/3 的次数，求 Y2的数学期望.
（2002 研考）

【解】令

π1, ,
3 ( 1,2,3,4)
π0,
3

i

X
Y i

⎧ >⎪⎪= =⎨
⎪ ≤
⎪⎩

X .

则 .因为
4

1

~ (4, )i
i

Y Y B p
=

= ∑

及 ,
π π

{ } 1 { }
3 3

p P X P X= > = − ≤
π / 3

0

π 1 1
{ } cos d

3 2 2 2
x

P X x≤ = =∫
所以

1 1 1( ) , ( ) , ( ) 4 2,
2 4 2i iE Y D Y E Y= = = × =

,2 21 1( ) 4 1 ( ) ( )
2 2

D Y E Y EY= × × = = −

从而 2 2 2( ) ( ) [ ( )] 1 2 5.E Y D Y E Y= + = + =

26.两台同样的自动记录仪，每台无故障工作的时间 Ti(i=1,2)服从参数为 5 的指数分布，首先

开动其中一台，当其发生故障时停用而另一台自动开启 .试求两台记录仪无故障工作的

总时间 T=T1+T2的概率密度 fT(t)，数学期望 E（T）及方差 D（T）.
【解】由题意知：

55e , 0,
( )

0, 0

t

i

t
f t

t

−⎧ ≥
= ⎨

<⎩ .

因 T1,T2独立，所以 fT(t)=f1(t)*f2(t).
当 t<0 时，fT(t)=0;
当 t≥0 时，利用卷积公式得
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5 5( ) 5
1 2 0

( ) ( ) ( )d 5e 5e d 25 e
t x t x t

Tf t f x f t x x x t
+∞ − − − −

−∞
= − = =∫ ∫i i

故得

525 e , 0,
( )

0, 0.

t

T

t t
f t

t

−⎧ ≥
= ⎨

<⎩

由于 Ti ~E(5),故知 E(Ti)= ,D(Ti)=   (i=1,2)
1
5

1
25

因此，有 E(T)=E(T1+T2)= .
2
5

又因 T1,T2独立，所以 D（T）=D（T1+T2）= .2
25

27.设两个随机变量 X，Y 相互独立，且都服从均值为 0，方差为 1/2的正态分布，求随机变

量|X −Y|的方差.

【解】设 Z=X −Y，由于
2 21 1~ 0, , ~ 0, ,

2 2
X N Y N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

且 X 和 Y 相互独立，故 Z~N（0，1）.
因

2 2( ) ( ) (| | ) [ (| |)]D X Y D Z E Z E Z− = = −

2 2( ) [ ( )] ,E Z E Z= −

而

22 / 21( ) ( ) 1, (| |) | | e d
2π

zE Z D Z E Z z z
+∞ −

−∞
= = = ∫

，
2 / 2

0

2 2e d
π2π

zz z
+∞ −= =∫

所以 .2(| |) 1
π

D X Y− = −

28.某流水生产线上每个产品不合格的概率为 p(0<p<1)，各产品合格与否相互独立，当出现

一个不合格产品时，即停机检修.设开机后第一次停机时已生产了的产品个数为 X，求E
（X）和 D（X）.

【解】记 q=1 −p,X 的概率分布为 P{X=i}=qi −1p,i=1,2,…，

故 1
2

1 1

1( ) ( ) .
1 (1 )

i i

i i

q pE X iq p p q p
q q p

∞ ∞
−

= =

′⎛ ⎞′= = = = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∑

又 2 2 1 2 1 1

1 2 1

( ) ( )i i i

i i i

E X i q p i i q p iq p
∞ ∞ ∞

− − −

= = =

= = − +∑ ∑ ∑
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2

2

3 2 2

1 1( )
1

2 1 1 2 .
(1 )

i

i

qpq q pq
p q p

pq q p
q p p p

∞

=

′′⎛ ⎞′′= + = +⎜ ⎟−⎝ ⎠
+ −

= + = =
−

∑

所以 2 2
2 2 2

2 1 1( ) ( ) [ ( )] .p pD X E X E X
p p p
− −

= − = − =

题 29 图

29.设随机变量 X 和 Y 的联合分布在点（0，1），（ 1，0）及（1，1）为顶点的三角形区域上

服从均匀分布.（如图），试求随机变量 U=X+Y 的方差.
【解】D(U)=D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2Cov(X,Y)

=D(X)+D(Y)+2[E(XY) −E(X)·E(Y)].
由条件知 X 和 Y 的联合密度为

2, ( , ) ,
( , )

0, 0.
x y G

f x y
t

∈⎧
= ⎨ <⎩

{( , ) | 0 1,0 1, 1}.G x y x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ + ≥

从而
1

1
( ) ( , )d 2d 2 .X x

f x f x y y y x
+∞

−∞ −
= = =∫ ∫

因此
1 1 12 2 3

0 0 0

3 1( ) ( )d 2 d , ( ) 2 d ,
2 2XE X xf x x x x E X x x= = = = =∫ ∫ ∫

2 2 1 4 1( ) ( ) [ ( )] .
2 9 18

D X E X E X= − = − =

同理可得
3 1

( ) , ( ) .
2 18

E Y D Y= =

1 1

0 1

5( ) 2 d d 2 d d ,
12x

G

E XY xy x y x x y y
−

= = =∫∫ ∫ ∫

5 4 1
Cov( , ) ( ) ( ) ( ) ,

12 9 36
X Y E XY E X E Y= − = − = −i

于是
1 1 2 1( ) ( ) .
18 18 36 18

D U D X Y= + = + − =

30.设随机变量 U 在区间[ −2,2]上服从均匀分布，随机变量

X= Y=
⎩
⎨
⎧

−>
−≤−
,U
,U

1,1
1,1

若

若

⎩
⎨
⎧

>
≤−
.1,1
1,1

U
,U

若

若
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试求（1）X 和 Y 的联合概率分布；（2）D（X+Y）.
【 解 】（1） 为求 X 和 Y的联合概率分布，就要计算（X，Y）的 4个可能取值( −1, −1),( −1,1),(1, −1)
及(1,1)的概率.

P{x= −1,Y= −1}=P{U≤ −1,U≤1}
1 1

2

d d 1{ 1}
4 4 4
x xP U

− −

−∞ −
= ≤ − = = =∫ ∫

P{X= −1,Y=1}=P{U≤ −1,U>1}=P{ }=0,∅
P{X=1,Y= −1}=P{U> −1,U≤1}

1

1

d 1{ 1 1}
4 4
xP U

−
= − < ≤ = =∫

.
2

1

d 1{ 1, 1} { 1, 1} { 1}
4 4
xP X Y P U U P U= = = > − > = > =∫

故得 X 与 Y 的联合概率分布为

.
( 1, 1) ( 1,1) (1, 1) (1,1)

( , ) ~ 1 1 1
0

4 2 4
X Y

− − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2) 因 ,而 X+Y 及（X+Y）2的概率分布相应2 2( ) [( ) ] [ ( )]D X Y E X Y E X Y+ = + − +

为

, .
2 0 2

~ 1 1 1
4 2 4

X Y
−⎡ ⎤

⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
0 4

( ) ~ 1 1
2 2

X Y
⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎣ ⎦

从而
1 1( ) ( 2) 2 0,
4 4

E X Y+ = − × + × =

2 1 1
[( ) ] 0 4 2,

2 2
E X Y+ = × + × =

所以 2 2( ) [( ) ] [ ( )] 2.D X Y E X Y E X Y+ = + − + =

31.设随机变量 X 的概率密度为 f(x)= ，（  −∞<x<+∞）x−eeee
2
1

(1) 求 E（X）及 D（X）；

（2） 求 Cov(X,|X|),并问 X 与|X|是否不相关？

（3） 问 X 与|X|是否相互独立，为什么？

【解】(1) | |1( ) e d 0.
2

xE X x x
+∞ −

−∞
= =∫ i

2 | | 2

0

1( ) ( 0) e d 0 e d 2.
2

x xD X x x x x
+∞ +∞− −

−∞
= − = =∫ ∫i

(2) Cov( ,| ) ( | |) ( ) (| |) ( | |)X X E X X E X E X E X X= − =i i i

| |1
| | e d 0,

2
xx x x

+∞ −

−∞
= =∫ i

所以 X 与|X|互不相关.
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(3) 为判断|X|与 X 的独立性，需依定义构造适当事件后再作出判断，为此，对定义域

 −∞<x<+∞中的子区间（0,+∞）上给出任意点 x0，则有

0 0 0 0{ } {| | } { }.x X x X x X x− < < = < ⊂ <

所以 0 00 {| | } { } 1.P X x P X x< < < < <

故由

0 0 0 0 0{ ,| | } {| | } {| | } { }P X x X x P X x P X x P X x< < = < > < <i

得出 X 与|X|不相互独立.
32.已知随机变量 X 和 Y 分别服从正态分布 N（1，32）和 N（0，42），且 X 与 Y 的相关系数

ρXY= −1/2，设 Z= .
23
YX

+

（1） 求 Z 的数学期望 E（Z）和方差 D（Z）；

（2） 求 X 与 Z 的相关系数ρXZ；

（3） 问 X 与 Z 是否相互独立，为什么？

【解】(1)
1( ) .

3 2 3
X YE Z E ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) 2Cov ,
3 2 3 2
X Y X YD Z D D⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 1 19 16 2 Cov( , ),
9 4 3 2

X Y= × + × + × ×

而

1Cov( , ) ( ) ( ) 3 4 6
2XYX Y D X D Yρ ⎛ ⎞= = − × × = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
i

所以
1( ) 1 4 6 3.
3

D Z = + − × =

(2) 因 ( ) ( )1 1Cov( , ) Cov , Cov , Cov ,
3 2 3 2
X YX Z X X X X Y⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 1 9( ) ( 6) 3=0,
3 2 3

D X= + × − = -

所以
Cov( , )

0.
( ) ( )XZ

X Z
D X D Z

ρ = =
i

(3) 由 ，得 X 与 Z 不相关.又因 ，所以 X 与 Z 也0XZρ ==
1~ ,3 , ~ (1,9)
3

Z N X N⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相互独立.
33.将一枚硬币重复掷 n 次，以X 和 Y 表示正面向上和反面向上的次数.试求 X 和 Y 的相关系

数 .XYρ
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【解】由条件知 X+Y=n，则有 D（X+Y）=D（n）=0.

再由 X~B(n,p),Y~B(n,q)，且 p=q= ,
1
2

从而有 ( ) ( )
4
nD X npq D Y= = =

所以 0 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )XYD X Y D X D Y D X D Yρ= + = + + i

故 = −1.2 ,
2 4XY
n nρ= + i XYρ

34.设随机变量 X 和 Y 的联合概率分布为

试求 X 和 Y 的相关系数ρ.
【解】由已知知 E(X)=0.6,E(Y)=0.2，而 XY的概率分布为

所以 E（XY）= −0.08+0.2=0.12 
Cov(X,Y)=E(XY) −E(X)·E(Y)=0.12 −0.6×0.2=0 

从而 =0 XYρ

35.对于任意两事件 A 和 B，0<P(A)<1，0<P(B)<1,则称

ρ= 为事件 A 和 B 的相关系数.试证：
( )

)()()()(

)()(

BPAPBPAP
BPAPABP ⋅−

（1） 事件 A 和 B 独立的充分必要条件是ρ=0；
（2） |ρ|≤1.

【证】（1）由ρ的定义知，ρ=0当且仅当 P(AB) −P(A)·P(B)=0.
而这恰好是两事件 A、B 独立的定义，即ρ=0是 A 和 B 独立的充分必要条件.

(2) 引入随机变量 X 与 Y 为

1, ,

0,

A
X

A
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

若 发生

若 发生;

1, ,

0,

B
Y

B
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

若 发生

若 发生.

由条件知，X 和 Y 都服从 0 −1分布，即

0 1
~

1 ( ) ( )
X

P A P A
⎧
⎨ −⎩

0 1
~

1 ( ) ( )
Y

P B P B
⎧
⎨ −⎩

从而有 E(X)=P(A),E(Y)=P(B),

D(X)=P(A)·P( ),D(Y)=P(B)·P( ),A B

Cov(X,Y)=P(AB) −P(A)·P(B)
所以，事件 A 和 B 的相关系数就是随机变量 X 和 Y 的相关系数.于是由二元随机变量相

 −1 0 1

0
1

0.07 0.18 0.15
0.08 0.32 0.20

YX  −1 0 1
P 0.08 0.72 0.2

Y
X
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关系数的基本性质可得|ρ|≤1.
36. 设随机变量 X 的概率密度为

fX(x)=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<≤

<<−

.,0

,20,
4
1

,01,
2
1

其他

x

x

令 Y=X2，F（x,y）为二维随机变量（X，Y）的分布函数，求：

(1) Y 的概率密度 fY(y)；
(2) Cov(X,Y);

(3) .
1

( , 4)
2

F −

解： (1) Y的分布函数为

.2( ) { } { }YF y P Y y P X y= ≤ = ≤

当 y≤0 时， ， ；( ) 0YF y = ( ) 0Yf y =

当 0＜y＜1时，

，
3( ) { } { 0} {0 }
4YF y P y X y P y X P X y y= − ≤ ≤ = − ≤ < + ≤ ≤ =

；
3

( )
8Yf y

y
=

当 1≤y<4 时，
1 1( ) { 1 0} {0 }
2 4YF y P X P X y y= − ≤ < + ≤ ≤ = +

；
1

( )
8Yf y

y
=

当 y≥4 时， ， .( ) 1YF y = ( ) 0Yf y =

故 Y 的概率密度为

3
,0 1,

8
1( ) 0 ,1 4,

8

0, .

Y

y
y

f y y
y

            

⎧ < <⎪
⎪⎪

= ⎨ ≤ <⎪
⎪
⎪⎩ 其他

(2) ,
0 2

1 0

1 1 1( ) ( )d d d
2 4 4

+

XE X = xf x x x x x x
∞

∞
= + =∫ ∫ ∫- -

,
0 22 2 2 2

1 0

1 1 5( ) ( ) ( )d d d )
2 4 6

+

XE Y =E X = x f x x x x x x
∞

∞
= + =∫ ∫ ∫- -

,
0 22 3 3 3

1 0

1 1 7( ) ( ) ( )d d d
2 4 8

+

XE XY =E Y = x f x x x x x x
∞

∞
= + =∫ ∫ ∫- -
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故 Cov(X,Y) = .2( ) ( ) ( )
3

E XY E X E Y =⋅-

(3) 21 1 1( , 4) { , 4} { , 4}
2 2 2

F P X Y P X X− = ≤ − ≤ = ≤ − ≤

1 1{ , 2 2} { 2 }
2 2

P X X P X= ≤ − − ≤ ≤ = − ≤ ≤ −

.
1 1

{ 1 }
2 4

P X= − ≤ ≤ − =
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1

习题五

1.一颗骰子连续掷 4 次，点数总和记为 X.估计 P{10<X<18}.

【解】设 表每次掷的点数，则iX
4

1
i

i

X X
=

=∑

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 7( ) 1 2 3 4 5 6 ,
6 6 6 6 6 6 2
1 1 1 1 1 1 91( ) 1 2 3 4 5 6 ,
6 6 6 6 6 6 6

i

i

E X

E X

= × + × + × + × + × + × =

= × + × + × + × + × + × =

从而
2

2 2 91 7 35( ) ( ) [ ( )] .
6 2 12i i iD X E X E X ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

又 X1,X2,X3,X4独立同分布.

从而
4 4

1 1

7( ) ( ) ( ) 4 14,
2i i

i i

E X E X E X
= =

= = = × =∑ ∑

4 4

1 1

35 35( ) ( ) ( ) 4 .
12 3i i

i i

D X D X D X
= =

= = = × =∑ ∑

所以 2

35 / 3{10 18} {| 14 | 4} 1 0.271,
4

P X P X< < = − < ≥ − ≈

2. 假设一条生产线生产的产品合格率是 0.8.要使一批产品的合格率达到在 76%与 84%之间

的概率不小于 90%，问这批产品至少要生产多少件？

【解】令
1, ,
0,i

i
X

⎧
⎨
⎩

若第个产品是合格品

其他情形.

而至少要生产 n件，则 i=1,2,…,n,且
X1，X2，…，Xn独立同分布，p=P{Xi=1}=0.8.
现要求 n,使得

1{0.76 0.84} 0.9.

n

i
i

X
P

n
=≤ ≤ ≥
∑

即

1

0.8
0.76 0.8 0.84 0.8{ } 0.9

0.8 0.2 0.8 0.2 0.8 0.2

n

i
i

X n
n n n nP

n n n
=

−
− −

≤ ≤ ≥
× × × × × ×

∑

由中心极限定理得

0.84 0.8 0.76 0.8 0.9,
0.16 0.16
n n n n

n n
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Φ −Φ ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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2

整理得 查表0.95,
10
n⎛ ⎞

Φ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1.64,
10
n
≥

n≥268.96, 故取 n=269.
3. 某车间有同型号机床 200 部，每部机床开动的概率为 0.7，假定各机床开动与否互不影响 ，

开动时每部机床消耗电能15个单位.问至少供应多少单位电能才可以95%的概率保证不

致因供电不足而影响生产.
【解】要确定最低的供应的电能量，应先确定此车间同时开动的机床数目最大值 m，而 m

要满足 200 部机床中同时开动的机床数目不超过m的概率为 95%,于是我们只要供应

15m单位电能就可满足要求.令 X表同时开动机床数目，则 X~B（200，0.7）,

( ) 140, ( ) 42,E X D X= =

1400.95 {0 } ( ) .
42

mP X m P X m −⎛ ⎞= ≤ ≤ = ≤ = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

查表知 ,m=151.
140 1.64,
42

m−
=

所以供电能 151×15=2265（单位）.
4. 一加法器同时收到 20 个噪声电压 Vk（k=1，2，…，20），设它们是相互独立的随机变量，

且都在区间（0，10）上服从均匀分布.记 V= ，求 P{V＞105}的近似值.∑
=

20

1k
kV

【解】易知:E(Vk)=5,D(Vk)= ,k=1,2,…,20 
100
12

由中心极限定理知，随机变量

20

1

20 5
20 5 ~ (0,1).

100 10020 20
12 12

k
k

V
VZ N=

− ×
− ×

= =
× ×

∑ 近似的

于是
20 5 105 20 5

{ 105} 10100 2020 1212

V
P V P

⎧ ⎫
⎪ ⎪− × − ×⎪ ⎪

> = >⎨ ⎬
⎪ ⎪××
⎪ ⎪⎩ ⎭

100 0.387 1 (0.387) 0.348,10 20
12

VP

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪= > ≈ −Φ =⎨ ⎬
⎪ ⎪×
⎪ ⎪⎩ ⎭

即有 P{V>105}≈0.348 
5. 有一批建筑房屋用的木柱，其中 80%的长度不小于 3m.现从这批木柱中随机地取出 100

根，问其中至少有 30根短于 3m的概率是多少？
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3

【解】设 100根中有 X根短于 3m，则 X~B（100，0.2） 

从而

30 100 0.2{ 30} 1 { 30} 1
100 0.2 0.8

P X P X − ×⎛ ⎞
≥ = − < ≈ −Φ ⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

1 (2.5) 1 0.9938 0.0062.= −Φ = − =

6. 某药厂断言，该厂生产的某种药品对于医治一种疑难的血液病的治愈率为 0.8.医院检验员

任意抽查 100个服用此药品的病人，如果其中多于 75人治愈，就接受这一断言，否则就

拒绝这一断言.
（1） 若实际上此药品对这种疾病的治愈率是 0.8，问接受这一断言的概率是多少？

（2） 若实际上此药品对这种疾病的治愈率是 0.7，问接受这一断言的概率是多少？

【解】
1, ,

1, 2, ,100.
0, .i

i
X i

⎧
= =⎨
⎩

⋯
第人治愈

其他

令
100

1

.i
i

X X
=

=∑

(1) X~B(100,0.8)，

100

1

75 100 0.8{ 75} 1 { 75} 1
100 0.8 0.2i

i

P X P X
=

− ×⎛ ⎞
> = − ≤ ≈ −Φ ⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

∑

1 ( 1.25) (1.25) 0.8944.= −Φ − = Φ =

(2) X~B(100,0.7)，

100

1

75 100 0.7{ 75} 1 { 75} 1
100 0.7 0.3i

i

P X P X
=

− ×⎛ ⎞
> = − ≤ ≈ −Φ ⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

∑

51 ( ) 1 (1.09) 0.1379.
21

= −Φ = −Φ =

7. 用 Laplace 中心极限定理近似计算从一批废品率为 0.05 的产品中，任取 1000 件，其中有

20 件废品的概率.
【解】令 1000件中废品数 X，则

p=0.05,n=1000,X~B(1000,0.05)，
E(X)=50，D(X)=47.5.

故

1 20 50 1 30{ 20}
6.895 6.89547.5 47.5

P X ϕ ϕ−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

61 30 4.5 10 .
6.895 6.895

ϕ −⎛ ⎞= = ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

8. 设有 30 个电子器件.它们的使用寿命 T1，…，T30服从参数λ=0.1[单位：（小时） -1]的指数
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4

分布，其使用情况是第一个损坏第二个立即使用，以此类推.令 T为 30 个器件使用的总

计时间，求 T超过 350 小时的概率.

【解】
1 1( ) 10,

0.1iE T
λ

= = = 2

1( ) 100,iD T
λ

= =

( ) 10 30 300,E T = × = ( ) 3000.D T =

故

350 300 5{ 350} 1 1 1 (0.913) 0.1814.
3000 30

P T −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
> ≈ −Φ = −Φ = −Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

9. 上题中的电子器件若每件为 a元，那么在年计划中一年至少需多少元才能以 95%的概率

保证够用（假定一年有 306个工作日，每个工作日为 8小时）.
【解】设至少需 n件才够用.则 E(Ti)=10，D(Ti)=100，

E(T)=10n，D(T)=100n.

从而 即
1

{ 306 8} 0.95,
n

i
i

P T
=

≥ × =∑ 306 8 100.05 .
10

n
n

× −⎛ ⎞
≈ Φ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

故

10 2448 244.80.95 , 1.64 , 272.
10
n n n

n n
− −⎛ ⎞

= Φ = ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

所以需 272a元.
10. 对于一个学生而言，来参加家长会的家长人数是一个随机变量，设一个学生无家长、1

名家长、2 名家长来参加会议的概率分别为 0.05,0.8,0.15.若学校共有 400名学生，设各

学生参加会议的家长数相与独立，且服从同一分布.
（1） 求参加会议的家长数 X超过 450 的概率？

（2） 求有 1名家长来参加会议的学生数不多于 340的概率.
【解】（1） 以 Xi(i=1,2,…,400)记第 i个学生来参加会议的家长数.则 Xi的分布律为

易知 E（Xi=1.1）,D(Xi)=0.19,i=1,2,…,400.

而 ,由中心极限定理得
400

i
i

X X=∑

400

400 1.1
400 1.1 ~ (0,1).

400 0.19 4 19

i
i

X
X N

− ×
− ×

=
× ×

∑ 近似地

于是
450 400 1.1{ 450} 1 { 450} 1

4 19
P X P X − ×⎛ ⎞

> = − ≤ ≈ −Φ ⎜ ⎟×⎝ ⎠

1 (1.147) 0.1357.= −Φ =

(2) 以 Y记有一名家长来参加会议的学生数.则 Y~B(400,0.8)  由拉普拉斯中心极限定理得

Xi 0 1 2
P 0.05 0.8 0.15
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5

340 400 0.8{ 340 (2.5) 0.9938.
400 0.8 0.2

P Y − ×⎛ ⎞
≤ ≈ Φ =Φ =⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

11. 设男孩出生率为 0.515，求在 10000个新生婴儿中女孩不少于男孩的概率？

【解】用 X表 10000个婴儿中男孩的个数，则 X~B（10000，0.515）  要求女孩个数不少于

男孩个数的概率，即求

P{X≤5000}. 由中心极限定理有

5000 10000 0.515{ 5000} ( 3) 1 (3) 0.00135.
10000 0.515 0.485

P X − ×⎛ ⎞
≤ ≈ Φ =Φ − = −Φ =⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

12. 设有 1000 个人独立行动，每个人能够按时进入掩蔽体的概率为 0.9.以 95%概率估计，

在一次行动中：

（1）至少有多少个人能够进入？

（2）至多有多少人能够进入？

【解】用 Xi表第 i个人能够按时进入掩蔽体（i=1,2,…,1000）.
令 Sn=X1+X2+…+X1000.
(1) 设至少有 m人能够进入掩蔽体，要求 P{m≤Sn≤1000}≥0.95，事件

9001000 0.9{ } .
1000 0.9 0.1 90

n
n

Smm S −− ×⎛ ⎞
≤ = ≤⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

由中心极限定理知：

1000 0.9{ } 1 { } 1 0.95.
1000 0.9 0.1n n
mP m S P S m − ×⎛ ⎞

≤ = − < ≈ −Φ ≥⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

从而
900 0.05,
90

m−⎛ ⎞
Φ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

故
900 1.65,
90

m−
= −

所以 m=900-15.65=884.35≈884 人 

(2) 设至多有 M人能进入掩蔽体，要求 P{0≤Sn≤M}≥0.95.

900{ } 0.95.
90n

MP S M −⎛ ⎞
≤ ≈ Φ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

查表知 =1.65,M=900+15.65=915.65≈916 人.
900
90

M −

13. 在一定保险公司里有 10000人参加保险，每人每年付 12元保险费，在一年内一个人死

亡的概率为 0.006,死亡者其家属可向保险公司领得 1000 元赔偿费.求：

（1） 保险公司没有利润的概率为多大；

（2） 保险公司一年的利润不少于 60000元的概率为多大？

【解】设 X为在一年中参加保险者的死亡人数，则 X~B（10000，0.006）.
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6

(1) 公司没有利润当且仅当“1000X=10000×12”即“X=120”.
于是所求概率为

1 120 10000 0.006{ 120}
10000 0.006 0.994 10000 0.006 0.994

P X ϕ − ×⎛ ⎞
= ≈ ⎜ ⎟× × × ×⎝ ⎠

21
(60 / 59.64 )

2

30.1811

1 60 1 1 e
59.64 59.64 2 59.64

0.0517 e 0

ϕ
π

−

−

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
= × ≈

i

(2) 因为“公司利润≥60000”当且仅当“0≤X≤60”  于是所求概率为

60 10000 0.006 0 10000 0.006{0 60}
10000 0.006 0.994 10000 0.006 0.994

P X − × − ×⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ ≤ ≈ Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× × × ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

60(0) 0.5.
59.64

⎛ ⎞
= Φ −Φ − ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠

14. 设随机变量X 和Y 的数学期望都是 2，方差分别为 1和 4，而相关系数为 0.5试根据契

比雪夫不等式给出 P{|X-Y|≥6}的估计. （2001 研考）

【解】令 Z=X-Y，有

( ) 0, ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 3.XPE Z D Z D X Y D X D Y D X D Yρ= = − = + − =i

所以

2

( ) 3 1{| ( ) | 6} {| | 6} .
6 36 12

D X YP Z E Z P X Y −
− ≥ = − ≥ ≤ = =

15. 某保险公司多年统计资料表明，在索赔户中，被盗索赔户占 20%，以X表示在随机抽查

的 100个索赔户中，因被盗向保险公司索赔的户数.
（1） 写出 X的概率分布；

（2） 利用中心极限定理，求被盗索赔户不少于 14户且不多于 30户的概率近似值.
（1988 研考）

【解】（1） X可看作 100次重复独立试验中，被盗户数出现的次数，而在每次试验中被盗

户出现的概率是 0.2，因此，X~B(100,0.2)，故 X的概率分布是

100
100{ } C 0.2 0.8 , 1,2, ,100.k k kP X k k−= = = ⋯

(2) 被盗索赔户不少于 14户且不多于 30户的概率即为事件{14≤X≤30}的概率.由中心

极限定理，得

30 100 0.2 14 100 0.2{14 30}
100 0.2 0.8 100 0.2 0.8

P X − × − ×⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ ≤ ≈ Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× × × ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(2.5) ( 1.5) 0.994 [ 9.33] 0.927.= Φ −Φ − = − − =

16. 一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的.假设每箱平均重 50千克，标准差

为 5千克，若用最大载重量为 5 吨的汽车承运，试利用中心极限定理说明每辆车最多可

以装多少箱，才能保障不超载的概率大于 0.977.
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7

【解】设 Xi（i=1,2,…,n）是装运 i箱的重量（单位：千克），n为所求的箱数，由条件知，

可把 X1，X2，…，Xn视为独立同分布的随机变量，而 n箱的总重量 Tn=X1+X2+…+Xn是
独立同分布随机变量之和，由条件知：

( ) 50,iE X = ( ) 5,iD X =

( ) 50 ,nE T n= ( ) 5 .nD T n=

依中心极限定理，当 n较大时， ,故箱数 n取决于条件
50 ~ (0,1)

5
nT n N

n
− 近似地

50 5000 50{ 5000}
5 5
n

n
T n nP T P

n n
− −⎧ ⎫

≤ = ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

1000 10 0.977 (2).n
n
−⎛ ⎞

≈ Φ > = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

因此可从 解出 n<98.0199,
1000 10 2n

n
−

>

即最多可装 98箱.
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习题六
1.设总体 X~N（60，152），从总体 X中抽取一个容量为 100 的样本，求样本均值与总体均值

之差的绝对值大于 3 的概率.
【解】μ=60,σ2=152,n=100

~ (0,1)
/

XZ N
n
µ

σ
−

=

即
60 ~ (0,1)

15 /10
XZ N−

=

(| 60 | 3) (| | 30 /15) 1 (| | 2)P X P Z P Z− > = > = − <

2[1 (2)] 2(1 0.9772) 0.0456.= −Φ = − =

2.从正态总体 N（4.2，52）中抽取容量为 n的样本，若要求其样本均值位于区间（ 2.2,6.2）

内的概率不小于 0.95，则样本容量 n至少取多大？

【解】

4 ~ (0,1)
5 /
XZ N

n
−

=

2.2 4.2 6.2 4.2
(2.2 6.2) ( )

5 5
P X P n Z n

− −
< < = < <

2 (0.4 ) 1 0.95,n= Φ − =

则Φ(0.4 )=0.975，故 0.4 >1.96,n n

即 n>24.01，所以 n至少应取 25 
3.设某厂生产的灯泡的使用寿命 X~N（1000，σ2）（单位：小时），随机抽取一容量为 9 的样

本，并测得样本均值及样本方差 .但是由于工作上的失误，事后失去了此试验的结果，

只记得样本方差为 S2=1002，试求 P（ ＞1062）.X

【解】μ=1000,n=9，S2=1002

1000 ~ (8)
100 / 3/

X Xt t
S n

µ− −
= =

1062 1000
( 1062) ( ) ( 1.86) 0.05

100 / 3
P X P t P t

−
> = > = > =

4.从一正态总体中抽取容量为 10 的样本，假定有 2%的样本均值与总体均值之差的绝对值在

4 以上，求总体的标准差.

【解】 ，由 P(| -μ|>4)=0.02 得~ (0,1)
/

XZ N
n
µ

σ
−

= X
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2

P|Z |>4(σ/n)=0.02,

故 ,即
4 102 1 0.02
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞
−Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

4 10 0.99.
σ

⎛ ⎞
Φ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

查表得
4 10 2.33,
σ

=

所以
4 10 5.43.
2.33

σ = =

5.设总体 X~N（μ，16），X1，X2，…，X10 是来自总体 X的一个容量为 10 的简单随机样本，S2

为其样本方差，且 P（S2＞a）=0.1，求 a之值.

【解】
2

2 2 2 29 9~ (9), ( ) 0.1.
16 16
S aP S a Pχ χ χ⎛ ⎞= > = > =⎜ ⎟

⎝ ⎠

查表得
9 14.684,
16
a
=

所以
14.684 16 26.105.

9
a ×
= =

6.设总体 X服从标准正态分布，X1，X2，…，Xn是来自总体 X的一个简单随机样本，试问统

计量

Y= ，n＞5

∑

∑

=

=

−

n

i
i

i
i

X

Xn

6

2

5

1

2)1
5

(

服从何种分布？

【解】 2

5
2 2 2 2 2 2

1 1

~ (5), ~ ( 5)i

n

i i
i i

X X X nχ χ χ
= =

= = −∑ ∑

且 与 相互独立.1
2χ 2

2χ

所以

2
1

2
2

/ 5 ~ (5, 5)
/ 5

XY F n
X n

= −
−

7.求总体 X~N（20，3）的容量分别为 10，15 的两个独立随机样本平均值差的绝对值大于 0.3
的概率.

【解】令 的容量为 10 的样本均值， 为容量为 15 的样本均值 ,则 ~N(20,310),X Y X

~N(20, )，且 与 相互独立.Y 3
15

X Y

则
3 3~ 0, (0,0.5),

10 15
X Y N N⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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3

那么 ~ (0,1),
0.5

X YZ N−
=

所以

0.3(| | 0.3) | | 2[1 (0.424)]
0.5

P X Y P Z Φ⎛ ⎞
− > = > = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2(1 0.6628) 0.6744.= − =

8.设总体 X~N（0，σ2）,X1,…,X10,…,X15为总体的一个样本.则 Y= ( )2
15

2
12

2
11

2
10

2
2

2
1

2 XXX
XXX
+++

+++
⋯
⋯

服从 分布,参数为 .

【解】 i=1,2,…,15.~ (0,1),iX N
σ

那么 1 2

2 210 15
2 2 2 2

1 11

~ (10), ~ (5)i i

i i

X Xχ χ χ χ
σ σ= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

且 与 相互独立,1
2χ 2

2χ

所以

2 2 2
1 10 1

2 2 2
11 15 2

/10 ~ (10,5)
2( ) / 5
X X XY F
X X X

+ +
= =

+ +
⋯
⋯

所以 Y~F分布，参数为（10,5）.

9.设总体 X~N（μ1,σ2）,总体 Y~N(μ2,σ2),X1,X2,…, 和 Y1，Y2，…， 分别来自总体 X和Y
1n

X
2n

X

的简单随机样本，则

= .

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+− ∑∑
==

2

)()(

21

1

2

1

2
21

nn

YYXX
E

n

j
j

n

i
i

【解】令
1 2

2 2 2
1 2

1 11 2

1 1( ) , ( ),
1 1

n n

i i
i j

S X X S Y Y
n n= =

= − = −
− −∑ ∑

则
1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 1

( ) ( 1) , ( ) ( 1) ,
n n

i j
i j

X X n S y y n S
= =

− = − − = −∑ ∑

又
2 2

2 2 2 21 1 2 2
1 1 2 22 2

( 1) ( 1)~ ( 1), ~ ( 1),n S n Sn nχ χ χ χ
σ σ
− −

= − = −

那么
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4

1 2
2 2

1 1 2 2 2 2
1 2

1 2 1 2

( ) ( )
1 ( )

2 2

n n

i j
i j

X X Y Y
E E

n n n n
σ χ σ χ= =

⎡ ⎤
− + −⎢ ⎥

⎢ ⎥ = +
⎢ ⎥+ − + −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑
i

2
2 2

1 2
1 2

2
2

1 2
1 2

[ ( ) ( )]
2

[( 1) ( 1)]
2

E E
n n

n n
n n

σ χ χ

σ σ

= +
+ −

= − + − =
+ −

10.设总体 X~N（μ,σ2），X1，X2，…，X2n（n≥2）是总体 X的一个样本， ，令∑
=

=
n

i
iXn

X
2

12
1

Y= ，求 EY.∑
=

+ −+
n

i
ini XXX

1

2)2(

【解】令 Zi=Xi+Xn+i, i=1,2,…,n.则
Z i~N(2μ,2σ2)(1≤i≤n),且 Z1,Z2,…,Zn相互独立.

令 2 2

1 1

,  ( ) / 1,
n n

i
i

i i

ZZ S Z Z n
n= =

= = − −∑ ∑

则
2

1 1

1 1 ,
2 2 2

n n
i

i
i i

XX Z Z
n n= =

= = =∑ ∑

故 2Z X=

那么

2 2 2

1 1

( 2 ) ( ) ( 1) ,
n n

i n i i
i i

Y X X X Z Z n S+
= =

= + − = − = −∑ ∑

所以

2 2( ) ( 1) 2( 1) .E Y n ES n σ= − = −

11.... 设总体 X的概率密度为 f(x)= (-∞<x<+∞),X1，X2，…，Xn为总体 X的简单随机样
x−eeee

2
1

本，其样本方差为 S2，求 E(S2).
解： 由题意，得

1
e ,   0,

2( )
1 e , 0,
2

x

x

x
f x

x−

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≥
⎪⎩
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5

于是

2 2 2

2 2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
1( ) ( )d e d 0
2

1( ) ( )d e d e d 2,
2

x

x x

E S D X E X E X

E X xf x x x x

E X x f x x x x x x

+∞ +∞ −

−∞ −∞

+∞ +∞ +∞− −

−∞ −∞

= = −

= = =

= = = =

∫ ∫

∫ ∫ ∫
所以

.2( ) 2E S =
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1

习题七
1.设总体 X服从二项分布 b（n，p）， n已知，X1，X2，…，Xn 为来自 X的样本，求参数 p
的矩法估计.

【解】 因此 np=1( ) , ( ) ,E X np E X A X= = = X

所以 p的矩估计量 ˆ Xp
n

=

2.设总体 X的密度函数

f（x,θ）= 2

2 ( ), 0 ,

0, .

x xθ θ
θ
⎧ − < <⎪
⎨
⎪⎩ 其他

X1，X2，…，Xn为其样本，试求参数θ的矩法估计.

【解】
2 3

02 20

2 2
( ) ( )d ,

2 3 3
x x

E X x x x
θ θ θ

θ θ
θ θ

⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

令 E(X)=A1= ,因此 =X
3
θ X

所以θ的矩估计量为
^

3 .Xθ =

3.设总体 X的密度函数为 f（x，θ），X1，X2，…，Xn为其样本，求θ的极大似然估计.

（1） f（x，θ）=
, 0,

0, 0.
eeee x x

x

θθ −⎧ ≥
⎨

<⎩

（2） f（x，θ）=
1, 0 1,

0, .
x xθθ −⎧ < <

⎨
⎩ 其他

【解】（1） 似然函数 1

1 1

( , ) e e e

n

i
i i

n n x
xn n

i
i i

L f x
θ

θ θθ θ θ =

−
− −

= =

∑
= = =∏ ∏

1

ln ln
n

i
i

g L n xθ θ
=

= = − ∑

由 知
1

d d ln 0
d d

n

i
i

g L n x
θ θ θ =

= = − =∑

1

ˆ
n

i
i

n

x
θ

=

=

∑

所以θ的极大似然估计量为 .
1ˆ
X

θ =
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2

(2) 似然函数 ,i=1,2,…,n.1

1

, 0 1
n

n
i i

i

L x xθθ −

=

= < <∏i

1

ln ln ( 1) ln
n

i
i

L n xθ θ
=

= + − ∏

由 知
1

d ln ln 0
d

n

i
i

L n x
θ θ =

= + =∏

11

ˆ
lnln

n n

ii
ii

n n

xx
θ

==

= − = −

∑∏

所以θ的极大似然估计量为

1

ˆ
ln

n

i
i

n

x
θ

=

= −

∑

4.从一批炒股票的股民一年收益率的数据中随机抽取 10 人的收益率数据，结果如下：

求这批股民的收益率的平均收益率及标准差的矩估计值.
【解】 0.094x = − 0.101893s = 9n =

� 0.094.EX x= = −

由 知 ,即有
2

2 2 2
2

1

( ) ( ) [ ( )] , ( )
n

i

i

xE X D X E X E X A
n=

= + = =∑ 2 2
2

ˆˆ [ ( )]E X Aσ + =

10
2 2 2

2
1

1ˆˆ [ ( )] [ 10( ) ]
10 i

i

A E X X Xσ
=

= − + −∑

于是
9ˆ 0.9 0.10189 0.0966

10
sσ = = × =

所以这批股民的平均收益率的矩估计值及标准差的矩估计值分别为-0.94 和 0.966.
5.随机变量 X服从［0，θ］上的均匀分布，今得 X的样本观测值：0.9,0.8,0.2,0.8,0.4,0.4,0.7,0.6，

求θ的矩法估计和极大似然估计，它们是否为θ的无偏估计.

【解】(1) ,令 ，则( )
2

E X
θ

= ( )E X X=

且 ,ˆ 2Xθ = ˆ( ) 2 ( ) 2 ( )E E X E Xθ θ= = =

所以θ的矩估计值为 且 是一个无偏估计.ˆ 2 2 0.6 1.2xθ = = × = ˆ 2Xθ =

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
收益率 0.01 -0.11 -0.12 -0.09 -0.13 -0.3 0.1 -0.09 -0.1 -0.11

 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m

    课后答案网：www.hackshp.cn 
若侵犯了您的版权利益，敬请来信告知！ 

  课后答案网 
www.hackshp.cn 



3

(2) 似然函数 ,i=1,2,…,8.
88

1

1( , )i
i

L f x θ
θ=

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

显然 L=L(θ)↓(θ>0)，那么 时，L=L(θ)最大,
1 8
max{ }ii

xθ
≤ ≤

=

所以θ的极大似然估计值 =0.9.θ̂

因为 E( )=E( )≠θ,所以 = 不是θ的无偏计.θ̂
1 8
max{ }ii

x
≤ ≤

θ̂
1 8
max{ }ii

x
≤ ≤

6.设 X1 ，X2 ，…， Xn 是取自总体 X 的样本， E（X） =μ，D（ X） =σ 2 ， 2σ̂

=k ,问 k为何值时 为σ2 的无偏估计.
1

2
1

1

( )
n

i i
i

X X
−

+
=

−∑ 2σ̂

【解】令 i=1,2,…,n-1,1 ,i i iY X X+= −

则 2
1( ) ( ) ( ) 0, ( ) 2 ,i i i iE Y E X E X D Yµ µ σ+= − = − = =

于是
1

2 2 2 2
1

1

ˆ [ ( )] ( 1) 2 ( 1) ,
n

i
i

E E k Y k n EY n kσ σ
−

=

= = − = −∑

那么当 ,即 时,2 2ˆ( )E σ σ= 2 22 ( 1)n kσ σ− =

有
1 .

2( 1)
k

n
=

−

7.设 X1，X2是从正态总体 N（μ，σ2）中抽取的样本

1 1 2 2 1 2 3 1 2
2 1 1 3 1 1ˆ ˆ ˆ; ; ;
3 3 4 4 2 2
X X X X X Xµ µ µ= + = + = +

试证 都是μ的无偏估计量，并求出每一估计量的方差.1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,µ µ µ

【证明】（1） 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1ˆ( ) ( ) ( ) ,
3 3 3 3 3 3

E E X X E X E Xµ µ µ µ⎛ ⎞= + = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,2 1 2
1 3ˆ( ) ( ) ( )
4 4

E E X E Xµ µ= + =

3 1 2

1 1ˆ( ) ( ) ( ) ,
2 2

E E X E Xµ µ= + =

所以 均是μ的无偏估计量.1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,µ µ µ

(2)
2 2 2

2
1 1 2

2 1 4 5ˆ( ) ( ) ( ) ,
3 3 9 9

D D X D X X σµ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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4

2 2 2

2 1 2

1 3 5ˆ( ) ( ) ( ) ,
4 4 8

D D X D X σµ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )
2 2

3 1 2
1ˆ( ) ( ) ( ) ,
2 2

D D X D X σµ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

8.某车间生产的螺钉，其直径 X~N（μ，σ2），由过去的经验知道σ2=0.06,今随机抽取 6 枚，

测得其长度（单位 mm）如下：

14.7 15.0 14.8 14.9 15.1 15.2
试求μ的置信概率为 0.95 的置信区间.

【解】n=6,σ2=0.06,α=1-0.95=0.05,

,0.25
2

14.95, 1.96,ax u u= = =

μ的置信度为 0.95 的置信区间为

./ 2 (14.95 0.1 1.96) (14.754,15.146)x u
nα
σ⎛ ⎞

± = ± × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

9.总体 X~N(μ,σ2)，σ2 已知，问需抽取容量 n多大的样本，才能使μ的置信概率为 1-α，

且置信区间的长度不大于 L？

【解】由σ2 已知可知μ的置信度为 1-α的置信区间为 ,/ 2x u
nα
σ⎛ ⎞

±⎜ ⎟
⎝ ⎠

于是置信区间长度为 ,/ 2
2 u
n α
σ i

那么由 ≤L,得 n≥/ 2
2 u
n α
σ i

2 2
/ 2

2

4 ( )u
L

ασ

10.设某种砖头的抗压强度 X~N（μ，σ2），今随机抽取 20 块砖头，测得数据如下（kg·cm-2）：

64 69 49 92 55 97 41 84 88 99
84 66 100 98 72 74 87 84 48 81

（1） 求μ的置信概率为 0.95 的置信区间.
（2） 求σ2 的置信概率为 0.95 的置信区间.

【解】 76.6, 18.14, 1 0.95 0.05, 20,x s nα= = = − = =

/ 2 0.025

2 2 2
/ 2 0.025 0.975

( 1) (19) 2.093,

( 1) (19) 32.852, (19) 8.907

t n t

n
α

αχ χ χ

− = =

− = = =

(1) μ的置信度为 0.95 的置信区间

/ 2
18.14( 1) 76.6 2.093 (68.11,85.089)

20a
sx t n
n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
± − = ± × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(2) 的置信度为 0.95 的置信区间2σ
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5

2 2
2 2

2 2
/ 2 1 / 2

( 1) ( 1) 19 19
, 18.14 , 18.14 (190.33,702.01)

( 1) ( 1) 32.852 8.907
n s n s
n nα αχ χ −

⎛ ⎞− − ⎛ ⎞= × × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠

11.设总体 X~f(x)=
( 1) , 0 1;

1
0, .

x xθθ
θ

⎧ + < <
> −⎨

⎩
其中

其他

X1,X2,…,Xn是 X的一个样本，求θ的矩估计量及极大似然估计量.
【解】(1)

1 1

0

1( ) ( )d ( 1) d ,
2

E X xf x x x xθ θθ
θ

+∞ +

−∞

+
= = + =

+∫ ∫
又

1
( ) ,

2
X E X

θ
θ
+

= =
+

故

2 1ˆ
1
X
X

θ −
=

−

所以θ的矩估计量
2 1ˆ .
1
X
X

θ −
=

−

(2) 似然函数

.1
1

( 1)   0 1 ( 1,2, , )
( ) ( )

0

n
nn

i i
ii

i

x x i n
L L f x

θθ
θ =

=

⎧
+ < < =⎪= = = ⎨

⎪
⎩

∏∏
⋯

其他

取对数

1

1

ln ln( 1) ln (0 1;1 ),

d ln ln 0,
d 1

n

i i
i

n

i
i

L n x x i n

L n x

θ θ

θ θ

=

=

= + + < < ≤ ≤

= + =
+

∑

∑

所以θ的极大似然估计量为

1

ˆ 1 .
ln

n

i
i

n

X
θ

=

= − −

∑

12.设总体 X~f(x)= 3

6 ( ), 0 ;

0, .

x x xθ θ
θ

⎧ − < <⎪
⎨
⎪⎩ 其他

X1,X2,…,Xn为总体 X的一个样本

（1） 求θ的矩估计量；

（2） 求 .ˆ( )D θ
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6

【解】(1)
2

30

6( ) ( )d ( )d ,
2

xE X xf x x x x
θ θθ
θ

+∞

−∞
= − =∫ ∫

令 ,
2

EX X θ
= =

所以θ的矩估计量 ˆ 2 .Xθ =

(2) ，
4ˆ( ) (2 ) 4 ( ) ,D D X D X DX
n

θ = = =

又

3 2 2
2

30

6 ( ) 6 3( ) d ,
20 10

x xE X x
θ θ θ θ

θ
−

= = =∫
于是

,
2 2 2

2 2 3( ) ( ) ( ) ,
10 4 20

D X E X EX θ θ θ
= − = − =

所以

2
ˆ( ) .

5
D

n
θθ =

13.设某种电子元件的使用寿命 X 的概率密度函数为

f(x,θ)=
2( )2 , ;

0, .

x x
x

θ θ
θ

− −⎧ >
⎨

≤⎩

e   e   e   e   

其中θ(θ>0)为未知参数，又设 x1,x2,…,xn是总体 X的一组样本观察值，求θ的极大似然估计值.
【解】似然函数

1
2 ( )

1

2 e 0; 1,2, , ;( )
0

ln ln 2 2 ( ), ; 1, 2, , ,

n

i
i

x
n

i

n

i i
i

x i nL L

L n x x i n

θ

θ

θ θ

=

− −

=

⎧ ∑⎪ ⋅ ≥ == = ⎨
⎪⎩

= − − ≥ =∑

⋯

⋯

其他.

由
d ln 2 0 ln ( ) ,

d
L n L θ

θ
= > ↑知

那么当
01

ˆ ˆmin{ } ln ( ) max ln ( )i
i n

x L L
θ

θ θ θ
>≤ ≤

= =时

所以θ的极大似然估计量
1

ˆ min{ }ii n
xθ

≤ ≤
=

14. 设总体 X的概率分布为

其中θ(0<θ< )是未知参数，利用总体的如下样本值 3，1，3，0，3，1，2，3，求θ的矩估
1
2

X 0 1 2 3
P θ2 2θ(1-θ) θ2 1-2θ
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7

计值和极大似然估计值.

【解】

8

1

3ˆ(1) ( ) 3 4 , ( )
4

                                     2
8
i

i

xE X E X x

xx

θ θ

=

−
= − = =

= =∑

令 得

又

所以θ的矩估计值
3 1ˆ .

4 4
xθ −

= =

（2） 似然函数
8

6 2 4

1

( , ) 4 (1 )(1 2 ) .i
i

L P x θ θ θ θ
=

= = − −∏

2

ln ln 4 6 ln 2 ln(1 ) 4 ln(1 ),

d ln 6 2 8 6 28 24 0,
d 1 1 2 (1 )(1 2 )

L
L

θ θ θ

θ θ
θ θ θ θ θ θ θ

= + + − + −

− +
= − − = =

− − − −

解 26 28 24 0θ θ− + =

得 .1,2
7 13

2
θ ±

=

由于
7 13 1 ,

12 2
+

>

所以θ的极大似然估计值为 .
7 13ˆ

2
θ −
=

15.设总体 X的分布函数为

F（x,β）=
1 , ,

0, .

x
x

x

β

β

α α

α

⎧
− >⎪

⎨
⎪ ≤⎩

其中未知参数β>1,α>0，设 X1,X2,…,Xn为来自总体 X的样本

（1） 当α=1 时，求β的矩估计量；

（2） 当α=1 时，求β的极大似然估计量；

（3） 当β=2 时，求α的极大似然估计量.
【解】

当α=1 时， 1 1
, 1;

( , ) ( ,1, )
0, 1.

x

x
f x F x x

x

β

β
β β +

⎧ ≥⎪= = ⎨
⎪ <⎩

当β=2 时,

2

1 3

2 , ;( , ) ( , , 2)
0, .

x

xf x F x x
x

α αα α
α

⎧
≥⎪= = ⎨

⎪ <⎩
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8

(1) 1
11

( ) d
1 1

E X x x
x

β
β

β β β
β β

+∞ − +∞= = =
− −∫

令 ,于是( )E X X= ˆ ,
1

X
X

β =
−

所以 的矩估计量β ˆ .
1

X
X

β =
−

(2) 似然函数

( 1)

1
1

1

1

, 1, ( 1, 2, , );
( ) ( , )

0, .

ln ln ( 1) ln ,

d ln ln 0,
d

n
nn

i i
ii

i

n

i
i

n

i
i

x x i n
L L f x

L n x

L n x

ββ
β β

β β

β β

− +

=
=

=

=

⎧ ⎛ ⎞
> =⎪ ⎜ ⎟= = = ⎨ ⎝ ⎠

⎪
⎩

= − +

= − =

∏∏

∑

∑

⋯

其他

所以 的极大似然估计量β

1

ˆ .
ln

n

i
i

n

x
β

=

=

∑

(3) 似然函数
2

3

1 1

2 , , ( 1, 2, , );
( , )

0, .

n n

in n

i i
i i

x i n
L f x x

α α
α

= =

⎧
≥ =⎪

⎪⎛ ⎞= = ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪⎩

∏ ∏
⋯

其他

显然 ( ) ,L L α= ↑

那么当 时, ,
1

ˆ min{ }ii n
xα

≤ ≤
=

0
ˆ( ) max ( )

a
L L Lα α

>
= =

所以 的极大似然估计量 .α
1

ˆ min{ }ii n
xα

≤ ≤
=

16.从正态总体 X~N（3.4，62）中抽取容量为 n的样本，如果其样本均值位于区间（1.4，5.4）

内的概率不小于 0.95，问 n至少应取多大？

2 / 21( )
2

e de de de d
ππππ

z tz tϕ −

−∞
= ∫

【解】 ,则
26~ 3.4,X N
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3.4 ~ (0,1),
6 /
XZ N

n
−

=

z 1.28 1.645 1.96 2.33
ϕ(z) 0.9 0.95 0.975 0.99
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9

1.4 3.4 5.4 3.4{1.4 5.4}
6 / 6 /

3 3

2 1 0.95
3 3 3

ZP X P
n n

n nP Z

n n nΦ Φ Φ

− −⎧ ⎫< << < = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫
= − < <⎨ ⎬

⎩ ⎭
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = − ≥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

于是 则 ,0.975
3
nΦ ⎛ ⎞

≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

1.96
3
n
≥

∴ n≥35.

17. 设总体 X的概率密度为

f(x，θ)=

, 0 1,
1 , 1 2,
0, .

x
x

θ
θ

< <⎧
⎪
− ≤ <⎨

⎪
⎩ 其他

其中θ是未知参数（0<θ<1）,X1,X2,…,Xn为来自总体 X的简单随机样本，记 N为样本值

x1,x2,…,xn中小于 1 的个数.求：

（1） θ的矩估计；

（2） θ的最大似然估计.
解 ((((1)))) 由于

1 2

0 1
( ; )d d (1 ) dEX xf x x x x x xθ θ θ

+∞

−∞
= = +∫ ∫ ∫ -

.
1 3 3(1 )
2 2 2
θ θ θ= + − = −

令 ，解得 ，
3
2

Xθ− =
3
2

Xθ = −

所以参数 的矩估计为θ

.̂ 3
2

Xθ = −

(2) 似然函数为

，
1

( ) ( ; ) (1 )
n

N n N
i

i

L f xθ θ θ θ −

=

= = −∏

取对数，得

ln ( ) ln ( )ln(1 ),L N n Nθ θ θ= + − −

两边对 求导，得θ
d ln ( ) .

d 1
L N n Nθ
θ θ θ

−
= −

−

令 得 ，
d ln ( )

0,
d
L θ
θ

=
N
n

θ =

所以 的最大似然估计为θ

 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m

    课后答案网：www.hackshp.cn 
若侵犯了您的版权利益，敬请来信告知！ 

  课后答案网 
www.hackshp.cn 



10

.̂ N
n

θ =
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1

习题八习题八习题八习题八

1. 已知某炼铁厂的铁水含碳量在正常情况下服从正态分布 N(4.55,0.1082).现在测了 5 炉铁

水，其含碳量（%）分别为

4.28 4.40 4.42 4.35 4.37
问若标准差不改变，总体平均值有无显著性变化（ =0.05）?α
【解】

0 0 1 0

/ 2 0.025

0

0.025

: 4.55; : 4.55.
5, 0.05, 1.96, 0.108
4.364,

(4.364 4.55) 5 3.851,
0.108/

.

H H
n Z Z
x

xZ
n

ZZ

α

µ µ µ µ
α σ

µ
σ

= = ≠ =
= = = = =

=
− −

= = × = −

>

所以拒绝 H0，认为总体平均值有显著性变化.
2. 某种矿砂的 5 个样品中的含镍量（%）经测定为：

3.24 3.26 3.24 3.27 3.25
设含镍量服从正态分布，问在 =0.01 下能否接收假设：这批矿砂的含镍量为 3.25.α
【解】设

0 0 1 0

/ 2 0.005

0

0.005

: 3.25; : 3.25.
5, 0.01, ( 1) (4) 4.6041
3.252, 0.013,

(3.252 3.25) 5 0.344,
0.013/

(4).

H H
n t n t
x s

x
t

s n
tt

α

µ µ µ µ
α

µ

= = ≠ =

= = − = =
= =

− −
= = × =

<

所以接受 H0，认为这批矿砂的含镍量为 3.25.
3. 在正常状态下，某种牌子的香烟一支平均 1.1 克，若从这种香烟堆中任取 36 支作为样本；

测得样本均值为 1.008（克），样本方差 s2=0.1(g2).问这堆香烟是否处于正常状态 .已知香烟

（支）的重量（克）近似服从正态分布（取 =0.05）.α
【解】设

0 0 1 0

/ 2 0.025

2

0

0.025

: 1.1; : 1.1.
36, 0.05, ( 1) (35) 2.0301, 36,

1.008, 0.1,
(1.008 1.1) 6 1.7456,

/ 0.1
1.7456 (35) 2.0301.

H H
n t n t n

x s
xt
s n

tt

α

µ µ µ µ
α

µ

= = ≠ =
= = − = = =

= =
− −

= = × =

= < =
所以接受 H0，认为这堆香烟（支）的重要（克）正常.
4.某公司宣称由他们生产的某种型号的电池其平均寿命为 21.5小时，标准差为 2.9小时.在实

验室测试了该公司生产的 6只电池，得到它们的寿命（以小时计）为 19，18，20，22，16，

25，问这些结果是否表明这种电池的平均寿命比该公司宣称的平均寿命要短？设电池寿命近
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2

似地服从正态分布（取 =0.05）.α
【解】

0 1

0 0.05

0

0.05

: 21.5; : 21.5.
21.5, 6, 0.05, 1.65, 2.9, 20,

(20 21.5) 6 1.267,
2.9/

1.65.

H H
n z x

xz
n

z z

µ µ
µ α σ

µ
σ

≥ <

= = = = = =
− −

= = × = −

> − = −

所以接受 H0，认为电池的寿命不比该公司宣称的短.
5.测量某种溶液中的水分，从它的 10 个测定值得出 =0.452(%),s=0.037(%).设测定值总体为x
正态，μ为总体均值，σ为总体标准差，试在水平 =0.05 下检验.α
（1） H0：μ=0.5(%)；H1：μ＜0.5(%).

（2） =0.04(%)； ＜0.04(%).0 :H σ′ 1 :H σ′

【解】(1)

0 0.05

0

0.05

0.5; 10, 0.05, ( 1) (9) 1.8331,
0.452, 0.037,

(0.452 0.5) 10 4.10241,
0.037/

(9) 1.8331.

n t n t
x s

xt
s n

t t

αµ α

µ

= = = − = =

= =
− −

= = × = −

< − = −

所以拒绝 H0，接受 H1.
(2)

2 2 2 2
0 1 0.95

2 2
2

2 2
0

2 2
0.95

(0.04) , 10, 0.05, (9) 3.325,
0.452, 0.037,

( 1) 9 0.037 7.7006,
0.04

(9).

n
x s

n s

ασ α χ χ

χ
σ

χ χ

−= = = = =
= =

− ×
= = =

>

所以接受 H0，拒绝 H1.
6.某种导线的电阻服从正态分布 N（μ，0.0052）.今从新生产的一批导线中抽取 9 根，测其

电阻，得 s=0.008 欧.对于 =0.05，能否认为这批导线电阻的标准差仍为 0.005?α
【解】

0 0 1 0

2 2 2 2
/ 2 0.025 1 / 2 0.975

2 2
2 2 2

0.0252 2
0

: 0.005; : 0.005.
9, 0.05, 0.008,

(8) (8) 17.535, (8) (8) 2.088,

( 1) 8 0.008 20.48, (8).
(0.005)

H H
n s

n s
α α

σ σ σ σ
α

χ χ χ χ

χ χ χ
σ

−

= = = ≠

= = =

= = = =

− ×
= = = >

故应拒绝 H0，不能认为这批导线的电阻标准差仍为 0.005.
7.有两批棉纱，为比较其断裂强度，从中各取一个样本，测试得到：

第一批棉纱样本：n1=200， =0.532kg, s1=0.218kg；x

第二批棉纱样本：n2=200， =0.57kg, s2=0.176kg.y
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3

设两强度总体服从正态分布，方差未知但相等，两批强度均值有无显著差异？( =0.05)α
【解】

0 1 2 1 1 2

1 2

/ 2 1 2 0.025 0.025

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

1 2

0.025

: ; : .
200, 0.05,

( 2) (398) 1.96,

( 1) ( 1) 199 (0.218 0.176 ) 0.1981,
2 398
(0.532 0.57) 1.918;

1 1 1 10.1981
200 200

(398).

w

w

H H
n n
t n n t z

n s n ss
n n

x yt
s

n n
tt

α

µ µ µ µ
α

= ≠

= = =
+ − = ≈ =

− + − × +
= = =

+ −

− −
= = = −

+ × +

<

所以接受 H0，认为两批强度均值无显著差别.
8.两位化验员 A，B对一种矿砂的含铁量各自独立地用同一方法做了 5 次分析，得到样本方

差分别为 0.4322(%2)与 0.5006(%2).若 A，B所得的测定值的总体都是正态分布，其方差分别

为σA2，σB2，试在水平 =0.05 下检验方差齐性的假设α
2 2 2 2

0 1: ; : .A B A BH Hσ σ σ σ= ≠

【解】

2 2
1 2 1 2

/ 2 1 2 0.025

0.975
0.025

2
1
2
2

5, 0.05, 0.4322, 0.5006,
( 1, 1) (4,4) 9.6,

1 1(4,4) 0.1042,
(4.4) 9.6

0.4322 0.8634.
0.5006

n n s s
F n n F

F
F

sF
s

α

α= = = = =

− − = =

= = =

= = =

那么 0.975 0.025(4, 4) (4,4).F F F< <

所以接受 H0，拒绝 H1.
9~12. 略
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1

习题九习题九习题九习题九

1  灯泡厂用 4种不同的材料制成灯丝，检验灯线材料这一因素对灯泡寿命的影响.若灯泡寿

命服从正态分布，不同材料的灯丝制成的灯泡寿命的方差相同，试根据表中试验结果记录，

在显著性水平 0.05下检验灯泡寿命是否因灯丝材料不同而有显著差异？

【解】

1

4, 26;
=

= = =∑
r

i
i

r n n

=69895900-69700188.46=195711.54,
24 4

2 ..

1 1= =

= −∑∑T ij
i j

TS x
n

=69744549.2-69700188.46=44360.7,
24

2 ..
.

1

1
=

= −∑A i
i i

TS T
n n

=151350.8,= −E T AS S S

,

0.05

/( 1) 44360.7 / 3 2.15
/( ) 151350.8 / 22

(3,22) 3.05 .

−
= = =

−
= >

A

E

S rF
S n r

F F

故灯丝材料对灯泡寿命无显著影响.
表 9-1-19-1-19-1-19-1-1方差分析表

2. 一个年级有三个小班，他们进行了一次数学考试，现从各个班级随机地抽取了一些学生，

记录其成绩如下：

试验批号

1 2 3 4 5 6 7 8
灯丝

材料

水平

A1

A2

A3

A4

1600
1580
1460
1510

1610
1640
1550
1520

1650
1640
1600
1530

1680
1700
1620
1570

1700
1750
1640
1600

1720

1660
1680

1800

1740 1820

方差来源 平方和 S 自由度 均方和 S F值

因素影响 44360.7 3 14786.9 2.15
误差 151350.8 22 6879.59
总和 195711.54 25

Ⅰ Ⅱ Ⅲ

73 66 88 77 68 41
89 60 78 31 79 59
82 45 48 78 56 68
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2

试在显著性水平 0.05下检验各班级的平均分数有无显著差异.设各个总体服从正态分布，且方

差相等.
【解】

1

3, 40,
=

= = =∑
r

i
i

r n n

=199462-185776.9=13685.1,
23

2 ..

1 1

in

T ij
i j

TS x
n= =

= −∑∑

=186112.25-185776.9=335.35,
23

2 ..
.

1

1
=

= −∑A i
i i

TS T
n n

=13349.65,= −E T AS S S

0.05

/( 1) 167.7 0.465
/( ) 360.8

(2,37) 3.23 .

−
= = =

−
= >

A

E

S rF
S n r

F F

故各班平均分数无显著差异.
表 9-2-19-2-19-2-19-2-1方差分析表

3. 下面记录了 3 位操作工分别在不同机器上操作 3 天的日产量.

取显著性水平α=0.05,试分析操作工之间，机器之间以及两者交互作用有无显著差异？

【解】

由已知 r=4,s=3,t=3.

的计算如表 9-3-1.... .. . ., , ,ij i jT T T T

43 93 91 62 91 53
80 36 51 76 71 79
73 77 85 96 71 15

74 80 87
56

方差来源 平方和 S 自由度 均方和 S F值

因素影响 335.35 2 167.68 0.465
误差 13349.65 37 360.80
总和 13685 39

甲 乙 丙

A1 15 15 17 19 19 16 16 18 21
A2 17 17 17 15 15 15 19 22 22
A3 15 17 16 18 17 16 18 18 18
A4 18 20 22 15 16 17 17 17 17

操
作

工机
器
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3

表 9-3-19-3-19-3-19-3-1

2
2 ...

1 1 1

2
2 ...
..

1

2
2 ...
. .

1

2
2 ...
.

1 1

11065 10920.25 144.75,

1 10923 10920.25 2.75,

1
10947.42 10920.25 27.17,

1
73.50

= = =

=

=

×
= =

= − = − =

= − = − =

= − = − =

⎛ ⎞
−= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∑∑

∑

∑

∑∑

r s t

T ijk
i j k

r

A i
i

s

B j
j

r s

ijA B A B
i j

TS x
rst

T
S T

st rst
T

S T
rt rst

TTS S S
t rst

,

41.33.×= − − − =E T A B A BS S S S S
表 9-3-29-3-29-3-29-3-2得方差分析表

0.05 0.05 0.05(3, 24) 3.01, (2,24) 3.40, (6,24) 2.51.= = =F F F

接受假设 ，拒绝假设 .01H 02 03,H H

即机器之间无显著差异，操作之间以及两者的交互作用有显著差异.

甲 乙 丙
..iT

1A 47 54 55 156

2A 51 45 63 159

3A 48 51 54 153

4A 60 48 51 159

. .jT 206 198 223 627

方差来源 平方和 S 自由度 均方和 S F值

因素 A（机器） 2.75 3 0.92 =053AF

因素 B（操作工） 27.17 2 13.58 =7.89BF

交互作用A×B 73.50 6 12.25 =7.12×A BF

误差 4.33 24 1.72
总和 1094.75

操
作
工

机 器

Tij
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4

4. 为了解 3 种不同配比的饲料对仔猪生长影响的差异，对3种不同品种的猪各选 3头进行试

验，分别测得其 3 个月间体重增加量如下表所示，取显著性水平 =0.05，试分析不同饲料与α
不同品种对猪的生长有无显著影响？假定其体重增长量服从正态分布，且各种配比的方差相

等.

【解】由已知 r=s=3,经计算 =52, =50.66, =53x 1.x 2.x

=52.34, =52, =57, =47,3.x .1x .2x .3x

2

1 1

2
.

1

2
.

1

( ) 162;

( ) 8.73,

( ) 150,

3.27.

r s

T ij
i j

r

A i
i

r

B j
j

E T A B

S x x

S s x x

S r x x

S S S S

= =

=

=

= − =

= − =

= − =

= − − =

∑∑

∑

∑

表 9-4-19-4-19-4-19-4-1得方差分析表

由于 0.05 0.05(2, 4) 6.94 , (2,4) .A BF F F F= > <

因而接受假设 ,拒绝假设 .01H 02H

即不同饲料对猪体重增长无显著影响,猪的品种对猪体重增长有显著影响.
5.研究氯乙醇胶在各种硫化系统下的性能（油体膨胀绝对值越小越好）需要考察补强剂（A）、

防老剂（B）、硫化系统（C）3个因素（各取 3个水平），根据专业理论经验，交互作用全忽

略，根据选用 L9(34)表作 9 次试验及试验结果见下表：

体重增长量
因素 B（品种）

B1 B2 B3

因素 A
（饲料）

A1

A2

A3

51
53
52

56
57
58

45
49
47

方差来源 平方和 S 自由度 均方和 S F值

饮料作用 8.68 2 4.34 5.23
品种作用 150 2 75 90.36
试验误差 3.32 4 0.83
总和 162

表头设计 试验

列号

试验号

1 2 3 4 结果

1
2
3
4
5

1 1 1 1
1 2 2 2
1 3 3 3
2 1 2 3
2 2 3 1

7.25
5.48
5.35
5.40
4.42
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5

(1) 试作最优生产条件的直观分析，并对 3因素排出主次关系.
(2) 给定α=0.05,作方差分析与(1)比较.

【解】(1) 对试验结果进行极差计算，得表 9-5-1.

表 9-5-19-5-19-5-19-5-1

由于要求油体膨胀越小越好，所以从表 9-5-1的极差 Rj的大小顺序排出因素的主次顺序

为：主→次 B,A,C

最优工艺条件为： .2 2 3A B C

(2) 利用表 9-5-1的结果及公式 ,得表 9-5-2.
2

2

1

1
=

= −∑
r

j ij
i

TS T
r P

表 9-5-29-5-29-5-29-5-2

表 9-5-2中第 4列为空列，因此 ,其中 ，所以 =0.128 方差分析4 0.256= =eS S 2=ef e

e

S
f

表如表 9-5-3.
表 9-5-39-5-39-5-39-5-3

由于 ，故因素 C作用较显著，A次之，B较次，但由于要求油体膨胀0.05(2, 2) 19.00=F

6
7
8
9

2 3 1 2
3 1 3 2
3 2 1 3
3 3 2 1

5.90
4.68
5.90
5.63

1 jT 18.08 17.33 19.05 17.30

T=50.012 jT 15.72 15.80 16.51 16.06

3 jT 16.21 16.88 14.45 16.65

jR 2.36 1.53 4.46 1.24

A
1

B
2

C
3

4

jS 1.034 0.412 3.539 0.256 5.241=TS

方差来源
js jf /j js f /j e

j e

s sF
f f

=
显著性

A 1.034 2 0.517 4.039
B 0.412 2 0.206 1.609
C 3.539 2 1.769 13.828
e 0.256 2 0.128
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6

越小越好，所以主次顺序为：BAC，这与前面极差分析的结果是一致的.
6. 某农科站进行早稻品种试验（产量越高越好），需考察品种（A），施氮肥量（B），氮、磷、

钾肥比例（C），插植规格（D）4 个因素，根据专业理论和经验，交互作用全忽略，早稻试

验方案及结果分析见下表：

(1) 试作出最优生产条件的直观分析，并对 4因素排出主次关系.
(2) 给定α=0.05,作方差分析，与(1)比较.

【解】被考察因素有 4 个：A，B，C，D每个因素有两个水平，所以选用正交表 L8（27），进

行极差计算可得表 9-6-1.
表 9-6-19-6-19-6-19-6-1

从表 9-6-1的极差 Rj的大小顺序排出因素的主次为： , , ,
→主 次

B C A D

最优方案为： 1 2 2 2A B C D

(2) 利用表 9-6-1的结果及公式 得表 9-6-2.
2

2

1

1 n

j ij
i

Ts T
r P=

= −∑

表 9-6-29-6-29-6-29-6-2

因素试验号
A

品种

B
施氮肥量

C
氮、磷、钾肥比例

D
插植规格

试验指标

产量

1
2
3
4
5
6
7
8

1（科 6 号）

1
2(科 5 号)

2
1(科 7 号)

1
2(珍珠矮)

2

1(20)
2(25)
1
2
1
2
1
2

1(2∶2∶1)
2(3∶2∶3)

1
2
2
1
2
1

1(5×6)
2(6×6)
2
1
1
2
2
1

19.0
20.0
21.9
22.3
21.0
21.0
18.0
18.2

列号

水平

试验号

1
A
2

3
B
4

C
5

D
6

7 试验结果

1 1 1 1 1 1 1 1 19.0
2 1 1 1 2 2 2 2 20.0
3 1 2 2 1 1 2 2 21.9
4 1 2 2 2 2 1 1 22.3
5 2 1 2 1 2 1 2 21.0
6 2 1 2 2 1 2 1 21.0
7 2 2 1 1 2 2 1 18.0
8 2 2 1 2 1 1 2 18.2
T1j 83.2 81.0 75.2 79.9 80.1 80.5 80.3

T=161.4
T2j 78.2 80.4 86.2 81.5 81.3 80.9 81.1
Rj 5.0 0.6 11.0 1.6 1.2 0.4 0.8

1
A
2 3

B
4

C
5

D
6 7
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7

表 9-6-2中第 1,3,7列为空列，因此 se=s1+s3+s7=18.330,fe=3,所以 =6.110.而在上表中其e

e

s
f

他列中 .故将所有次均并入误差，可得
j e

j e

s s
f f
<

Δ Δ18.895, 7.= = =e T es s f

整理得方差分析表为表 9-6-3.
表 9-6-39-6-39-6-39-6-3

由于 ，故 4因素的影响均不显著，但依顺序为： 与（1）中0.05(1.7) 5.59=F , , ,
→主 次

B C A D

极差分析结果一致.

js 3.125 0.045 15.125 0.320 0.180 0.020 0.080 18.895TS =

方差来源
js jf j

j

s
f

Δ

Δ/= j e

j e

s sF
f f 显著性

A 0.045 1 0.045 0.017
B 0.320 1 0.320 0.119
C 0.180 1 0.180 0.067
D 0.020 1 0.020 0.007
e 18.330 3 6.110

Δe 18.895 7 2.699
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