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考虑尺寸效应的横观各向同性压电结合材料

轴对称界面端的奇异行为

摘 要

界面是结合压电材料极为重要的微观结构，目前压电结合材料的结构和应用中存在许

多的轴对称界面端和圆柱界面裂纹，通常是材料破坏的起点。由于界面端的应力奇异性和

电位移奇异性，要建立适合结合材料的强度和可靠性的评价方法，必须首先求出表征界面

端的参数，如应力奇异性次数，电位移奇异性次数，应力角函数和电位移角函数以及应力

强度系数等。

本文提出了一种分析横观各向同性压电结合材料轴对称界面端的奇异应力场和奇异

电位移场的特征值法。主要工作和成果如下：

1．基于各向同性弹性结合材料，压电／导体及压电／压电结合材料空间轴对称问题的旧

坐标系(p，沙，z)下的基本方程，通过坐标变换，导出了新坐标系(，．，y，p)下的基本方程。基

于轴对称界面端奇异场的渐近展开一阶近似假设，利用分离变量形式的位移和电势角函

数，导出了关于应力和电位移奇异性指数的奇异性特征方程，并用无网格法对其进行了数

值离散。求解离散化的特征方程，可以得到横观各向同性结合压电材料轴对称界面端的各

阶应力奇异性指数、电位移奇异性次数、相应的位移角函数、电势角函数、电位移角函数

和应力角函数。

2．讨论了径向尺寸与轴对称界面端的应力奇异性支配区域大小的相对比值对奇异行

为的影响。结果表明当半径比奇异性支配区域大小高两个数量级以上时，特征值法得到的

一阶近似结果与准一阶的解析解的结果一致；而半径相对奇异性支配区域的大小低于两个

两级时，准一阶近似的理论结果不能准确描述奇异点附近的应力奇异行为，此时，必须要

考虑尺寸效应的影响。

关键词：轴对称界面端，应力奇异性，电位移奇异性，特征值



浙江工业大学硕士学位论文

SINGULAIUTY AT AXISYMMETIUC INTEI汛～CE
WEDGE OF BoNDED DISSIMILAR TRANSVERSEI』y

ISoTRoPIC PIEZoELECTRIC M』钢[’EIUALS

CONSIDE砒NG DIMENSION EFFECTS

ABSTRACT

IIlterfaces are important micros仃uctures of piezoelectric composites．Many aXisymmetric

imemce、)~，edge aIld axisyⅡ吼etric cylill“ca】inte而ce cracks exist i11 tlle stnlctures of

piezoelec研c composites，a11d t11ese uSually become tlle i11itial蛐age poims，aS a result of the

sillgular s仃ess field aIld me sillgul2Lr electric displacement field near也e aXisymme讲c imerface

wedges，廿1e parameters such aS me order of stl．ess siIlgul撕ty aIld the order of electric

displacement sin则撕够，也e aIlgle缸1ction of s廿ess觚d electric displaceme她aIld也e

coe硒cient of stress iIltensi够must be resolVed，血order to f-md reliable eVal咖iVe memod w址ch

apply to piezoelectric composites．

An eigenValue me廿10d was proposed t0 study the siIlgular s廿ess矗eld and廿le singular

electric displacement field at tlle a)【isy玎：1IIletric interface of也e piezoelectric composites．Tbe

m勾or work ofthis p印er is aS follows：

Based on me劬damentm equations ofⅡle special aXisymmetric proble of也e traIlsVerSely

ison．opic piezoelec硒c materials and tlle first-order approximation aSsumptio玛me discrete

characteristic equation waS deriVed by llsing of the displacement functions and electric potentia

劬ctions晰tll sep甜ated V撕a：bles aIld吐1e mesMess me也od．The eigenValue is relatiVe to也e

order of S仃ess singul撕够and elec仃ic displacement singul撕够，and tlle aSsociated e迢enVector is

wi也respect to the s仃ess angular Variations and elec伍c displacement angular V撕ations．nle

order of s仃ess singul撕够a11d electric displacement singul撕够，the aSsociated displacemet、也e

electric displacement、也e stress and tlle electric potemial a119ular VariatiollS was obtained．

The innuences of dimensioIlless par锄eter万，wKch denotiI培也e ratio of t11e dis伽ce to

interf．ace wedge to也e sigular dominated region were discussed．The results show：when廿le ratio
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is more thall tv旧orders of mag面mde．也e parameterS obtained by eigenValue metllod are in good

a纩eem ent witll tbose by丘rst-order approximation，when也e ratio is less maJl似o orders of

magllitude，也e par锄eters obtailled by first—order印proximation can not describe the singular

stress aIld electric displacement near tlle singul撕够points，and t11en the innuences of艿must

be considered．

Key Words：aXisymmetric ne血ce wedge， s仃ess singul撕吼electric displacement

singulari吼eigenValue method
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符号说明付丐况明

离奇异点的距离

界面端角坐标

奇异点奇异应力

奇异点电位移

奇异点位移

电势

奇异特征值

位移和电势角函数

应力角函数

电位移角函数

弹性常数

压电常数

介电常数

弹性模量

泊松比

L锄e常数

L锄e常数

界面端尺寸

界面结合角

材料1界面端角

^、

印

蜥

以

√，

d

吖

口

呐

≯

s

K

写

E

勺

勺

％

￡

v

力

∥

牡

‰

仍
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妒2
材料2界面端角

‰ 材料七所属区域内的离散节点个数

Ⅳ¨(9) 函数中心固定于只且相应于区域七的第，个离散点的插值函

Ⅳ。(p) 未知的节点电势和位移角函数列向量

Ⅳ：(9) 插值函数行向量的一阶导数

Ⅳ：(9) 插值函数行向量的二阶导数



，同时在

态，这种

应后，压

的相互转

化。居里兄弟发现：电石、罗息盐和石英晶体这类压电晶体，在外力作用下变形时，会在

其特定的相对表面上产生异号电荷。这种有应变或应力产生的极化现象称为正压电效应。

此外，当在电介质极化方向施加电场，这些电介质也会产生几何变形，即电致伸缩效应机

械能转化为电能，称为逆压电效应。正压电效应和逆压电效应统称为压电效应。在近代科

学中，压电效应被严格定义为电介质在纯粹机械力作用下发生极化而在两相对表面间出现

大小相等，符号相反的束缚电荷。

压电材料已经广泛的应用在我们周边生活当中，种类甚多。大致可以分为五类：1．单

晶，如石英。2．薄膜，如氧化锌。3．聚合物，如PVDF。4．陶瓷，如PZT。5．复合材料。

一个多世纪以来，压电材料的制造以及工程上的应用技术得到了长足的发展，从最早

的石英晶体，复合钙钛矿结构类压电陶瓷材料等，发展到今天广泛应用的固溶压电材料(锆

钛酸铅PZT)，聚氟乙烯(PVDF，PVF2)，压电材料的性能也越来越优越，如PⅥ)F及其

共聚物的化学性能极其稳定，且柔性很好，可广泛用于制造薄膜制品，而且由于其声阻易

于水及生物体的声阻相匹配，被广泛应用于超声换能器，生物传感器，热释电器等器件。

利用压电现象，人们可以进行精密器件的设计，如传感器，超声马达等。近几十年来，新

型压电材料不断涌现，压电器件广泛应用于各技术领域，它们在智能材料和智能结构中扮

演着重要角色。其中压电陶瓷因易于制成任何形状、组成方式可多样化、耐高温、耐酸和

高机电耦合系数等特点，因此大量运用于军事、光电、医学、资讯、动力产品等，如智慧

型结构中的感测器与制动器，在实际应用中主要起着精确定位，振动分离和噪声控制的作

用。为了达到有效地控制结构的目的，往往要在执行器上施加大的交变电压，致使压电材

料表现出很强的非线性，同时也使压电陶瓷容易发生断裂和失效。

5
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压电材料因具有机电耦合的特性，常与其他材料组成各种不同结构，由于设计上的要

求，使该结构会有几何不连续或材料不连续的现象，将导致在界面端奇异点处的应力及电

位移变成无穷大，即应力和电位移是奇异的。如果结构在服役期间受到不利环境或载荷的

影响，该处极易诱发损伤，形成裂纹核最终导致整个结构失稳。如图1．1所示。轴对称结

构的奇异点S(图1．1虚线圆区域)将会造成该结构发生裂纹或脱层的破坏现象，所以为了防

止结构产生破坏的现象，必须先了解应力分布状况与结合结构的力学行为。

应力奇异性次数可能为实数或者复数。若为复数，则奇异点处的应力会有振荡现象。

(a)

＼ ／

!材料1

，／一一——、＼x

＼、．
．．

夕

材料2

?一，7一。——、，

(b)

图1．1 轴对称双材料结构几何示意图

1．1．2研究意义

当压电材料和其他的材料复合时会出现界面端，界面端往往是材料破坏的起点，所以

研究界面端的奇异行为对预测材料的破坏有重要的意义。由于压电复合材料的复杂性，对

其理论方程求解更为复杂，本文应用数值解法得到界面端的应力奇异性指数和电位移奇异

性指数以及相应的应力角函数，从而得到压电复合材料界面端应力和电位移的分布状况。

1．2研究现状与分析

近些年来，结合材料和复合材料的应用己远远超出其早期作为功能材料的范围，而逐

渐被当作结构材料越来越广泛地应用在航天、航空、核电站、汽车、电子等方面，而压电

复合材料在工业领域应用的也越来越广泛，所以对其界面端的奇异行为研究，对预测材料

的破坏有很重要的意义。然而，目前界面力学的研究主要集中在平面问题方面，近年来，
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空间轴对称和三维问题的研究，也引起了众多研究者的兴趣。

1．2．1 关于平面问题的研究

1959年Willi锄s【1】首先利用特征展开法∞】分析了界面裂纹，并且得到了裂纹尖端的应

力奇异性指数是一个复数，得到了裂纹尖端存在振荡奇异性的结果，开创了界面力学研究

的先河。随后，Erdogan【4矧，En91a11d【71，Sih和硒ce【8】，鼬ce和Sih【9】等人采用各种方法研

究了平面问题中的界面裂纹问题；En91aIld【lo】还对平面问题中的圆弧形界面裂纹进行了分

析。Comr血ou【11】首先提出了在界面裂纹尖端附近引入光滑接触区域的模型，从而消除了裂

纹面相互嵌入的不合理现象，得到了没有振荡应力奇异性的结果。砌ce【l 2】提出小范围屈服

的条件下，可以用弹性振荡应力场的晃面裂纹强度因子来对界面裂纹进行强度评价。

1963年Zak和Willi锄s【13J又利用特征展开法研究了裂纹垂直遇到双材料的裂尖应力奇

异性。1971年Bogy【14]利用Mellifl变换对裂纹从任意方向遇到双材料界面的平面问题进行

了研究，并就一些特殊方向的裂纹尖端的应力奇异性作了详细的讨论，得到了当裂纹面为

自由表面时裂尖具有振荡奇异性的结果，界面裂纹被看作是该模型的一个特例。接着，

Bogy【15】又对层合复合材料中垂直界面的裂纹进行了分析。

1．2．2空间轴对称问题

Erdogan和Ozbekl】6J最早对圆柱形界面端裂纹的轴对称变形问题进行了研究，得到圆

柱形界面端裂纹尖端具有振荡奇异性的结果。戴瑛等【l‘7】采用逐次渐近法，对轴对称圆柱界

面裂纹的应力奇异性作了近似分析，结果同样具有振荡奇异性。hou【18】通过将裂纹面上的

位错进行级数展开，消除了振荡奇异性。Zbib【J 9J则利用位错叠加法，考虑裂纹尖端附近不

存在振荡奇异性，分析了圆柱形界面裂纹。王清等【20】利用积分方程对纤维与基体之间脱粘

时的轴对称圆柱界面裂纹进行了分析，分析结果表明，在裂纹尖端附近，裂纹尖端则没有

振荡奇异性。刘一华等从空间轴对称问题的通解出发，研究了轴对称界面端【2l】和轴对称界

面裂纹尖端【22】的应力奇异性，给出了奇异性特征方程和奇异应力场的解析解形式。傅丽鹃

等【23】运用渐近展开法，导出了横观各向同性材料轴对称界面端的应力奇异性特征方程，并

给出了纤维拔出和压入两种模型的应力奇异性次数。

Erdogall【24】利用奇异性积分方程研究了两个粘结的半无限弹性介质界面的币形和环形

界面裂纹。郑白林等【25】对纤维复合材料中的环形基体裂纹扩展到纤维与基体界面的问题进

行了分析。PagaIlo和K删126】研究了平面应变问题中垂直于界面裂纹尖端附近的奇异应力
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场，并且将其扩展到轴对称问题中垂直于圆柱形界面的币形和环形裂纹情况。Wang等12
7J

则采用奇异积分法分析了垂直于横观各向同性双材料圆柱形界面的币形裂纹。

Zak【28】首先利用特征展开法分析了一半无限圆柱体埋入在半无限刚体内和一半无限圆

柱体粘结在半无限刚体上的界面端的应力奇异性。Gecit【29】则研究了一半无限圆柱杆与半无

限体的无摩擦接触问题。Ts屿i等【30】考虑了一弹性半无限圆柱杆与另一半径不同的弹性半无

限圆柱杆对接时的界面端的应力奇异性。Noda和Tsuii【31】利用特征展开法分析了两个半无

限轴对称体对接时的界面端的应力奇异性，他们都得到了与平面应变问题相应模型应力奇

异性相同的结果。

1．2．3压电问题

自从Curie兄弟1880年发现压电效应以来，由于压电材料具有机电耦合特性，被作为

功能部件，广泛用于制作传感器、发生器、检控器等高新科技器件。压电陶瓷是一种横观

各向同性材料压电材料，具有良好的压电性能，是广泛应用的压电材料之一。随着压电材

料越来越广泛的应用，促使人们对其力学与电学性能的研究。近年来，对双压电材料问题

的研究也受到了关注，例如，Kuo和B锄ett【32】，Suo和K．uo等人【33】，Beom和Atl面【34】研

究了界面裂纹的平面问题；Chen和Yu湖则研究了界面裂纹的反平面问题；而QiIl和Y．u【36】

分析了裂纹遇到界面的平面问题；Chung和Ting【”J研究了各向异性压电复合材料尖劈在线

力，电荷以及位错作用下力学问题：Xu和J旬apakse【38】考察了极化轴在平面内时的压电复

合材料尖劈和接头处的应力奇异性指数：Chue和Chen【39】从三维理论出发讨论了广义平面

变形作用下压电复合材料尖劈和接头处的的应力奇异性指数；王效贵和许金泉【40】则对特征

值为二重根的横观各向同性压电材料异材界面端的奇异性问题进行了分析；许金泉等142J

对横观各向同性压电材料结合的界面端奇异性进行了研究；李玉阑142J对轴对称复合材料的

应力奇异性分析进行了研究；李玉阑【431对圆柱形结合材料界面端进行了研究；戴文芳等【441

对中心裂纹压电材料板断裂问题进行了研究；王海涛等145J对双压电材料界面力电耦合奇异

场进行了研究；段士杰等mj对含不可渗透边裂纹压电材料反平面问题进行了研究；冯晓霞

等【47】对双裂纹压电材料无限长条的反平面问题进行了研究；王海涛和杨笑梅f48】对用裂纹单

元分析双压电材料界面力电耦合奇异场进行了研究；Chen【49】等对各向异性弹性压电问题进

行了研究；Sosa等【50j对裂纹压电材料进行了分析：StrohⅢ】对压电弹性材料的稳定性进行

了研究；Ting等152j对横观各向同性轴对称载荷下奇异点进行了研究。

目前关于压电材料的界面问题的研究方法大都是解析法。然而，电力学耦合问题的解
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析解推导一般只适用于简单的几何图形和材料，并且研究者本身还须具有高超的数学才

能。因此，多数实际工程问题还有赖于数值方法。本章所用的特征值法可以应用于比较复

杂的问题研究。

1．3本文的主要工作

本文基于弹性力学空间轴对称问题的基本方程和一阶近似假设，利用分离变量形式的

位移角函数及电势角函数和无网格算法，提出了一种分析各向同性弹性结合材料、压电／

导体和压电／压电结合材料轴对称界面端的奇异行为的特征值法。利用该方法对各向同性弹

性结合材料轴对称界面端的奇异应力场、压电／导体及压电／压电结合材料轴对称界面端的

奇异应力场和奇异电位移场进行了讨论。研究了奇异点附近的各阶应力奇异性指数和电位

移奇异性指数，以及相应的位移、电位移、应力和电势角函数。并讨论了尺寸效应对界面

端奇异行为的影响。

本文的工作如下：

第1章：绪论。阐述了论文选题的工程背景和研究意义，通过文献综述说明了界面力

学的国内外研究现状，提出了本文的研究思路和主要研究内容。

第2章：双材料轴对称界面端的奇异性特征方程。基于各向同性弹性结合材料、压电

／导体结合材料及压电／压电结合材料空间轴对称变形问题的基本方程，利用特征展开法，

得到了各向同性弹性结合材料轴对称界面端奇异点附近的位移场和奇异应力场、压电／导体

和压电／压电结合材料轴对称界面端奇异点附件的奇异应力场、奇异电位移场、位移场及电

位移场。

第3章：奇异性特征方程的无网格法求解。介绍了无网格法的基本理论，并采用无网

格技术中的固定核重构法构造形函数，离散基本方程后的得到了用无网格节点上的场变量

表示的离散化的特征方程，数值求解特征方程可得出各向同性弹性结合材料轴对称界面端

应力奇异性指数及其相应的角函数、压电／导体结合材料和压电／压电结合材料轴对称界面

端应力和电位移奇异性指数及相应的角函数。

第4章：算例。各向同性弹性结合材料轴对称界面端、压电／导体及压电／压电结合材

料轴对称界面端奇异行为的具体算例，数值求解出应力和电位移奇异性指数及相应的角函

数，并讨论了尺寸效应对奇异行为的影响。

第5章：结论与展望。概述本论文的主要研究结论，并指出可以进一步研究的内容。

9



一．塑婆三些奎堂雯主堂垡鲨奎——

第2章 双材料轴对称界面端的奇异性特征方程

2．1 空间轴对称问题的基本方程

2．1．1各向同性弹性材料

圆柱坐标系(p，y，二)的径向、环向和轴向坐标分别为p、y和z。无体积力作用情况

下，各向同性弹性材料空间轴对称变形问题在圆柱坐标系(p，y．：)中的基本方程为

1．几何方程

秒材．

％-i
甜^

‰5方
汐”．

如2万
y：生+丝 (2．1)y=一十一 ＼一‘7

。拜8 z 弓o

2．本构方程

仃伊却(赤G伊惕屹)‰)

!％却(高G印+％幌)+％)

咿2∥(忐G印+％+如)蝗)
jL。：。}工}正

3．平衡方程

望三丝+笠+!翌二垒坠：o
8p 6： p

坠+亟+垒：o
10

(2—2)

(2-3)
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式中s印、～缈、占：和y店为应变分量，材p和Ⅳ：为位移分量，仃印、％妒、％和r店为应力

分量，∥为剪切弹性模量，v为泊松比。

将(2·1)代入(2—2)和(2—3)，可得到用位移分量z，。和“：表示的本构方程

驴2∥嵩等脚高等伽高警

％却南等伽嵩告伽高等

％却去挈脚去生伽是娑。

。1—2v ap 。1—2y p 。1—2v茁

仃店：∥挈+∥誓 (2．4)仃店。∥—÷+∥—：o (2。4)
0z 00

以及用材。和“：表示的平衡方程为

2p旦望+上堕+∥婆伽旦丝却旦皂：o
。1—2y劫2 1—2v瓣 ’

出2 。1—2l，却 。1—2l，p2

卢婆+尝聋嘶尝婆+上丝+Ⅳ堕：o (2．5)
。劫2 1—2y瓣。1—2y az2 1—2y础。pap 、7

2．1．2横观各向同性压电材料

横观各向同性压电材料的弹性主轴(1，2，3)与全局圆柱坐标系(p，lf，，：)的坐标轴的对

应关系为：1一p，2一y和3寸z，各向同性材料平面平行于(户，y)面，极化方向沿着

轴对称轴二。无体积力和点电荷作用情况下，圆柱坐标系(p．∥，：)中的基本方程为

1．几何方程

铲券
“一

‰2专
dz，．

￡=2-=■
∞



y：笠+丝
y店2言+节

铲一嚣
E．：一翌

‘

色

2．本构方程
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仃矽2 q1￡伊+c1：占缈∥+c13占=一931￡：

仃y∥=c12占伊+c11占w+c13占=一巳1t

盯：=c13占伊+c13占妒缈+c33占=一e33丘

G∞2 c¨o霞一e、5Ep

Dp=e、so∞+≤、1Ep

D：=P31占印+巳1￡w+e33占。+乞3丘

3．平衡方程

oG∞一8G∞_

^ ^

0p 02

6带一Ow

监+生+生：o
娩 右p p

堡+堡+生：o
op 嵌p

=0

(2—6)

(2—7)

(2·8)，

式中，占印、％、占：和占卢为应变分量，E户和丘为电场强度分量，z，p和z，：为位移分量i

矽为电势，仃印、‰、盯=和％为应力分量，q和砬为电位移分量，q，、c1：、qs、白，

和％为弹性刚度常数，巳，、q，、P，，和e；，为压电常数，螽，和乞，为介电常数。

将式(2-6)代人式(2-7)和(2—8)，得到由位移z，。、“：和电势矽表示的本构方程

抛。 ”。 彻． a≯

盯伊邓¨葛托挖苫托"言托，，蔷

融n 讼。 a弘． a西
吒妒2 c12_÷+q1—上+c13_+巳1_=÷7

Gp p o： 02
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B邓，(誓+茜卜考
D：：气，誓嘞生嗨誓一厶，譬 (2-9)

以及由位移“口、“：和电势≯表示的平衡方程

q，等+％兽如+钆，基％(古等专卜

巳。鲁‰等+(c1。嘞)篆叱，嘞)吉誓+％吉茜=。

％等蝎s争叱ms)篆叱心磅誓蝎易苦 口，∞

飞，害飞s窘咱t吉考一o
2．2轴对称界面端模型

圆柱坐标系(p，杪，z)下的双材料轴对称界面端的一般模型如图1所示，材料1和2为横

观各向同性压电材料或各向同性弹性材料。为了研究奇异点D’附近的位移场和奇异应力

场，特作如下坐标变换
／

p=d+，．sin口=尸(万+sill秒)，z=，lcos矽，y=y
‘

(2-11)

式中，d表示界面端D’到轴对称轴二的距离，无量纲参数万定义为酬，．。在界面端奇异性

的支配区域内，万可看做为d与奇异性支配区域大小的相对比值。在新坐标系(，|?jIc，．矽)下，

结合角分别为纯=一B一岛和仍=岛一岛，界面角为‰=一岛，材料1和材料2占据的区域

分别为仍≤秒≤弥和编≤秒≤仍。



——————————————————塑趔2i堂堡主堂垡丝奎

图1双材料轴对称界面端

对于各向同性弹性结合材料，界面p’C上的连续条件为

2f，．1(，．，伊o)=2f，，2(，．，缈o)

甜口，1(，．，‰)=zf口．2(，．，缈o)

‰z(，．，‰)=％．2(，，‰)

仃，日，1(，．，缈o)=仃，疗．2(，．，I‰)

自由表面条件为

％．☆(，．，纯)=q口．女(，．，仇)=0

对于压电／导体组成的结合材料，界面D’C上的连续条件为

“，，1(厂，伊o)=Ⅳ，。2(，，伊o)

“口’1(，．，妒o)=“F．2(r，‰)

欢(，．，‰)=O

盯鲫，1(，．，妒o)=仃卵．2(厂，90)

仃，口，1(，，妒o)=∥坩，2p，‰)

自由表面条件为

‰。女(，_，纯)=qp，女(，I，吼)=0

q．2(，，仇)=岛，2(，．，纯)=0

对于压电／压电结合材料，界面0’C上的连续条件为

“^】(厂!‰)=z，，。：(r?纸)

甜口，l(厂，钆)=甜口．2(r，‰)

萌(，．，‰)=欢(，，‰)

％，1(，．，‰)=％．2(，．，纸)
14

(2-12)

(2-13)

(2·14)

(2—15)
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仃坩．1(r，‰)=盯坩．2(r．‰)

轨．，(，．．甄)=仇．：(r．‰)

自由表面条件为

(2—16)

仃卯．女(，．，妒1)=仃，口．女(r·9k)2岛．^(厂，91)2【J (2。17)

其中，下标七=l，2分别表示材料1和材料2。

新坐标系(，_，y，矽)下，各向同性弹性材料的本构方程(2．4)变换为

仃，=厄+2∥誓

铲儿+等(”等]
qy ：知+丝竺：墅翌±兰￡!!!里

，． J+sin臼

径向p和轴向三方向的平衡方程(2-5)变换为

口々1+口t2+6☆1+6女2+ctl+ct2=0 (．j}2 p?z)

其中，五和∥表示L锄e材料常数，e为体积应变，且有

e=盟+生+土堕+土竺：!!呈竺±竺旦呈竺!竺
勿 ， r a乡 r 万+sin乡

，，一2(1一V)sin秒f a2 z，，，1劫，1％2—矿【≯+7希J
铲cos可争t刳
钆：垫型竺旦f望+三塑1吼，2—F万一【可+7言J

％一协吖争t誓]
6矿三上f罂掣盟+c刚堕1％27两了【ii翥r吉札05秒蒜J
^一!．s垫皇．f 2(!．二V!cos臼锄口．a：％1％：27西了【‘i；；矿芳+蒜J
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(2—18)

(2—19)

％一r
一挚防+饥万1一r

∥=坩盯
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6：1=三上f坠尘唑生“n矽鱼1D．1=一——I二——————一—二一S1n∥——二I～

厂1—2y I艿+sin秒 勿 静ap j

6．，-三土f!业一sill：乡1盟+三盟鱼钆：27否：i而【而一sm。9 J1产+7而否：嚣

％=专哿(怒一高舞“雌％27t亨【面一万丽-81n椤弘
+吉南(p4咖刚+篇)鲁+扣臼》

+吉南(等竽邮山净n臼]等+专等刚≥
％=扣日鲁专高(2cos口+篇卜
．1 f cos2 p (3—4v)sin目 1 sill 2曰1彻，1-一l’。。。。‘——————～～1．————二
，．2 I占+sinp 1—2v 1—2y万+sinp』a秒

巳：27【锄护面+而丽卜’‘

，二I 万+sin目 l一2y万+sin乡厂8

一吉等(3一和+等警堵{掣sm矽鲁 一
r2 1—2y＼ 万+sin口／a口，2 1—2y⋯。a口2

相应于局部坐标系(，．，y，目)，横观各向同性压电材料的本构方程(2．9)可表示为

．工·

口二(口)

厶(口)
口品(p)

口名(口)

口：(秒)

口；(乡)

以(秒)

彤咿(秒)

％(矽)
％(臼)
∥(秒)

彤(秒)

口品(p)

《。(目)

口品(9)
口名(曰)
矿(目)

口；(p)

嘲目)惨
略(目)Jj丝
口名(p)l l妻
彩(9)I I罢
口∽j旧

群(乡)o

吒(矽)o
始(秒)o
以(p)o
衫(秒) o

露(目) o

1
一Ⅳ，
r

1

一“占
，一

!矽
，．

·_L

酩(口)

％(口)
％(p)

％(9)

彰(口)

％(p)

醪(9)

匕(曰)
6品(目)

磅(口)
酽(口)

醪(口)

6三(9)

％(口)
％(曰)
屹(秒)

彩(9)

醪(口)

1锄，

r 8e

1劫占

，．ap

l 6西

，a目

(2—21)

式中，矩阵元素口；(口)、蜓(p)和《(秒)只与材料常数和角坐标目有关(毒=仲，杪l|f，．卯．r口，r，目，

16

志羔等
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r=厂，臼，Ic，)，其详细表达式为

口二(9)=c11 sin4口+巳3 cos4目+2(c13+2c“)sin2秒cos2 9

口品(9)=(cl】一q3—2c44)sill3臼cos秒+(c13+2c“一c33)sin臼cos3口

口身(口)=e33 cos3口+(P31+2e15)sin2目cos矽

6二(目)=口品(目)

6二(矽)=c13(sill 4目+cos4口)+(c11+c33—4c“)sin2臼cos 2口

6三(9)=(2e15一P33)sill臼cos2口一e31 sin
3
9

d二(秒)=6品(伊)+(c13 cos2口+c12 siIl2 9)t

d导(9)=一口品(口)+(c13 cos
2

p+c12 sill2口)L

口品(口)=c13(Sin4目+cos4目)+(q1+c33—4c“)sin2口cos2乡

口品(臼)=(c13一c33+2c“)sin 3口cosp+(c11一c13—2c“)siIl汐cos3口

口刍(p)=(P33—2P15)sin
2

pcos臼+P3I cos3臼

6品(秒)=口品(日)

6品(9)=c33 sin 4臼+cll cos4乡+2(c13+2c“)sin 2秒cos2 9

6刍(乡)=一P33 sin 3秒一(P31+2P15)sin乡cos2口

d品(秒)=6品(目)+(c13 sin 2秒+c12 cos2 9)t

d品(口)=一口品(口)+(c13 sin 2目+c12 cos
2

p)rc

口品(目)=c12 sin 2口+c13 cos2口

口品(秒)=(c12一c13)sin臼cos口

口：。(曰)=P31 cos乡

6品(秒)=口品(口)

6品(口)=c12 cos2乡+c13 sin 2占

6乙(乡)=一P31 sin臼

d；∥(乡)=6．品+c，，L

17
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d品(口)=一口品(口)+c。。rc

口名(护)=口品(口)

口名(乡)=(cll一2c13+c33—2％)sill：秒cos2口+臼4(sill4目+cos4 p)

口名(矽)=(P31一P33+P15)sin pcos2秒一P】5 sin3 p

6名(口)=口名(9)

6名(口)=口品(目)

6名(口)=(P33一P31一e15)sin2吕cos口+e15 cos3 9

d名(口)=6名(p)+(c12一c13)r。sillpcos口

d名(目)=一口名(9)+(c12一c13)r，cos2目

口：(口)=(2e15+931)sin
2

pcos口+P33 cos3秒

口?(口)=(e31一e33+P15)sin口cos2口一e15 sill 3乡

口?(口)=一石1 sin2目一炙3cos2p

6：(矽)=口?(口)

67(目)=e31 cos3口+(e33—2e15)sill
2
pcosp

67(口)=(岛3一岛1)sin乡cos口

d：(乡)=67(秒)+e3】L cos口

d?(口)=一口?(9)+P3l rc cos口

口；(臼)=(2P】5一e33)sm口cos
2

p—P31 sill3 9

口；(矽)=e15 cos3 p+(P33一P3】一P15)siIl2口90s口

彩(臼)=(乞3一螽1)cos口siIlp

6；(9)=口；(口)

6爹(臼)=一(2岛5+巳】)sill口cos2 p一巳3 sin3口

醪(口)=一岛l cos2口一白3 sin2乡

d；(口)=6；(p)一P3，L sill乡

d；(目)=一e】5 cos3吕+◇3l+P15一P33)siIl2 pcos乡一e31L sill臼 (2-22)

径向力平衡方程、轴向力平衡方程和径向电位移平衡方程(2-10)可表示为(善=p，：jd)

18
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∽等*㈣磊州卦小口号删，刍叫㈣]]z，，
+∽导*㈣翥帕目，导)+舯口，嘉渺，刍堪㈣m
+∽鲁*㈣翥螂导]+水喀哪磅肛
其中

／j(口)=c11 sin3目+(2c“+c13)sin目cos2 9

g：(口)=(2c11—3c“一c13)sin 2日cos秒+(c13+c“)cos
3
9

乃：(日)=(c13+2c“)sin3口+(3c11—4c“一2c】3)sill秒cos2臼+c11r，sin口

，：(p)=c“sill3臼+(c11一c“一c13)siIl臼cos2臼

聊：(目)=(3c13+7c44—2c11)sin 2目cos口+(2c11一c“一c13)cos3口+c11一cos秒

(2—23)

”：(臼)=(4c44+2c13—3c11)sinpcos2臼一(c13+2c“)siIl3占+cll(e占+e sill9)一q：C万

／?(目)=(c11一c“一c13)sin
2

9cosp+c“cos3 9

g：(日)=(c13+c“)sin3目+(2c11—3c“一c13)sin乡cos2口

乃：(口)=(2c13+5c“一2cI】)sin2目cos目+(c1】一c“一c13)cos3口+c11L cos臼

，：(秒)=(2c“+c13)sin 2臼cos臼+cll cos3目

聊：(秒)=(5c“+3c13—4cl】)sin矽cos2 9一(c13+3c“)sin3 p+c1】r。cos目

胛：(乡)=[(2q1—5％一2q3)sill2口+(c13+％一c11)cos2秒一(q1+q2)‘+c12C]cos矽

一cIR{cos9

／?(目)=(P15+P31)cos口sill目

g：(目)=(P】5+P31)cos2口

五：(占)=一∥(目)

，：(侈)=一／苫(p)

所；(目)=一g；(9)

／?(9)=c33 cos3口+(c13+2c44)siIl
2
pcos口

g；(口)=一(c13+c“)sm3口+(c13—2c33+3c“)sin目cos 2口

乃；(秒)=[(c13+2c“)cos2口一(2c13+4c“一3c33)sin2矽+(c13+2c44)r，]cos秒

19
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，；(9)=c“cos3口+(c33一c13一c“)sin
2

p cos秒

聊；(臼)=[(c13+气一2c33)sin：口+(2c33—7c44—3c13)cos2乡一(c13+c44)F】sin曰+c“r?cos口

，7：(目)=[一(c13+2c“)cos：秒+(2c】3+4c“一3c33)sin 2臼一2(c13+c“)r，+c13r?]cos口

／，(秒)=一c“sin3 9+(c13+c“一c33)sin乡cos 2吕

g?(矽)=(c13+f44)cos 3曰一(c13—2c33+3c44)sin 2乡cos口

乃?(9)=【(q3一c33+c“)shl 2乡+(2c33—5c44—2c13)cos2口一c44 r．’]sin臼+(c13+c“)r(．cos口

，?(目)=一c33 sill 3口一(c13+2c“)si工l臼cos 2口

朋?(秒)=卜(c13+3c44)cos2臼+(3c13+5c“一4c33)sin2 9一(c13+2c“)一】cos曰

胛?(p)=[(c33一c13一％)sin：乡+(2c13+5c“一2c33)cos2吕+(c13+c“)L+c13￡]sin护
一(c13+％)rc cos目

／了(口)=e33 cos2 p+e15 sin2口

g?(乡)=(e15一P33)sin2口

乃?(乡)=e15 cos2口+e33 s试2 9+P15r，

，!(口)=P15 cos2口+P33 sin 2口

朋!(口)=一g!(9)+e15r。

／了(口)=(2e15+P31)sill 2秒cos口+P33 cos3口

g．；(目)=(3P15—2P33+P31)sin占cos2 p一(e15+P31)sin 3口

乃：(目)=(3P33—4P15—2P31)sm 2目cos秒+(2P15+e31)cos3口+(2915+P31)I'，cos乡

，；(9)=P15 cos3护+(e33一P31一P15)siIl2矽cosp

聊；(目)=【(2e33—7P15—3e31)cos2口+(e15+P31)(sm2目一F)】sin口一2e33 sin3口+P15fc cos曰

刀；(秒)=【(4P15+2P3l一3P33)sin 2口一(2P15+P31)cos 2口一2(915+P3】)L+P31C】cos目

／了(日)=(P15+931一P33)sm臼cos2秒一915 sill3口

g；(口)=(2P33一P31—3e15)sin2 pcos乡+(e15+e3】)cos3 p

彬(口)=[(2P33—5P15—2P31)cos2目一P15t】sin秒+(巳5+P3l—e33)sill3目+(e15+P3】)rc cosp

巧(口)=一P33 sin3口一(2e15+P31)sin口cos2乡

聊；(9)=(5e15+3P31—4P33)sill2目cos秒一(3巳5+P31)cos3 9一(2巳5+P31)r‘cos口

彬(目)=[(5巳5+2P31—2P33)cos2目+(e33一e15一P31)sin2口+(巳5+231)L+P31P】sin目

一(巳5+白1)L cos乡

20
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刀(矽)=一磊l sin：矽一岛3 cos!目

彰(乡)=(￡3一缶。)sin2乡

蟛(臼)=一卣1 cos2 p一￡3 sin2口一￡IC

巧(p)=一岛】cos2p一厶3 siIl：吕

朋；(臼)=(螽】一￡3)sin2臼一矢1‘ (2—24)

2．3奇异性特征方程

基于轴对称界面端奇异场的渐近展开一阶近似假设，奇异点附近的位移场和电势可表

示成如下变量分离的级数形式

z，，(，．，臼)=，’人，(口)，“p(，，口)=，．’人口(秒)，≯(，-?目)=r5人毋(臼) (2．25)

式中，s是奇异特征值，人，(p)和人口(臼)分别表示，．向和目向的位移角函数，人。(p)表示电

势角函数。

将式(2—25)应用于各向同性弹性材料的本构方程(2．18)，可得变量分离形式的应力分量

I五+2∥ 0

+，’～f五 o

允 O
J
o ∥

无[1+白(护)]

五[1+白(臼)】+2∥

A+(五+2∥)白(9)

0

．丁“印l∥一·
∽口(目)j

允炙(目)

力f2(臼)

(旯+2∥)炙(口)

一∥

O 旯

0 Z+2∥

O 五

∥ O

其中

白(乡)=否{％，白(口)=否{盎
同理，将式(2—25)应用于平衡方程(2．19)，消除公因子厂m后可得

(玩，+瓦：)s2+(瓦，+嚣：)5+瓦，+砭：=o

其中

％=掣人r(秒)口p，=—萨A r(口)
万口2=cos口人口(p)

f人，(护)1
‘k(9)，

(2—26)

(2-27)

(2·28)

))，)㈣∥够@

厅

卯

Ⅳ

坩∑∑邑∑彩印鳓印

p驴p

p

．厅

卯

咿

坩办办“办

口一

秒一等等
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玩，：萼安型A，(秒)口：1=—■-．i一八，(∥，l一．￡y

荭2=一sin臼人口(秒)

瓦。=南(等㈣+cos秒学)6p·2西了【■i矿人八剀托∞∥1矿J
证啬(等筹∽+警]
珏嵩(岩∽一警)“
1—2l，＼ 万+sin秒

7、7

a目 』

珏志(啬“叫∽+嵩学扫．，=一l——一S1n。∥1人。(∥}+—————鼍二“
万+sin乡l 1—2v J

。、7

1—2y a口2

铲等【怒一志痂似∽川
1—2y l万+s血臼 (万+sill矽)2 J

7、7

+上f(3—4y)c础+尘旦1坠盟“n护塑掣
1—2y L、

7

万+sin口／ ap a臼2

≯南(等邮山油叫警
一阳l¨等(羔+高嘉№卅等cos口学1—2y l万+sin臼 (万+sin目)2』l

9、7

1—2y
。一

a秒：

昏一嵩(2cos矽+篇卜，+志(cos2口一啬]警
一!!二兰12 11里皇望巡+co。p幽
1—2v ap a口。

≯p一篇+南船卜，
一击(p4咖刚+等警)警一 2(1一y)sin曰a2八。(口)

(2·29)

1—2v ap!

将式(2—25)应用于横观各向同性压电材料的本构方程(2—21)，可得变量分离形式的应力

和电位移分量
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％(r，秒)

％∥(厂，9)

仃卯(尸．秒)

盯坩(，．，秒)

D，(，．．目)

B(r，口)

口二(曰)

吒。(秒)

口品(秒)

口名(目)

口：(9)

口；(口)

∑厂r(口)I

∑妒妒(矽)i

∑卯(p)I
∑坩(9)l

∑，(9)l
∑。(矽)J
口品(护)
《∥(乡)
硌(护)

口名(护)
口?(护)

口；(秒)

6二(9)

形。(伊)

％(9)

％(9)

6：(口)

巧(p)

口二(9)

口品(臼)
口刍(秒)

口名(目)

口!(9)

口；(9)

+

碍(秒)

圪(秒)
屹(秒)

碍(秒)
酽(口)

醪(口)

以(矽)

彤扩(护)

d品(9)

d；8(∞

彰(口)

彤(秒)

彩(伊)

％(曰)
d易(口)
以(9)
彩(9)

刃(口)

群(乡)

吒(9)
d品(9)

d名(臼)

衫(口)

衫(口)

fA，(9)1

．协(目)}
【∥(曰)j

(2—30)

同理，将式(2．25)应用于平衡方程(2．23)，消除公因子厂”2后可得

G2A+sB+c){人，(秒)人口(秒)人p(护))7’=o (2—31)

其中，矩阵A、B和C的元素可表示为

A；=尼(目)

B；=g∽品一形(卅办即

c；=杈目)杀+聊y)南q(p) (2-32)

对于各向同性弹性结合材料，联立式(2．12)和(2．13)，可得仅用角函数表示的界面连续

条件和自由表面条件

人¨(纸)=人，．2(‰)

人鲥(‰)=人口．2(‰)

∑刚(‰)=∑邮(‰)

∑琅1(‰)=∑哦2(‰)

∑卯j(仇)=∑枞(纯)=O (2-33)

对于压电／导体结合材料，联立式(2．14)和(2．15)，可得仅用角函数表示的界面连续条件和自

由表面条件

人，．1(‰)=人，．2(钆)

人8．1(‰)=人8．2(‰)

人4．2(‰)=O

等警警
∽∽∽∽∽∽醪％咯％彬醪
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∑刚(‰)=∑卯．2(‰)

∑艘】(‰)=∑限2(‰)

∑钾．々(纯)=∑限女(吼)=∑髓(仍)=∑口．2(仍)=0 (2—34)

对于压电／压电结合材料，联立式(2．16)和(2．17)，可得仅用角函数表示的界面连续条件和自

由表面条件

人，-1(‰)=八，．2(‰)

人口．1(‰)=人口．：(‰)

人矿，】(‰)=人≯．2(‰)

∑卯．1(吼)=∑鲫．2(‰)

∑限1(甄)=∑限2(‰)

∑护．1(‰)=∑口．2(‰)

∑卯丑(纸)=∑坩j(纯)=∑8j(吼)=O (2．35)

界面连续条件、自由边界条件和降阶后的平衡方程，构成了一个与角变量矽以及奇异

特征值s有关的一维边值问题，即奇异性特征方程。

2．4小结

本章从弹性力学各向同性弹性结合材料和导体／压电结合及横观各向同性压电／压电结

合材料空间轴对称问题的基本方程出发，基于轴对称界面端的奇异性支配区域内的位移场

和电势的一阶近似假设，利用坐标变换和变量分离技术，导出了双材料轴对称界面端的奇

异性特征方程。
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第3章 奇异·I生特征方程的无网格法求解

3．1 无网格法

无网格法起源于20世纪70年代，是最近10多年计算力学领域最活跃的研究热点之

一。无网格法回避了有限元计算中的网格畸变带来的困难，并且容易局部地嵌入与主体数

学物理模型相关联的其他计算模型，使得它在解决裂纹扩展、冲击破坏、材料失效、局部

相变、局部大变形失稳，以及多尺度耦合等问题方面显示出了越来越大的潜力。

无网格法的基本思想是在求解域上任意设置有限个节点，采用节点权函数(或核函数)

来表征节点及其领域内的物理和力学量，即利用节点权函数近似地表示其影响域内的位移

函数和物理场函数，进而形成与节点位移和节点物理场相关的系统刚度方程，进行求解。

无网格法与有限元法和有限差分法的根本区别在于它免除了定义在求解域上的网格结构，

不受网格约束，可以方便的在求解区域内增加和减少节点，从而可以极大地改善局部区域

内的求解精度。

无网格法的基本计算步骤为：(1)将求解域按节点进行离散；(2)确定节点影响域的权

函数或形函数；(3)计算节点刚度矩阵并集合成总体刚度矩阵，形成系统总刚度方程组；(4)

施加边界条件，求解场变量。

3．1．1 无网格法函数近似

无网格法的形函数是局部支持的，即形函数只通过一小局部域中的一组场节点构造，

该形函数不能用于该局部域之外。位于不同位置的点的场变量，由于其局部支持域各不相

同，其插值形函数各自不同。

求解域中的任一点x=(x，y，z)处场变量“用该点的局部支持域中的场节点的函数值

插值为
’

材(x)=∑矽，(工)“， (3—1)
，=1

式中，以为包含在点x的局部支持域中的节点常量，z，，为节点f的节点场变量，谚(x)为点x

支持域中节点f的形函数。另外，对于同一点x的场变量，可以选用不同的支持域构造其



具体为

NI(x，y)=PT(x，y)j订一1尸(工1，y1)缈(x彭一x1，yK—y1)△VI (3-4)

△VI为节点，的节点体积，可设置为单位体积1。尸丁(J，，)={只，昱，．．．，巴)为聊×1维基函数，

对于上面所示二维问题，一阶基函数为

尸T(s，f)=【l，s，r】

二阶基函数为

尸T(s，r)=[1，s，r，52，盯，—

必为与基函数相关的m×聊阶矩阵，具体计算公式为

MⅣ=∑Pi(为?乃)伊(工髟一而，yK—yI)弓(x1，少1)△v】

其中，缈(x，y)为权函数。

(3-5)

(3·6)

(3-7)

3．1．3权函数

权函数是构造形函数的核心，权函数选择是否得当，直接影响了问题求解的好坏。如

在求解域上Q，分布有若干节点，节点为具有圆形或者矩形的权函数影响域Q，。假设有

权函数缈@一_)，其中z为求解域中任意点对应的坐标，_是求解域中节点，对应的节点

坐标，则权函数的选择应满足下列条件：



其中，d为计算域中任意点到节点x，的距离，即d=睁一x川。对于圆形权函数影响域，设

其半径为口，对式(4—8)的自变量做无量纲处理，可得

伊(酬口)=妒(孑) (3．9)

式中，孑=d／口为无量纲权函数影响半径。根据权函数的选取原则，可以构造出许多满足

这些条件的权函数，其中在数值计算中常见的有：

(1)幂权函数

9(孤∥倍’了孤1 (3．1 o)
O d>1

其中，口的通常取值为口=O．4。

(2)三次样条函数
7

p(d)=

三一4孑：+4孑s 孑≤三
～

3 2

昙一4孑+4孑：一要孑， 委<孑≤1 (3．11)
3 3 2

、

0 孑>1

(3)B样条插值函数

酊)=嘉

1—6孑2+6孑3 孑≤三
2

(1一万)3 去<孑≤1
二一

O d>1

27

(3·12)
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3．2轴对称界面端的奇异性特征方程

尸r(工)=【1．x，x2】 (3．13)

吣髟_)2扎箍澎忉是鸯 p14)

0 2<：，

其中，：，=l(k—x，)／dI，d表示支持域在x方向的大小。

无网格法离散双材料轴对称界面端模型时，每种材料占据的区域具有各自独立的离散

而插值函数不同。用‰表示材料七所属区域的离散节点个数，Ⅳ似(9)表示核函数的中心

固定于E且相应于区域七的第f个离散节点的插值函数，形j(p)和啄(p)分别表示插值

函数的一阶和二阶导数。位移和电势角函数及其导数的无网格近似形式为【53．55】

人f业(9)=^0，j}(p)·人?^=N女(9)·Afj

=川j(印’K乒=N：(9)·Aij

=畅(9)’Kj=N：(9)·人似 (3·15)

式中，Af'J}(f=，．，秒，矿)表示未知的节点位移和电势角函数列向量，N。(谚)、N：(p)和N：(9)

分别表示插值函数行向量及其一阶、二阶导数，重复指标，在1～‰范围内求和。

3．2．1 各向同性弹性结合材料轴对称界面端

将式(3-15)应用于降阶形式的平衡方程(2．19)，可得

掣



其中

碥碍
码码
O 0

O 0

浙江工业大学硕七学位论文

蛳。=掣sill p嘣印
=cosp M^(p)

=0

O O

㈣。=裂cosp¨印
[互幺】，=一sillp Mj(9)

蚴。2击黜sm2 p嘣啪去cos9喇印

[B：乒】矿

[吃】，

[c；卫】。

嘣"啬咏印
鼍器心，一嵩哪p，
南(啬痂2 9肌咖啬呢c钔

斋％h咿cos叽旭，
一篝sin只n啪篱cos9呢c印

(3·16)
、●●●，●●●●L，●●●●●，0●，

l

1

2

，．

，

口

一

伊

A

A

A

Ar●●●，●●，，J、●●，●●●l1●●，●●●●l●●●lJ

一

，．

，-

o

o鹾酽～

一一

，．

，．

O

O一，p．=．1

祥酽．I
O酩坠o+

．j．J

，．

，-

，

占

^

8

A

A

A

A

-

，-

，．

o

o万‰阳k

●

●rA～A

一

o

o～。‘，b

，●

j

，-

，-

r

疗

r

争～～瓜～
1●●●●●l●I●ll；●j

一

，．

，．

o

o《吃

一

，．

2

o

o，肿乙

p

p

p■．》，

彭鹫．I
o

o，硝，皇睁，

～q～c．一o
o

+

¨V
1●J鼻

p

p
～A-t_L

盟叫堂讣卺峨

器％
怒咋一“篙+
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吒驴篙(2cos9+篇n绀cosp屹㈣
+[蛊p 9一等卜篝sin啦㈣l万+siIl 9 I

’

1—2屹／』 l一2叱⋯’P¨’7

蚴，=志(篝一s!pK协sin‰c印
一(篝cos9+％篇胁咿篱sinp咏p)(3-17)11—2屹

’

1—2咋万+sinp，J‘。”1
7

1—2¨一～。”^八_7
V“7

同样，可得无网格近似的界面连续条件

0 O f O O

0 O O Od，⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯一一
。l菘品．1(‰) o }一《品．：(‰) o

l o 菘名，，(‰){ o 一话名，2(‰)

+

N1(‰) o l—N2(‰) o

0 N】(吼)l O —N2(‰)

昭。，(‰)旎．，(‰)：一聪．：(‰)一澎．：(‰)
复名，，(纸)夏名，，(‰)}一复名，：(纸)一z名．：(‰)

降胁)，o i o o”，．11
s卜一上⋯坠三鱼!L一旦⋯⋯旦一一|J A刚}
l
o o M：(晚) o 11A，，：I

【． o o o 《名，：(仍)J【A卵J

l j(品，。(仍)澎，。(仍)； o o 1fA，，1]

+J哿业叠窖鼍瓦≥j一蒜而I忪z}=。o o ：‰，2(仍)瑶：(仍)f l A，．’f
。

l o o }蕊!(％)蹈：(仍)JlA雌j

30

=O

(3-18)

(3-19)

、，●●，●●●Lr，，●●，J、●●●●●●●Lr●●●●●J

¨

刚

心

即

w

W

啦

∞

A

A

A

A。A

A

A

AV¨¨Un¨¨儿V¨¨Un儿
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[蕊』(够)]，=[五+2以+五石(仍)]^，肚(够)

[夏品．。(仍)]，=五炙(仍)Ⅳ∥(仍)+(五+2以)Ⅳ：．。(仍) (3．20)

位于双材料轴对称界面p’C上的离散节点，需满足界面连续条件(3．18)；坐落于自由

表面0么和p留上的离散节点，需满足自由边界条件(3．19)；其余的所有内部离散节点，则

需满足平衡方程(3—16)。用边界条件(3．18)和(3-19)依次替换平衡方程(3．16)中的对应行，可

得关于奇异特征值s的非线性特征方程
^ ^ ^ ^

(缸2+风+C)·x=O (3-21)

式中，x=kA¨)7’(A印)r(A心)r(A∞)7’y。由于系数矩阵A是奇异的，上式仅能转化为

如下关于缈=s叫的标准特征方程

[一拳，▲一毒。蠹]·[≥]=国·[≥] c3．22，

数值求解奇异性特征方程(3．22)，可以得到应力奇异性指数以及相应的位移角函数。

3．2．2压电／导体结合材料轴对称界面端

将式(3·1 5)应用于降阶形式的平衡微分方程(3．16)，可得

+

繇五矧o o o

娶一至芝LL2⋯旦一旦一
o o；A：．：A；，：A：，：
O 0：A：．2

I

O 0：A：．2

A!，
●‘●

A：．：

o o c：．2 c：，2 c；，：“．‘ “，‘ “，‘

|吒酸
l鸥鸥
l一二二三一一』￡

+s| 0 O

l O O

O O

O O 0

O O O

B：．：B；．：B；．：
B：，B?，B!，

B：．：B；。：B：。：

A，．1

A口‘l

A，．2

A口．2

A≯。2

其中，符号A“表示‰阶未知节点角函数列向量(r=户，：，d)，各矩阵元素的显式表达式为

[A；．m】扩=巧(臼，)Ⅳ∥(臼，)

[B；．t】，=卜／≥(口，)+办；(口，)】A0。。(护，)+g；(臼，)人0，。(p，)

[c；，t】口=，；(只)蜕t(护，)+珊；(只)形，。(p)+刀；(p)一，。(乡，) (3·24)

同样，可得无网格近似的界面连续条件

o。|％％

o

o爵％o。|％％日p口量～口，％毪I。o，硝，蔓口口

～q氆一o
o
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·-L

T

O

O

—K品．2(‰)

一K：们(‰)

一K；．2(‰)

N1(‰) O ：一N：(吼)

O

0

0

O

—K品．2(‰)一K岛．：(纸)
一K名．2(‰)一K名．二(‰)

一K；．2(纸) 一K；．：(‰)

O O

O N，(‰)： O —N：(‰) O

磊i万一磊i万i．磊：葡Ii驭瓦歹一磁三葡
z‰(‰)z名．，(‰)；一z名．：(‰)一)c名．：(‰)一z：北(‰)
o o ；一戈；．：(‰) 一z；．：(‰) 一z；，：(‰)

和自由表面条件

+

)c品，，(仍) z品．，(仍)} o o o

圣五!业一蒌釜垫2．j⋯旦一⋯卫⋯⋯一竺⋯o o ：艽品，2(仍)z笛．2(仍)赡．2(‰)
o o ：z名．2(‰)z名．2(‰)x名．2(‰)
o o x；．：(‰) x；．：(‰) )c；．：(‰)

=O (3—25)

=O (3-26)

其中

[K；，女(9，)】／=口；，女(妒，)Ⅳ／，I(伊，)

[z；．t(伊，)】，=6；．^(妒，)吖，々(妒，)+d；。t(妒，)Ⅳ，，t(缈，) (3-27)

位于双材料轴对称界面D，C上的离散节点，、需满足界面连续条件(3．25)；坐落于自由

表面p么和D’召上的离散节点，需满足自由边界条件(3．26)；其余的所有内部离散节点，则

需满足平衡方程(3-23)。用边界条件(3．25)和(3．26)依次替换平衡方程(3-23)中的对应行，

可得关于奇异特征值s的非线性特征方程

(厶2+矗s+e)．x=o (3．28)

其中，x={(A，，1)7’(A印)7。(A瞳)，(A¨)7’(A”)7‘)『。转化为关于国=s一1的标准特征方程

[一毒，五一毒。蠹]·{：)=国·{：) c3-29，

数值求解奇异性特征方程(3．29)，可以得到应力和电位移奇异性指数(1一s)以及相应的位移
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和电势角函数，进而通过式(2．21)可得到应力和电位移分量的角函数。

3．2．3压电／压电结合材料轴对称界面端

+

将式(3-15)应用于降阶形式的平衡微分方程(3．】8)，旬得

J2

A：’1 A；，l A：．1；o o o

A：，，A曼，A!．，；o o o

A：-1 A：．1 A：．】：o o o
o o o：A：．2 A：，2 A：．2
o o o A：．2 A曼2 A：．2
o o o j A：．2 A；，2 A：．：

c：，1 c：，1 c川o o o l fA，’1
c：，】c刍c曼】j o o o J A印
c：．】c；．1 c：。，；o o o I A"
o o o：c：。2 c；．2％2 I A啦
o o o c：，2 c曼2 c；．2 l|A蚰
o o o}c：，2 c：，2 c：．2 I l A”

同样，可得无网格近似的界面连续条件

=0

f f o o o ： o o o ]

l l o o o { o o 二 }
I．1⋯壁～． o o { o o o |

㈡蕊万一巧赢，一≤蕊订二磊i万一≮二两--二≤赢j|
l K‰(‰)K名．，(‰)K名．，(‰)l—K名．：(‰)一K名，：(‰)一K名，：(‰)l
f lK；．，慨) K；，·(‰) K；，，(‰)；一K；，：(‰) 一K；．：(‰) 一K；．：(‰)f
f l N1(‰) o o }一N2(‰) o o

I I o Ni(‰) o ： o —N：(‰) o

l+I一一旦⋯一一=上二⋯曼觑2一}_⋯旦⋯⋯一一旦⋯一一--必鱼蔓
i。f)C品．，(‰)z品，，(‰)z乙，，(‰)i—z品，2(‰)一茏岛．：(‰)一)C名．2(‰)一
f f)C‰(‰)艽名，，(‰)x名．，(甄)i—z：北(‰)一z名，2(‰)一)C名，：(‰)
l lz；，，(‰) z；，，(‰) 艽；．，(‰)i～z；．：(‰) 一z；．：(‰) 一z：．：(‰)

和自由表面条件

33

(3—30)

=O (3—31)
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+
z；．，(仍) z；．，(仍) z；．，(仍)
O O O

0 O O

O O O

z品。(仍)z笛．：(仍)z名．：(仍)

x名。2(仍)z名．2(仍)z名．2(鲠)
z；．：(仍) 艽；．2(讫) z5．2(仡)

A，‘1

A口‘1

Ad。

A，．2

Ap．2

Ad．2

位于双材料轴对称界面D’C上的离散节点，需满足界面连续条件(3．31)；坐落于自由

表面D么和D留上的离散节点，需满足自由边界条件(3．32)；其余的所有内部离散节点，则

需满足平衡方程(3．30)。用边界条件(3-31)和(3-32)依次替换平衡方程(3．30)中的对应行，可

得关于奇异特征值s的非线性特征方程

(缸2+Bs+C)·x=O (3—33)

其中，x={(A，’1)7’(A鲫)7’(A")7’(A，．2)r(A鲫)7’(A”)7’，。转化为关于缈=5—1的标准特

征方程

[一毒，A一言。蠹]·{：)=缈·{≥) c3·34，

数值求解奇异性特征方程(3-34)，可以得到应力和电位移奇异性指数(1一s)以及相应的位移

和电势角函数，进而通过式(2．21)可得到应力和电位移分量的角函数。

3．3小结

本章采用无网格中固定核重构法构造型函数，离散各向同性弹性结合材料、压电／导体

结合材料及压电／压电结合材料轴对称界面端的奇异性特征方程，得到用位移角函数和电势

角函数表示的界面连续条件和自由表面条件基本方程，以及奇异特征值5的非线性特征方

程，数值求解特征方程可得出界面端应力和电位移奇异性指数及其相应的角函数。

34



E=81．5GPa．y=U．2U8

2．环氧树脂

E=4．93GPa．y=O．33

3．导体A1

E=68．9GPa．y=O．25

4．压电材料：PZT．6B

q1=168GP口， c12=60GP口， c13=60G尸口， 岛3=163G尸口， ％=27．1G尸口

巳5=4．6(C／所2)，吃l=一O．9(C／朋2)，巳3=7．1(C／脚2)

毛l=36×10—10(，／聊)，岛3=34×lO一10(F／肌)

5．压电材料：CdSe

ql=74．1G尸口， c12=45．2G尸口， q3=39．3G尸口， c33=83．6G尸口， ％=13．2G尸口

白5=一0．138(C／聊2)，巳1=一O．159(C／朋2)，巳3=O．347(C／朋2)

岛1=0．844×10一10(，／m)，岛3=0．903x10一10(F／埘)

6．压电材料：PZT-4

c11=139G尹口， c12=77．8GP口， c13=74．3G-尸口，c33=1 15G誓’口，c“=25．66翰

q5=一5．2(C／聊2)，巳1=15．1(C／聊2)，白3=12．7(C／所2)

毛1=64．6×10一10(F／所)，q1=56．2×10一10(F／聊)

7．压电材料：Ban03

q1=275G尸口， c12=l 79G尸口， q3=152G尸口， c33=165卯口， c44=54．3G尸口
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巳5=21．3(C／所2)，巳1=一2．69(C／聊2)，e33=3．65(C／聊2)

q1=175×10一10(F／聊)，乞3=9．88×10—10(F／聊)

4．2各向同性弹性材料

采用图2所示的纤维／基体轴对称界面端模型(岛=o?舅=尼，幺=叫2)，验证文中提出

的基于一阶近似的特征值法的有效性，并分析尺寸效应参数万(纤维半径与应力奇异性支

配区域大小的比值)对界面端应力奇异行为的影响。其中纤维增强材料为玻璃纤维，基体

为环氧村脂。

准一阶近似的理论分析表明：轴对称界面端D附近的奇异应力场只有单个实数应力奇

异性指数，其大小为0．336。

o

d I

图2纤维／基体轴对称界面端

厂一
{ D

图3无网格节点分布

双材料轴对称界面端模型的无网格节点分布，由两个隶属于不同材料区域的各自独立
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的节点分布组成：实点表示基体内的节点分布和空心圆表示纤维内的节点分布，如图3所

示。两个节点分布内的插值函数是相互独立的。位于界面上的两个节点，尽管有相同的角

坐标，但是由于分属于不同的节点分布，故而插值函数不同。

应力奇异性指数对于离散节点数的收敛曲线如图4所示，计算时所取的万值远大于1。

随着离散节点数的增加，应力奇异性指数快速趋近于点划线表示的理论解。当总的离散节

点个数为92时，数值结果与理论解的相对误差小于0．3％。由特征分析得到的位移和应力

角函数分布如图5和6所示，以符号表示的数值分析结果与用实线表示的理论解非常吻合。

可见：只需很少的离散节点，就可达到很高的计算精度。
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图4应力奇异性指数的收敛性

图5归一化的位移角函数分布
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图7尺寸效应参数万对应力奇异行为的影响

纤维径向尺寸与奇异性支配区域大小的比值万变化时，轴对称界面端的奇异应力场的

应力奇异性的强弱和阶次也随之变化。对于图2所示的纤维／基体轴对称界面端模型，尺

寸效应参数万与奇异性指数(1一s)的关系曲线如图7所示。当1<万≤4．76时，奇异应力场

有两重实数奇异性，较强的一个在万=4．76时有最大值0．5。当万>4．76时，只有一个实数

应力奇异性，且随着万的增大(1一s)逐渐减小并最终趋近于常数。当纤维半径比奇异性支

配区域大小高两个以上数量级时，特征值法得到的一阶近似数值结果与准一阶近似解析解

一致。可见：准一阶近似的解析解无法准确描述轴对称界面端的应力奇异行为，仅在万>>1

3R
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时才能适用。

4．3压电／导体结合材料

压电／导体结合材料轴对称界面端模型如图8所示。界面结合角酿=00，界面

鼠=一900，幺=900，下标中的1和2分别表示材料1和材料2。

采用图8所示的压电／导体轴对称界面端模型验证文中提出的基于一阶近似的特征值

法对求解压电／导体轴对称界面端应力和电位移奇异性指数的有效性，并分析尺寸效应参

数万对界面端应力和电位移奇异行为的影响。

例A．压电材料PZT-6B和导体材料Al结合，准一阶近似的理论分析表明：轴对称界

面端0附近的奇异应力场和奇异电位移场只有一个实数应力和电位移奇异性指数，其大小

为0．023。

Z

图8压电／导体轴对称界面端
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厂
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点分布

苔节点分布，由两个分别隶属于压电材料

区域和导体材料区域的各自独立的节点分布组成：实点表示导体材料内的节点分布，空心

圆表示压电材料内的节点分布，如图9所示。两个节点分布内的插值函数是相互独立的。

位于界面上的两个节点，插值函数不同。计算时所取的万值远大于1。随着离散节点数的

增加，应力和电位移奇异性指数快速趋近于点划线表示的理论解。由特征值法分析得到的

位移角函数、电势角函数、应力和电位移角函数分布如图10、图11、图12和图13所示，

并研究了尺寸效应对界面端奇异行为的影响，如图14所示。
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角坐标目

图10归一化的位移角函数
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角坐标口

图12归一化的应力角函数
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图13归一化的电位移角函数

2 4 8 16 32 64 128 256

6=d／r

图14尺寸效应参数艿对奇异行为的影响

径向尺寸与奇异性支配区域大小的比值占变化时，轴对称界面端的应力和电位移奇异

性的强弱和阶次也随之变化。对于图8所示的压电／导体结合材料轴对称界面端模型，尺

寸效应参数万与奇异性指数(1一s)的关系曲线如图14所示，当1<万≤4．3时，奇异应力场

42
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和奇异电位移场有两重实数奇异性，较强的一个在万=4．3时有最大值0．499。当万>4．3时，

只有一个实数应力和电位移奇异性，且随着万的增大(1—5)逐渐增大并最终趋近于理论解

O．023。

4．4压电／压电结合材料

压电／压电结合材料轴对称界面端模型也采用图8所示的模型(图8的导体材料改变

为压电材料)，轴对称界面端模型的无网格节点分布，由两个隶属于两种不同压电材料区

域的各自独立的节点分布组成。两个节点分布内的插值函数是相互独立的。位于界面上的

两个节点的插值函数不同。计算时所取的万的值远大于1。随着离散节点数的增加，应力

和电位移奇异性指数快速趋近于点划线表示的理论解。下面用一个例子分别验证文中提出

的基于一阶近似的特征值法对求解压电／压电轴对称界面端应力和电位移奇异性指数的有

效性，并分析尺寸效应参数万对界面端应力和电位移奇异行为的影响。

例B．压电材料CdSe和PZT-6B结合，准一阶近似的理论分析表明：轴对称界面端D附

近的奇异应力场和奇异电位移场只有一个实数应力和电位移奇异性指数，其大小为0．072。

计算时所取的占值远大于1。随着离散节点数的增加，应力和电位移奇异性指数快速趋近

于点划线表示的理论解。由特征值法分析得到的位移角函数、电势角函数、应力和电位移

角函数分布如图15、图16、图17和图18所示，并研究了尺寸效应对界面端奇异行为的

影响，如图19所示。

角坐标口

图15 h，儿口Y，吐侈用嘲放
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图16归一化的电势角函数

角坐标p

图17归一化的应力角函数
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图19尺寸效应参数万对奇异行为的影响

径向尺寸与奇异性支配区域大小的比值万变化时，轴对称界面端的应力和电位移奇异

性的强弱和阶次也随之变化。对于图8所示(看为压电／压电结合材料)轴对称界面端模

型，尺寸效应参数万与奇异性指数(1一s)的关系曲线如图19所示，当1<占≤8．1 5时，奇异
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应力场和奇异电位移场有两重实数奇异性，较强的一个在万=8．15时有最大值O．499。当

艿>8．15时，只有一个实数应力和电位移奇异性，且随着占的增大(1一s)逐渐增大，最终趋

近于理论解0．072。

4．5小结

本章建立了各向同性弹性结合材料轴对称界面端奇异点附近的奇异应力场，压电／导

体结合材料及压电／压电结合材料轴对称界面端奇异点附近的奇异应力场和奇异电位移场

的具体算例。数值求解得到各向同性弹性结合材料轴对称界面端的应力奇异性指数及相应

的角函数、压电／导体结合材料和压电／压电结合材料轴对称界面端的应力和电位移奇异性

指数及相应的角函数。

本章还研究了尺寸效应对各向同性弹性结合材料界面端应力奇异行为的影响及压电／

导体结合材料、压电／压电结合材料界面端应力和电位移奇异行为的影响。



题，本文提出了

压电／导体及压

主要工作和成

1．基于各向同性弹性材料、压电／导体结合材料和压电／压电结合材料空间轴对称问题

的基本方程和一阶近似假设，利用分离变量形式的位移和电势函数，分析了具有任意界面

角和结合角的各向同性弹性结合材料、压电／导体结合材料及压电／压电结合材料轴对称界

面端问题，导出了关于应力和电位移奇异性指数及应力和电位移角函数的奇异性特征方

程，并用无网格方法对其进行了数值离散。求解离散化的特征方程，可以得到各向同性弹

性结合材料轴对称界面端的各阶应力奇异性指数及相应的角函数、压电／导体结合材料和

压电／压电结合材料轴对称界面端的各阶应力和电位移奇异性指数、相应的位移和电势角

函数、及应力和电位移角函数。

2．用三个具体的算例分别验证文中提出的基于一阶近似的特征值法对求解各向同性

结合材料轴对称界面端的应力奇异性指数、压电／导体结合材料及压电／压电结合材料轴对

称界面端的应力和电位移奇异性指数的有效性，并分析了尺寸效应参数占对结合材料轴对

称界面端的奇异行为的影响。

5．2展望

1．本文的一阶近似特征值法，可以确定各向同性弹性结合材料轴对称界面端的应力奇

异性指数，及相应的角函数。也可以确定压电／导体结合材料和横观各向同性压电／压电结

合材料轴对称界面端的各阶应力和电位移奇异性指数及相应的角函数。

2．在本文研究的基础上，可以进一步探讨数值求解各向异性材料和压电材料界面端的

应力奇异行为的方法。

3．关于尺寸效应的影响，本文只讨论了应力和电位移奇异性指数的变换，没有涉及相

应的角函数。另外对于尺寸效应的研究文献比较少，本文的结果有待于进一步的对比。
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