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摘要

关于直线构形的织不变量

摘要

本文研究了直线构形的么不变量，主要包括两部分内容：仿射平面上

直线构形的识不变量的计算及直线分类和一类特殊平面直线构形的特征

多项式的计算。

首先，文章研究了仿射平面上不多于6条直线的构形的么不变量。结

合具体的理论知识，运用元素编号法和矩阵求秩法，得到了么不变量的通

用算法。另外，通过算法分析、理论证明以及编程计算，将这些直线构形

根据织不变量的值进行了分类。3条直线的平面构形分为3类；4条直线的

平面构形分为5类；5条直线的平面构形分为8类；6条直线的平面构形分为

13类。接着对于特殊的直线构形，包括平面完全图构形的么不变量进行证

一明推导，得到通用的计算公式。

其次，利用已有的Whitney定理，文章研究了三维空间平面构形的特征

多项式。针对特殊的平面完全图构形的特征多项式，经过证明推导给出了

其特征多项式的计算公式。

关键字：直线构形，特征多项式，OS代数，诲不变量，完全图构形
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摘要

织INVARIANT OF LINEAR ARRANGEMENTS

ABSTRACT

In this paper,we mainly consider the invariant九of linear arrangements．

This thesis consists of two parts：the computation for invariant织of the

affine plane linear arrangements and the characteristic polynomials of a class

ofthe linear arrangements．

In the first part，the invariant九of the linear arrangements with up to 6

lines in affine plane have been studied．Through the algorithm analysis，

theoretical proof and programming calculation，we obtained the generic

algorithms for the invariant红and a classification of these arrangements

according to the value of珐．Three lines planar configuration is divided

into three categories，four lines planar configuration is divided into

5 categories．five‘ines planar confi uration’tivided。nto 8 cate；priesand5categorles live lines planar conngurataon lS OlVlaea into categories,ana，

‘lines planar configuration’divided into 1 3 care pries．ThenweSlXlines planar contlguratlon IS 1 categories 1 nen●

researched some nice examples with special properties，and provided a proof

of the common formula for the invariant珐．

In the second part，based on the Whitney Theorem，the paper studied the

characteristic polynomials for the three—dimensional arrangements．

Furthermore，we considered the computation of characteristic polynomials for

a special planar complete graph arrangement and obtain the computing

III
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formula．

KEYWORDS：linear arrangement，characteristic polynomial，Orlik．Solomon

algebra，invariant矽3，complete graph arrangement

IV



目录

目录

第一章概述⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．1

1．1研究的背景⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．1

1．2本文主要内容⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯4

第二章直线构形织不变量的计算⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．5

2．1预备知识⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．5

2．2直线构形⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．6

2．3直线构形的不变量⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．7

2．3．1珐不变量的算法描述⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．8

2．3．2平面条数不多于6的直线构形的绣分类⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．13

第三章几类特殊的直线构形的织不变量⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．25

3．1简单直线构形的红不变量⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．25

3．2计算K一完全图的珐不变量⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．27
3．2．1 K-完全图的定义说明⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯27

3．2．2计算K．完全图构形霹的维数⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．27
3．2．3 U完全图举例说明⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．28

第四章射影平面上特殊直线构形的特征多项式⋯⋯⋯．．．．⋯⋯⋯．．3l

4．1三维空间中特征多项式的算法⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯3l

4．2特殊直线构形的特征多项式⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．31

4．2．1特殊平面直线构形⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．31

4．2．2计算结果⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．32

参考文献⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．35

V



北京化T人学硕I：学位论文

附 录⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．43

致 谢⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．43

研究成果及发表的学术论文⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯45

Vl



日录

C ontents

Chapter 1 Introduction．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．1

1．1 Background．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．-．．．．．．．．．．．1

1．2 Research．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．4

Chapter 2 Algorithms for lnvariant织⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．5

2．1 Prerequisite Knowledge⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯5
2．2 Linear Arrangements．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．6

2．3绝for LinearArrangements⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯7
2．3．1 Algorithms for Invariant痧3．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．8

2．3．2 Classfication of Linear Arrangements with up to 6 Lines⋯⋯⋯⋯⋯⋯．1 3

Chapter 3 lnvariant矽3 for specific Linear Arrangements．．．．．．．．．．．．．．．25

3．1 Simple LinearArrangements．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．25

3．2 Invariant矽3 for K-complete graph⋯⋯⋯．．。⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯27
3．2．1 K-complete graph．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．27

3．2．2￡for K-complete graph⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．27
3．2．3 Example ofK-complete graph．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．28

Chapter 4 Characteristic Polynomial for Linear Arrangements．．．．．．．．3 l

4．1 Algorithms inThree—dimensional Space⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．3l
4．2 Particular LinearArrangements．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．31
4．2．1 Definition⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．31

4．2．2 Conclusion⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯32

VU



北京化T火学硕l：学位论文

References⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯35

Appendix．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．，．．．．．37

Thanks⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯43

VIli



符号说明

实数域

复数域

实数域或复数域 ．

超平面构形

构形A的特征多项式

构形么的Poincare多项式

直线构形的标识，表示该构形有吃个2重

点，豫个3重点⋯

无破圈

构形A的理想

构形4的Orlik．Solomon代数

构形A的唬不变量

IX

舀

力

吩

～

D

、

4

4

K

K

们

沁

，L，L

，．

I

，一

‘L

R

c

K

～

肌帆

阴

敝

㈣

哪
九



北京化T人学硕．1：学位论文

X



第一章概述

1．1研究的背景

第一章概述

超平面构形近的研究，兴起于20世纪70年代，最初起源于一个有趣的关于“切

馅饼”的初等数学问题。该问题的具体描述如下：一刀把馅饼切为两块，两刀最多切

成四块，那么切更多刀的话最多能将馅饼分为多少块?其后，超平面构形慢慢发展成

为--I'-J综合了代数、拓扑、组合、分析等学科的交叉学科。30年来受到国际上的广泛

关注，诸如特殊构形及其拓扑性质、特征多项式、庞卡莱多项式、超可解性、OS代

数等领域成为众多学者研究的热点。其中，R P．Stanly、M．Falk、E Oflik、L．Solomon、

H．Terao、H S．White等在这些方面做出了重大贡削№】。另外，近年来在国内也有一

些关于特殊构形，包括混杂构形、类自由构形、直线构形、轮换图构形等方面的研究

【9·13]
a

回顾超平面构形的历史，早在1943年【14】，J L．Woodbridge就提出“切n刀后的

馅饼最多有尘±丛芝型块”，这个结论可以用数学归纳猜想的方法证明。对该结
论做类似推广，可以得到这样的结果：平面上的n个点可以将1条直线最多分为n+l

部分，n条直线可以将一平面最多分为l+刀+f刀1个部分，n个平面可以将一个空问最
L2／

多分为1+肘㈢+㈦个部分。另外，L．s蝴ni还得到了腓馅饼经过n爪超平面的

分割所得的最多块数为l+刀+(兰]+(兰]+⋯+(三)。需要说明的是，为了使得分得的块
数最多，需要对这n个超平面加以限制。即：这些超平面满足，任何两个平面交与一

条公共直线，且这些直线是互异的；任何三个平面交与一个公共点，且这些交点是互

异的f141。由此开始，超平面构形受到了研究者们越来越多的关注。1975年，Zaslavsky

通过定义超平面元素构形中平面的非空交集L上的偏序关系，利用莫比乌斯函数完成

了L的特征多项式和庞卡莱多项式的定义。此后，更多的工具被用于超平面构形的研

究，并为该领域的研究工作奠定了坚实的理论基础。

首先给出超平面构形的定义【l】【141。设域K为实数域酞或复数域C，y为K上的，l



北京化T人学硕l：学位论文

维向量，取定一组基q，吃，．．．，巳后，则K”中任一向量v可惟一表示为

归(五，恐9．．-9％)∈K”。我们将集合肚{(五，x2，．，．，％)∈∥la,x,+a2x2+．．，卜％毛而)称为矿中

的一个超平面，并且将矿中有限个超平面的集合称为超平面构形，可以记为

A={q，⋯，风}。另外，如果构形4中的所有超平面的交非空，则称此构形是中心构

形，否则称为非中心构形。

超平面构形由其定义多项式唯一确定，一些特殊的构形具有代表性的研究意义。

主要包括以下几类：布尔构形(Boole Arrangement)、辫构形(Braid Arrangement)、

时俭益构形(ShiArrangement)、一般位置构形(General positionArrangement)等等，

它们的定义多项式分别为：

Boole构形：Q(以)=五屯⋯吒

Braid构形：Q(A)=兀(薯一t)
I<i<j<n

Shi构形：Q(4)=FI(薯一_)(‘一_一1)
ls，<／s打

一般位置构形：Q(4)=(五一t)(％-xO⋯(吒一。一％)(吒一五)

对于这些特殊的构形，其几何、拓扑性质都具有明显统一的特征【l】【1 51。

从具有特殊性质的构形入手研究，有助于发现构形的普遍性质，若加以深入推广

研究，可以得到很好的结果。另外，由于超平面构形的理论研究极其复杂，没有统一

成熟的方法和体系，这种出浅入深、由简到繁的方式为学者们提供了一个很好的研究

途径。本文中的部分研究也借助了这样的方法。

下面介绍关于超平面构形的理论基础知识。

我们将构形A中所有元素的非空交的集合记为L=￡(A)，并且利用反包含定义￡

上的偏序关系如下：X<Y§XD_Y，其中X，YeL(A)。显然，此偏序关系满足自反性、

对称性和传递性。对于任意两个构形4、召，若存在保序双射伊：三(A)一三(召)，则称

构形4和构形召是L一等价的。

定义L(A)上的秩函数为相应元素的余维数，假设构形4的维数为，．则可以得到：

r(X)=eodim(X)=，一dim X，其中x∈L(A)。也可以等价解释为：r(x)表示使得

X=红，nE：n⋯n玩成立的最少超平面的个数。显然，r(Y)=0，，．(日)=1。若元素

2
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日的秩为l，则称该元素为原子。

接下来定义L(A)上的交为：X^】，=n{Z：Z∈三(4)，XUYc_Z)；如果xNY≠囝，则

定义并为：Xv Y=xN Y。设L≠≯，对于啷、Y∈厶均Ⅸv Y，X^Y∈L，则称￡是格。

为了定义构形的特征多项式和庞卡莱多项式，我们先给出￡(4)上M6bius函数如

F：

I a(x，x)=1， x∈￡(A)

∥(x，】，)={∑∥(彳，z)=0’X，Y，Z E L(A)_kX<】厂
【x_g∥(x，】，)=G 其他

定义∥(X)=∥(0，X)，则∥(0)=l。

定义构形4的特征多项式为x(A，f户∑ju(X)tm岖朋。例如：对于特殊的Boolc
XE￡(■l

构形的特征多项式为x(A，f户∑(一1)r(X)tm州朋。
x∈￡(=4)

特征多项式为研究超平面的拓扑性质提供了一个很好的工具，通过它可以得出一

个构形将其所在超平面分割出的区域数以及相对有界区域数。具体结果如下：定义

厂(4)=(一1)”Z^(一1)，b(A)=(一1)”以‘』’Z4(1)，则，(4)表示构形4将其所在

空间分割出的区域数，而6(么)表示其中相对有界的区域数目。

定义构形4的Poincare多项式为万(4，t)=∑∥(x)(一f)7‘朋。
x五孤)

关于平面上直线构形的研究情况如下【161。

在直线构形的研究领域中，一个备受关注的重要问题是，在给定仿射平面上及L

等价的意义下，究竟有多少种直线构形，即如何给出一个L等价的分类。当然，前人

已经得到了一定的结果。在文献[16】中，D．Garber,D．Teicher，M．Vishne给出了射影平

面上不多于8条直线的构形，由此我们可以作出射影平面上不多于8条直线的构形。在

参考文献[8】中，详细介绍了仿射与射影的区别与联系。根据相关理论，我们可以将射

影平面上的构形转化为仿射平面上的构形。具体方法为：对射影平面内的某个n+1(n≤7)

条直线的构形，取定其中一条直线作为无穷远直线，去掉该直线，并将其余的直线都

看作有穷远直线，这样就得到了仿射平面中n条直线的构形。

关于超平面构形4的拓扑不变量珐的定义如下：根据有理同伦理论，

缟=rank(G2／G3)，其中G是构形4的余集的基本群，并且G=Go 2 Gl≥⋯是G的下．
中心序列。
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由参考文献[3]n-Ill，识的计算公式为：

伴㈦)-n．w2+dim(嘲)
手工计算平面直线构形的工作量大，并且随着直线数目的增多，人为计算几乎不

可实现。因此，本文中研究了针对平面直线构形的拓扑不变量珐的具体算法，并利用

matlab进行了实现。其他的研究人员只需输入直线构形各条直线的方程系数，即可方

便得到其么不变量。在这个基础上可以进一步研究构形的拓扑性质，最简单直接的应

用之一便是根据此结果对平面直线构形进行分类。

另外，关于织不变量的研究，前人也得到了一定结果。张曦等人曾证明【lo】：在所+1

个顶点的平面轮式图构形中，计算织不变量时有织=2m。

另外，数学家Whitney曾给出了一个定理来求解构形的特征多项式【l】，具体内容

如下：设4为n维向量空间中的构形，则

z 4(f)= ∑ (一1)邶t⋯彻懈’

尽为中心构形

在三维空间中，该公式可以进一步的简化。因此，我们想到从一些特殊的平面直线构

形入手，分析其特征多项式并给出推广证明。

1．2本文主要内容

本文内容主要分为三部分。

在第二章里我们首先介绍了直线构形、Orlik．Solomon代数和织不变量的基本知

识，接着通过详细的分析，给出了么不变量的算法，通过matlab编程实现，主要包括

元素编号法和矩阵求秩法。并在此基础上，对不多于6条直线的平面构形计算了相应

的么不变量，进而进行了分类。

在第三章里我们分析了几类特殊的直线构形，根据拓扑性质的特殊性，对其破不

变量进行了归纳计算。另外，根据k-完全图直线构形的独特拓扑结构，进一步计算了

k-完全图的么不变量，并给出了具体的例子说明。

在第四章里我们首先根据Whitney定理描述了三维空间中构形的特征多项式的算

法，接下来选取了一类特殊的平面直线构形，即k一完全图直线构形，计算了其特征多

项式并进行了推广证明。
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2．1预备知识

第二章直线构形红不变量的计算

本论文的理论研究基础，除了在背景知识中提到的超平面构形、偏序集、M6bius

函数、特征多项式等基本概念，还包括以下的部分，主要包括：外代数、Orlik—Solomon

代数、圈、破圈、NBC基以及唬不变量掣11‘61。

首先介绍外代数的概念，设A={q，皿，⋯，见)是数域K上的一个超平面构形，

取E，Hz，⋯，一为其中的p个超平面，并且|||C是一个交换环，则定义巨2恩／Ce．，

E=E(月)=^(巨)是巨的外代数。巨的所有基由元素％生成，且有％2=o，

％％=一％％，日，K∈4。由于代数E是分次的，若14l=刀，贝．IJ E=壹‘。此处昂=庀，
且巨=恩ICe．。若简记P一=q(1≤f≤以)，则可得到结果互2。曼。k，t 2．s2；。ICe,e／，

⋯，E=1Cedez⋯巳，由此可推得E 2 2廓=E0@E,o⋯o E。

定义orlik．Solomon代数，记线性映射为：0￡=0：Ep专E川，其中01=0，％=1，

且对于p≥2，a(％。⋯eH，)=∑(一1)扣1eH。⋯‰⋯％，。给定超平面的p元组，

s=(H．，H2，⋯，Hp)，ISI=p，es=‰％⋯气∈E。如果厂(ns)--Isl=p，则称s是无

关的。如果As≠矽且r(nS)<P，则称S是相关的。如果对于任意1≤k≤P，超平面P-1

元组(q，⋯，反，⋯，以)是无关的，则称s是极小相关的。令，=，(E)表示E的理想，

且，由{％lns=刃u{织l醍相关的超平面组)生成。由于，是由齐次元素生成的，若令

Ip=，nq，则可得，=垒(，n乓)。从而我们称商E／』为odik-s。lomon代数，一般简
记为os(A)或者OS。

接下来定义线性序关系“I<”：E<q§i<／。对于p元组S=(日。，哎，⋯，Hp)．

如果满足H。一<哆<⋯_<Hp，则称该P元组是标准型，并且记删为该线性序下的
最大元。
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如果P元组S=(HI，4，⋯，Hn)是极小相关的，则称S是一个圈。如果3H∈A使

得MaxS_<H且(S，日)是一个幽，则称S是一个破圈。因此，每个破圈都司以通过删

去某个圈S的最大元MaxS得到。

定义瓦一模C=o c。，其中C0=足，C。=(es∈Els是标准P元组且不包含任何
n≥n

， ”
r 、

破圈)为自由庀一模(p≥1)。从而可以得到集合鲰∈Els是标准p元组且不包含任何

破圈)是OS作为一个分次疋一模的基，称为NBC基，也称为无破圈基。

最后给出绣不变量的定义，根据前面的相关介绍，对于超平面构形4，称

os(Jt)=E／I为4的Orlik—Solomon代数。若考虑映射f：E1@，2专E3，定义

织(4)=dim(ker(f))，它是构形A的拓扑不变量，并且也是代数伽(一4)的不变量。由

文献[3】可知，其计算公式如下：

伴㈣-n"w2+dim(OS；)

其中嘲2多磊，w2
2 dim OS2(A)为A的第二个whitncy数，即所有秩为2的NBc基

的个数。另外，关于F的详细解释参见2．3节。

2．2直线构形

首先给出仿射平面上直线构形的定义。对于仿射平面上有限条直线的集合构成的

直线构形4，将其标记为I 2电3b⋯l，其中的n。表示k条直线相交的点的个数。举

例说明：构形4由5条直线构成，其中的2条直线相交于一点的有四种情况，4条相

交于一点有一种情况，则该构形的标识可记作【24 41】。另外，如果经过某点的直线仅

有两条，则称该点为简单点，其他的点称为重点，如果经过某重点的直线有k条，则

称该点为k重点。因此，n，是直线构形中简单点的个数，n。是k重点个数。

为了得到给定仿射平面上直线构形的苁不变量的计算，我们首先应该对这些直线

构形进行L等价的分类。根据文献[161qb的内容，可以作出射影平面上不多于8条直

线的构形图形。另外，根据将射影平面上的构形转化为仿射平面中的构形的方法，我

们得到了仿射平面上不多于7条直线的构形。具体情形如下：在仿射平面上，2条直

线有2种构形，3条直线有4种构形，4条直线有8种构形，5条直线有17种构形，6
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条直线有56种构形，7条直线有185种构形。考虑到7条直线的构形比较多，不便于

展示，我们只展示了仿射平面上3到6条直线的构形。

2．3直线构形的织不变量

如果要计算绝不变量，需要对公式中的各分I贝进仃讦细分机。

纠㈦-n．w2+dim(OS3)
首先对D爰进行分析说明。

由相关的定义可知：蜒=％：，从而得到：

dimOS；=dim(E／12)3=dimE3-diml23

其中dim E3=(：]可以直接计算，为了讨论dimE的计算，先给出￡的定义。
在非中心直线构形中，根据定义有：

，2 i‰lq n也=≯)u{魄办^l{乜，也，％)相关}

也可以记为如下的形式：

，2=({％Is={‘，之)c【，z】，乜n％=矽))u{鲰Is={工，五，五}c【托】，Hjl n乜F1H矗≠矽}

另外，厶=，2·E={∑乞^勺l e,∈E，勺∈，2}，且E=(，2·E)3是厶的三次分支。从而得

到，dimI；=dim(12·E)，该维数等于向量组{乞·％l e,∈E1，乜r'lH如=痧}

u{巳·屯舶l咚∈E1巩n乜n％≠≯)作为∥中极大线性无关组的基数。

根据具体的情形，露的生成元分为了三部分：

(1)马={咚(气气)l以n％=矽，s∈【，z】)

(2)C3={乞a(气气气)l‰n也n气≠矽，s∈{五，五，五))
不妨设：s=五，则有乞吆办矗=乞a(气％气)=色气％一色气气+乞巳％=气％％

从而可得：G={气％气1％n也n％≠≯}
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(3)B={乞a(气％气)l^n也n％≠矽，s∈【，z】＼{石，五，五)}，其中外积的计算结果
÷为：esae¨出=epoj|iej-j、=epj-jI-e,ej,％+e#j譬jl

记曰，C，D分别是色，G，D，生成的子空间B=(马)，c=(G)，D=(D，)

则可以得到：diml23=dim(B+c+D)

上述推导为后续的算法提供了理论基础。

本节的内容分为两部分：首先给出了的么不变量的具体算法，接下来计算了仿射

平面上3到6条直线的构形的织不变量，并给出了相应的分类结果。

2．3．1织不变量的算法描述

对于皿7中的非中心构形，计算织的算法说明如下。

设4为非中心超平面构形，其中超平面的个数为n。为了计算苁不变量，首先我

们对于』；的生成元证明了一些结论。

2．3．1．1关于E的一些说明

E的生成元分为了三部分：岛，C3，D，，记B，C，D分别是忍，G，D，生成的子空间

B=(岛)，c=(C3)，D=(D，)。以下证明对于平面直线构形，当每条直线上仅包含一个

3重点的时候，有BFIc={o}，曰nD={吣，但是cnD不一定是零子空间。

用反证法证明如下，假定dim(B)=码，dim(C)=扰：。另外，为了加以区分，我们

将B，c的基元素分别记为：{气气气}和{气％气) 若Bnc≠{0}，则j口∈Bn C。

则由于a∈曰，所以j口f，f=1，⋯，％，q不全为o，使得口鼍艺q(气气气)

又因为口∈c，所以]包，j=l，⋯，鸭，b不全为o，使得口=∑岛(气气气)
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=>∑ml q(气气气)=羔岛(气气气)，
i=1 j=l

从而有兰q(气气气)一芝乞(气气％)：o
i=1 j=m

由B，C的生成元马，G的定义可知，当每条直线上仅包含一个3重点时有忍nC3=矽

因此可得：口，=o，i=1，⋯，聊．；也=o，／=1，⋯，m：≥口=o，从而证明：BN C={0}

另外，子空间D的生成元为

D3={e,ej ej,-e,ej ej,+乞气气l J∈【甩】，且上0 n月l n蚝≠矽)

假定dim(B)=，，lI，dim(D)=m,。将B，D的基元素分别记为：{％气气}和{气％气}

若BAD≠{o)，则j∥∈BAD。

则由于∥∈B，所以了q，f=1，⋯，％，c，不全为o，使得∥=芝q(g，气气)

又因为∥∈D，所以j吃，j=l，⋯，m3，d／不全为o，使得∥=∑办(气气气)

≥艺cj(气气气)：窆嘭(气气气)，从而有芝q(气气气)一∑m2嘭(气％气)=o
J_l J2I J-l ，2I

由B，D的生成元马，皿的定义可知，当每条直线上仅包含一个3重点时有色nB=矽。

因此可得：cf=o，i=l，⋯，m。；d／=o，J=1，⋯，m3≥∥=o，从而证明：BND={0}

为了证明CND不一定是零子空间，我们只需找出一个元素y满足7∈CN D即

可。

设二维平面匕的直线构形如下图所示：

图2-1平面直线构形

Fig．2-1 plane line arrangement

图2-2平面直线构形

Fig．2-2 plane line arrangement

在图2-1的5直线非中心构形中，则由相关定义可得，此时：

岛=矽，C3={ele2e3，ele2e4，ele3e4，e：3e4)
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B={耐q％)，耐q％)，耐qe：e4)，酬q色吃)，酬q％)，鲥q蛹)，qa(色鲡)，耐呸编)}

2{￡址一％3+∈瑟，弓12一∈扔+∈扬，弓12一弓14+∈h，弓12一岛14+f姒，e2n—ezl4+芒奴，

弓13一弓14+∈妊，q乃一q24+q34，em一芒扬+∈缸j

q24+ez34∈CAD，所以可得：CAD不一定是零子空间

再看图2．2的4直线中心构形中，由相关定义可得，此时：

马=矽，C3={eIe2e3，eleze4，elese4，ezese4)

D3={气a(q吃巳)，巳a(q乞白)，乞a(q巳匕)，qa(吃巳气)}

={％12一e413+e423，巳12一巳14+巳24，吃13一屹14+％4，e123-e124+q34}

D的生成元均可由C的生成元线性表示，故此时有：CnD=D．cUD=C

从而原结论得以证明。

2．3．1．2九不变量的程序算法说明

根据文献[3]，以不变量的公式为：

惮㈣-n．w2+dim(OS；)
其算法说明分为以下几部分。

(1)平行的两平面的计算

设q∈4的定义多项式为Oti=ailXl+⋯+吒颤，从而得到一般构形么的定义矩阵

为：

A=

从彳中取出两行，如‘，如行，比较相应的系数矩阵和增广矩阵的秩，若‘，之线性相关

即为平行元素，记下此时的序号(‘，之)。遍历所有二元组，得到构形4的所有平行元

素，存储在LB中：
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皿=[蚓
并且记￡召有陋口l=％行，两列。

(^，五，五)，遍历所有三元组，得到构形A的所有步长为3的极小圈，存储在三c ep．

肚卜气]
并且记三c有lC3l=％行，三列。

中的基比较后，即可得到NBC基。具体步骤如下：勺代表了E2中的所有元，其中

l<isj≤玎。将每一个勺都与BC中所有元比较，若不相同，则说明此元为NBC基，

且彻C基的个数加一。遍历完成所得NBC基个数即为呓。

由相关证明可得：dimI；=dim(B+C+D)。为了计算各个子空间的维数，需要求

解马U C3UD，作为F中极大线性无关组的基数。这里采用的方法是以E3的顺序基为

标准基底，分别求出E的生成元对应的坐标向量，并计算这些向量所组成的矩阵M

的秩，从而得到dim霹=rank(M)。

根据dimE3=q，定义E3的顺序标准基底为：

q乞巳，巳乞气，⋯，q吃巳，q巳白，⋯，q巳巳，⋯，乞巳气，⋯，乞乞巳，吃气巳，⋯，巳一2e．一l％，

将生成元％转换为1×《的向量写入矩阵M，映射方法为：
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loca(ijk)

％寸(o⋯o o o⋯o(一1)州砌o⋯o o o⋯o)
(批)

’

其中loca(ijk)和num(ijk)l拘计算方法如下：

由于上述的标准基底的下标是从小到大顺序排列的，所以需要将‰(i≠J≠k)

经过一定次数的轮换使得驰一l：oJoko Oo<矗<ko)，此时nlⅡn(ijk)表示经过的轮换的次

数，则对应分量为(一1)”州川，‰在该行向量中的位置即为Pfo矗b对应的位置。另外，

若出现下标重复的情况，即不满足i≠J≠k，此时对应分量为0。举例说明：当

n=5，q=10，基元素的标准排列为：

et乞巳，eIe2e4,q吃％，e,e3e4,et巳巳,ere4e5，e2巳‰，乞白吃，e2巳g，es气龟

对于基元素气％q，num(e,51)=2，loca(e451)=loca(e145)=6，从而对应的行向量为：

(0 0 0 0 0 1 0 0 0 0)。

接下来计算dim(曰+c+D)

子空间B的基元组为：B={巳(气ef2)1％n心=≯，s∈【玎】)，g与(efl，气)譬外积在
E3中的分量为(一1)“”‘啪’，对应位置为zDc口(s‘之)，其余位置上的对应分量均为0。这

样就完成了一个向量的写入。如下所示：

loca(sili2)

(0⋯0 0 0⋯0(一1)神娩’0⋯0 0 0⋯0)
(J‘之)

对每一对互相平行的平面都遍历所有的乞∈E1作外积得到一系列的行向量，共．nxma

个。把这些向量的坐标作为行向量得一矩阵M占，咒×嵋行，dimE3列。

子空间C+D的生成元集合如下所示：

C3 u D3={巳a(气气气)l乜n％n％≠矽，五，五，五，s∈印】)
取巳∈E1与吆触∈，2，屯舶中一共有三项(％，气)、(气，气)和(气，气)，乞分别与



第二章直线构形织不变量的计算

其作外积。其中乞与(气，气)作外积所得分量为(一1)盯姗∽剐，位置为，Dc口k以)；和巳

与(气，气)作外积所得分量为(一1)一‘硝纠，位置为，o∞‰五)；，(eA，气)作外积所得

分量为(一1)‘+删”‘虢川，位置为，Dc口(硝以)；其余位置上的对应分量均为0。这样就完成了

一个向量的写入。如下所示：

toca(sAA) ，Dcn(甄五)toca(sj,A)

(0⋯0(一1)”Ⅲ‘观矗’0⋯0(一1)“m‘砚矗卜1 0⋯0(一1)“m‘硝止’0⋯0)
(晚五) (瓯六) (瓯五)

对每一个长度为3的极小圈都遍历所有的巳∈E1作外积得到一系列向量，共．nxm2个。

把这些向量的坐标作为行向量得一矩阵收+D，聆×鸭行，dimE3列。将两个矩阵M口

心+D合并后记为MB+c+D，计算矩阵％+c+D的秩，即得：

dim E=dim(B+c+D)=rank(^，占+c+D)。

另外，根据前面推导的公式可得：

么=2(刀；1)-n．wz+dim(OS；)=2(刀；1)-n．w2+dimE3-dim￡
=2㈥一％+㈢一(‰+D)

2．3．2平面条数不多于6的直线构形的唬分类

根据已有的相关理论和方法，我们得到了仿射平面上不多于6条直线的构形。构

形的分布情况如下：2条直线的情形有2种，3条直线的情形有4种，4条直线的情形

有8种，5条直线的情形有17种，6条直线的情形有56种。

另外，我们依据上述的算法描述，通过matlab编程计算，得到了仿射平面上不多

于6条直线的构形的￡的维数以及么不变量，并根据计算结果进行了进一步分类，得

到了如下的结论：3条直线的平面构形分为3类；4条直线的平面构形分为5类；5

条直线的平面构形分为8类；6条直线的平面构形分为13类。

具体的计算结果说明如下：每个图下面的第一行表示图的标识，第二行表示图的

编号，第三行表示图的F的维数，第四行表示伤的值，最后一行表示么不变量的值。

后面的两个表则表示各直线构形的分类情况。

13
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仿射平面上3条直线的构形：(4)

c02=0

织=8

c02=2

绣=2

图形 维数

坞 Dim(123)==0

％ 心 心 Dim(123)=1

仿射平面上4条直线的构形：(8)

％

dim(I；)=4
c02
2 0
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九=8

＼ ／
／ ＼

．／ ＼

【2 331】

[2 3】
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第二章直线构形织不变量的计算

ra2=4 c02=5 c02
2 3 c02

2 6

办=4 九=2 唬=8 珐20

图形 维数 图形 识不变量

魄 Dim(I；)==0 蚝 0

％ 蚝 2

心 心 DilIl(E)=2
坞 吩 4

嵋 ％ 坞 鸭 吻 Dim(I；)=4 屹 屿 8

材1
20

仿射平面上5条直线的构形：(17)

／ 、

／ l
／ l
／ I
／ {
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4
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1’、
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珐=4
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第一二章直线构形苁小变量的计算

图形 维数

th2 Dim(E)=0

嵋o ／'／15 DilIl(E)=3

蚝 “lI 甜16一I “16-2 Dim(123)==6

蝴 铂4 Dim(￡)=7

％ 坞 Dim(123)==9

甜l吻 屹 鸭 ％ u13 Dim(123)=10

仿射平面上6条直线的构形：(56)

％
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第一二章直线构形么小变量的计算

【2 33 4】

u2t
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第二章直线构彤织小变量的计算

dim(I；)=8
c02=13

唬=4

dim(I；)=8
c02=13

死=4

图形 维数

1123 Dim(E)=0

％6／"／24 Dim(／23)=4

魄 Dim(E)=6
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第三章几类特殊的直线构形的疙不变量

第三章几类特殊的直线构形的织不变量

对于平面上几类特殊的直线构形，我们可以根据其拓扑性质的特殊性证明缟不变

量的计算公式。另外，我们考虑了特殊的完全图构形的情形。具体的分析过程如下。

3．1简单直线构形的么不变量

(1)所有的直线都平行

l

2

l卜1

n

图3-1平面直线构形

Fig．3-1 plane line arrangement

在这种情形下，容易得到：

引1 c={o}，曰nD={o}，I马I=q，C3=矽，B=矽，w2=o，dim(E)=q，可以得到结果为：

唬=2(刀；1)-n．wz+dim(OS；)=2(咒；1)-n．w2+dim矿一dimE
=2(n；1)+(兰)-(：]=2(万；1)

(2)所有的直线相交于一点

3

2

图3-2平面直线构形

Fig．3-2 plane line arrangement

在这种情形下，B=≯，w2=n-1，dim(I；)=C3．



可以得到结果为：

北京化丁人学硕Ij学位论文

一，l·w2+dimE3-dimll

(3)n．1条直线平行，第n条直线与前n—l条直线均相交

在这

w2
2

图3-3平面直线构形

Fig．3-3 plane line arrangement

种情形下， Bnc--{o}，B ND={o)，IB3l=C，C3=矽，D3=≯

n-I，dim(1；)：C．3，可以得到结果为：’

一胛·w2+dimE3-dimI；

(4)n-1条直线相交于一点，第n条直线与前n．1条直线均相交

图3-4平面直线构形

Fig．3-4 plane line arrangement
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第三章几类特殊的A线构形的织不变量

在这种情形下， D3 c C3忍=矽，心=2n-3，dim(￡)=q一(刀一2)

可以得到结果为：

唬= 一n‘w2+

-n(2n-

-dimI；

)一((：]一c刀一2，]=2(刀；1]一2c刀一t)2

3．2计算k一完全图的织不变量

3．2．1 k一完全图的定义说明

对于仿射平面上的直线构形，如果有k个k—l重点，除此外任意两直线均有交点，

且都是二重简单点，则我们称该构形为k．完全图构形。根据定义可得该构形的直线条

数n为：n=四。并且该构形中2重点的个数m计算公式为：

m=《一孵一。=％¨l一后嚷。
／2

例如：当k=4时，，z=口=6，m=c磊川，，一后c之。=15—4x3=3
，2

3．2．2计算k一完全图构形E的维数

根据前向的相关结论，E的生成兀分为J『二邵分：

岛={巳(气气)I％n％=矽，s∈【咒】)

C3={ej,ej,ej,lHj,n％n以≠≯)

D3={e,O(ej,巳ej,)IHj,n-,,n-,,≠矽，s∈【以】＼{z，五，五})
记B，C，D分别是岛，C3，D，生成的子空间B=(岛)，c=(C3)，D=(D，)

则￡维数计算过程分为三部分，说明如下：

(1)由于该完全图中任意两条直线均有交点，无平行线，从而可以得到：

马={巳(气气)lq nG=矽，J∈【，z】)=矽j多={o)

矿＼兰卜p

n

+

．Ⅱ

)

d

3

l、●I，、●I／

l

1

+3

+3

玎

刀

／㈠__。●一／／，。．．一／

2

2
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(2)根据定义有：c=(G)，C3={气％％I％NHi,n气≠矽，z，五，五∈It／】}
下面说明C中生成元的个数为kx cI。⋯o

由于每个k．1重点包括k-l条直线，从中选出3条直线即得到了C的一个生成元，共

有c是，个生成元气勺：％，且它们是两两互异的。又因为该完全图中有k个k-1重点，

则可以得到：C的生成元共有kx C川3个。

(3)03={名a(气％吃)l凡n民n气≠≯，J∈[胛]＼{z，五，五))，其中外积的计算结果为：

eft％,i彘=e§k i?j譬i、=es j警h—ele j譬i、+e。ej,ei2

对于C中的每个生成元，D中增加了生成元n-3个。例如，对于气％气∈C3，D中对

应的生成元组成的集合为：Dj,办五={乞％气一巳气气+乞气气，s∈[以】＼{石，五，五})。并且，

该对应的生成元集合q．止矗的元素可以分为2部分：

(i)D1^止矗={巳％气-eAj,ej,+乞气％，J∈【疗”{_，J2，五)且H，NH^NH止NH^≠矽}

因为H，NH^NH如NH矗≠矽，则可推得g气气，乞气气，g气气∈C3，此时

(D1榭)+(q止矗)=(巳止^) 。

(ii)D2从^={气％气-eAj'％+乞气气，s∈[刀”{z，五，五}且H，NH^nH止nu矗=矽}

因此可以得到：c+D=(c3)+(D3)=(C3)+((D1，)。(D2，))=(C3)+(D2，)

并且有dim(c+D)=dim((C3)+(D2，))

综上所述：d妇(E)=dim(B+c+D)=dim((G)+(D3))

3．2．3 k-完全图举例说明

下面对于射影平面6直线组成的舢完全图举例说明。

5

3高
l状／：
殄(＼
夕

图3-5平面直线构形



第三章几类特殊的直线构彤的欢小变量

Fig．3-5 plane line arrangement

将上述图中的直线分别取为：

‘：石=0

乞：Y=0

厶：4x+3y=12

厶：4x-3y=一12

乞：x+3y=3

乇：x一3y=一3

则根据子空间B，C，D的定义分别计算其相应的维数可得：

忍={巳(气气)Iq n以=矽，s∈咖=矽

C3={气％气I％n％n％≠≯}={ele3e4，e。ese6，
记相应的矩阵表示如下：

Fo 0 0 0 l 0 0 0 0 0 0 0 0 0

l 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l 0 0 0 0
。

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

33=e,O(ej。巳：ejs)IHj．Hi2 n^≠痧，s∈【咒”{^，如，五))
={吃a(q巳气)，岛a(q巳幺)，％a(q白乞)，吃a(q咚吃)，白a(q％％)，乞a(q％气)，

e,O(e2e3e5)，气a(乞巳巳)，气a(吃巳％)，e,93(e2e4e6)，e3c3(e2eae6)，e5c3(e2e4e6)}

2{e2M—e214+e213：,e534一e514+era,e634一e614+"61s，e256一e216+"215,'356一e316+e315，

气56一‰16+"4t5，e135一en5+en3，e4．一"425+e423，e635一e625+e62s，q46一e126+e124，

es46-白26+巳：。，％拍一吃：。+岛：。}
。{一q23+q24+乞34，q35一"14s+％5，(7136一q46+吃46，-e12s+q26+e256，-ezs5+(7136+es56，

一q45+q46+e456，eq23一e125+eu5,e2：34+e245-e345，e236一％6+巳56，e124一eq26+q46，
、

一吃34+巳36+岛46，乞45+P256一e456}

记相应的矩阵表示如下：

O

0

0

1

}

0

0

0

0

冁

o

o

o

o

乞

0

0

O

O

，％

0

O

O

0

巳吃

0

0，0
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Ao=

经过计算可得：rank(ABco)=14

从而可以得到：dim(B+C+D)=14

则有：dimI；=14

另外，根据相关的算法计算可得：

哆=(主)一4=·5—4=·t
从而可以得到最终的计算结果为：

绣=2(刀；1)-n．w2+dim(OS；)=2(；)一6×，-+((雪)-t4)=t。

0

O

O

O

O●O

0

0

0

O

o

0

O

O

O

1

0

O

O

l

O

O

O

0

0

l

O

O

0

0

O

O

0

1

O

0

l

O

O

O

0

O

0

O

O

O

0

O

O

0

1

O

0

O

O

o

0

0●

O

O

O

0

O

0

0

O

0

0

0

0

0

O

0

0

0

O

0

l

O

0

0

1

O

0

O

O

O

0

O

0

l

O

l

0

0

O

0

O

0

0

O

0

O

O

O

O

l

0

O

0

O

0

O

l

O

O

o

O

O

O

O

0

O

O

O

O

O

O

O

0

0

O

o

O

0

l

O

0

O

l

0

O

O

o

O

O

0

o

O

O

0

O

O

O

0

O

l

0

l

0

O

0

O

0

0

O

O

1

0

O

o

0，0

O

0

O

O

0

O

0

O

O

O

0

0

0

0

0

O

0

O

O

l

0

0

O

O

O

o

O

O

o

0

O以0

O_0

O

0

O

o

1

O

0

O

0

O

O

O

O

l

O

O

o

O

O

O

0

O●0

O

O

0

0
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第四章射影平面上特殊直线构形的特征多项式

由于三维空间的中心构形可以射影化为射影平面上的直线构形，再根据这两种构

形的特征多项式的关系，可以直接计算三维空间中的中心构形的特征多项式。

4．1三维空间中特征多项式的算法

根据Whitney定理，构形的特征多项式的计算方法如下。

设彳为刀维向量空间中的构形，则

z 4(f)= ∑ (一1)邶t⋯删郴’
B￡A

口为中心构形

在三维向量空间中，子构形∥依次取为彳中所有的中心子构形，从而可以得到：

Z▲O)=t’一nt2+mIt—mo，

其中铂= ∑ (一1)祁，m。=一 ∑ (一1)舾。特殊情形下，若构形彳是中心
BoA，rank(B)=2 BcA．rank(B)=3

构形，则可以得到公式： l—n+朋，一mo=0。

对于三维空问中的中心构形，根据其特殊的性质，其特征多项式的计算会进一步

简化。具体如下：首先可以根据射影图形中交点(或者重线)的数目，来计算m。，接

着利用公式1一咒+铂一％=0可求解得到％，从而得到最终结果。另外，我们对于有

一定规律的构形的特征多项式进行了归纳证明，进而得到了通用的计算公式。

4．2特殊直线构形的特征多项式

4．2．1特殊平面直线构形

此处选取的研究对象为这样一类特殊的平面中心构形，即该构形在二维平面上的

射影图是完全K点图，满足：

(1)图形中含有尼个Jj}一1重点，分别记号为4，4⋯，4

(2)k个点4，4⋯，以中的任意两点之fB-J均有连线，并且所有的交点中除

4，4⋯，4(即k-1重点)外都是2重点

≈l
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k=3，4时的完全图如下所示：

图4-1 k3完全图

Fig．4-1 k3 complete graph arrangement

4．2．2计算结果

图4-2 l【4完全图

Fig．4-2 1<4 complete graph arrangement

根据已有的结论，在三维向量空问中，记三(彳)为平面构形彳的相交格。设

x∈￡(彳)且rk(X)=2。若I鼠l_i，则称X为f重线。设x∈￡(彳)且庇(x)=3。若

I瓯卜i，则称x为f重点。显然有优。=1×2重线个数+2×3重线个数+⋯+(七一1)x k重

线个数+⋯。若m重点个数为以，记为m”。因此假设该类构形中直线的总数为nk，2

重点的个数为a。，则由上述结论可得：

仇=q=丢尼(尼一1)

，，lI=lxa女+(k-2)x k=a女+k(k一2)

％=1一仇+M=l一丢后(后一1)+％+k(k一2)
并且经过归纳证明可得：

吼=㈦一后㈣2
冈此可得。该类构形的特征多项式为：

32



以(f)=t3

=t3

=t3一玎r2+(((2)一后(尼2—1]]+尼c七一2，]r一
(-一三尼c尼一t，+((2)一尼(尼2—1)]+后c后一2，]

举例说明，当k=4时，完全图的特征多项式的计算如下：

‰=三尼(后一1)=j1×4×3=6

铲防后㈣2=等地等=3
ml=ak+尼(尼一2)=3+4x2=11

mo=1一n女+ml=1—6+11=6

Za(t)=f3一nt2+，咒It-mo=f3-6t2+1 lt-6

33
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附录

附 录

计算唬不变量的算法程序包含以下三个函数：

function【e】=order(i，J，k)

％将i，J，k经过数次置换，由小到人排序，并

返ffll置换的次数e

e=O：

a=0：

A=【i，j，k】；

ifA(1)>A(2)

a=A(1)；A(1)=A(2)；A(2)=a；

e=升l：

end

ifA(2)>A(3)

a=A(2)；A(2)=A(3)；A(3)2 a；

e=e+l；

end

ifA(1)>A(2)

a=A(1)；A(1)=A(2)；A(2)2 a；

e=e}l：

end

37

function【local=Loca(i，j，k)

％计算【i，j，k】数组在整个人矩阵中的列位置，

填充l或者．1，剩卜的术填充的是0

n=6：

e=0：

A=【i，j，k】；

ifA(1)>A(2)

a=A(1)；A(1)=A(2)；A(2)2 a；

e=c+l；

end

ifA(2)>A(3)

a=A(2)；A(2)=A(3)；A(3)2 a；

e=叶l；

end

ifA(1)>A(2)

a=A(1)；A(I)=A(2)；A(2)5 a；

e=e}l；

end

i=A(1)；j=A(2)；k=A(3)；

loca=0：

forlll=1：(i-1)

loca=loca+(n-m)幸(n-m一1)／2；

end

ifj-i>=2

for m=(i+1)：(j-1)

loca=loca+(n-m)；

end

end

ifk-j>=l

loca=loca+(k·l-j)；

end

loca=loca+l；
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function diml2320

哆缸===========一
哆分一n=5一‘％2
A=【0 l；0 l；0 1；0 l；0 1】

b=【4；3；2；l；0】

A=【0 l；0 l；0 l；0 1；1 0】

b=【4；3；2；l；o】

A2【0 l；0 1；0 1；1 O；1 0】

b=【2；l；O；0；l】

A=【0 l；0 l；0 l；1 0；1 1】

b 2【2；l；0；O；3】

％一％5

A2【0 l；0 1；0 1；1 O；1 1】

b=[1；O；·1；O；1】

A 2【0 l；0 l；1 0；1 O；1 1】

b=【l；-l；l；-l；0】

A。【0 l；0 1，o 1 O；1 O；l 2】

b 2【l；一1；l；-l；1】

A2【0 l；0 1；1 0；1 O；1 3】

b 2【1；-1；l；一l；0】

‘％======：=================
％9

A2【1 0；0 l；0 1；1一l；1 1】

b=【O；O；-l；1；o】

A=【l O；0 l；0 1；22；4-4】

b 2【O；O；-l；-l；3】

A2【1 0；0 l；1-l；1 l；1-2】

b=【O；-l；O；O；2】

A。【1 0；0 l；2—2；2 1；l 2】

b=【O；0；1；2；3】

％芦===============
％13

A2【1 O；0 1，o 1 l；1-l；2 1】

b=【0；O；O；0；0】

A。【1 0；0 1；1 l；1-l；1-2】

b 2【0；0；0；O；一1】

A2【1 O；0 l；1 l；1一l；1—2】

b 2【0；一l；O；0；5】

％16．1

A2【0 l；0 l；1 0；1 l；2-2】

b=[O；-l；0；0；3】

％16—2

A2【l 0；0 l；0 1；1 1；1-1】

b=[O；-l；-2；O；0】％≈
％一n=6一
哆缸==============

A2【0 l；0 l；0 1；0 l；0 l；0 1】

b 2【5；4；3；2；l；0】

A2【0 1；0 1；0 l；0 l；0 1；1 0】

b 2【5；4；3；2；1；0】

A2【0 l；0 1；0 l；0 l；1 l；1-1】

b=【O；-l；-2；-3；0；0】

A2【0 l；0 l；0 l；1 O；1 0；2 1】

b 2【O；一l；-3；l；l；0】

‘％====================
％5

A2【o l；0 1；0 l；0 l；1 O；1 0】

b2【5；4；3；2；l；0】

A2【0 l；0 l；0 l；l O；1 0；1 1】

b2【l；一l；一3；l；-1；0】

A2【0 l；0 l；0 l；1 0；1 l；l一1】

b 2【O；一l；-2；O；0；0】

A2【1 0；1 O；0 l；0 l；1 l；1-1】

b。【一l；l；-l；l；O；0】

％一
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A=[0 l；0 l；1 O；l 0；l l；1—1】

b=【l；一l；·1；l；O；·2】

A=【0 l；0 1；1 O；1 0；2 1；1 2】

b=【l；-2；-1；1；一l；l】

A=【0 l；0 1；1 O；1 0；2·l；2 1】

b=【l；一l；l；-1；0；0】

％一％13

A=【0 1；0 1；1 0；l O；2 l；2-5】

b=【O；一l；O；O；O；6】

A=【0 1；0 1；l 1；l—l；1 0；1—2】

b=【O；-l；O；2；0；2】

A=【0 1；0 1；1 0；1 l；1-1；1 2】

b=【O；一1；O；O；O；0】

A=【1 0；0 1；0 l；1 2；1-1；2 1】

b=【O；O；-2；-l；3；1】

％一％17

A=【1 O；0 1；1 1；1一l；1 2；2-1】

b=[0；O；0；O；2；-2】

A=【1 O；0 1；1 l；1一l；1—2；1 2】

b=【O；O；O；0；-2；2】

A=【1 O；0 1；1 l；1·l；1 2；1-2】

b=【0；一l；0；0；O；0】

A=【1 O；0 1；1 l；1·l；1 2；1·2】

b=【O；O；O；0；O；0】

1％一％2l

A=【1 0；0 1；4 3；4—3；l 3；1—3】

b=【0；O；12；一12；3；-3】
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A=【l 0；0 l；1 l；1-l；l-2；1 2】

b=【一2；0；O；0；一2；2】

A=【0 l；1 O；1 l；3 8；3·2；1—3】

b=[0；0；2；12；1；3】

A=【l O；0 1；l l；2一l；1 2；1·2】

b=【0；0；2；l；3；4】

1％芦====2222222222222。
％25一l

A=【0 1；0 l；0 l；l O；1 0；l 0】

b=【3；2；l；3；2；l】

％25．2

A=[0 l；0 l；0 l；0 1；1l；l-1】

b=【-l；-2；一3；-4；O；O】

％26一l

A=【0 1；0 1；0 l；l 0；11；l-l】

b=【l；0；一l；-l；0；0】

％26．2

A=【0 l；0 l；l O；1 0；1l；ll】

b=【-l；1；一l；l；0；一2】

％27一l

A=【0 1；0 1；0 l；l 0；ll；2-2】

b=【l；0；一l；O；2；l】

％27．2

A=【0 l；0 l；l O；1 0；ll；11】

b=【2；一l；一2；l；．2；2】

％28．1

A=【0 l；0 l；0 1；1 0；l l；4一l】

b=【0；-1；-2；0；0；2】

％28-2

A=【0 1；0 1；1 0；l O；ll；ll】

b=【1；一3；一l；l；O；·2】

％28．3

A=【0 l；0 l；l O；l O；ll；11】

b=【1；O；l；一1；0；一l】

％；=================。
％29．1

A=【0 l；0 l；0 l；1 0；ll；l_l】

b=[0；-1；．2；O；O；3】

％29—2

A=【0 1；0 l；0 1；l O；l l；1．1】
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b=【·l；一2；·3；0；O；o】

％29．3

A2【0 l；0 1；1 O；1 O；1 1；2 2】

b=【l；一l；1；-l；一2；一1】

％30．1

A5【0 1；0 l；1 O；1 O；1 l；2-1】

b=[1；-l；l；-1；0；1】

％30．2

A2【0 l；0 l；1 0；1 O；2 1；1 1】

b=【一l；l；-l；0；一l；-2】

％3l-l

A2【0 l；0 1；1 O；l O；ll；卜2】

b 2【1；-1；l；一l；0；O】

％3l-2

A2【0 l；0 l；1 O；l 0；l 2；3 4】

b=【l；-1；l；-1；l；5】

％31．3

A=[0 l；0 1；l O；l 0；l-2；3 2】

b=【l；一l；1；-1；l；-l】

％314

A2【0 l；0 l；l 0；l 0；2 l；l-l】

b 2【l；-l；l；一l；一1；2】

％32．1

A2【0 l；0 l；l 0；l 0；2 l；1-2】

b=[1；一l；l；一1；-1；2】

％32-2

A2【0 l；0 l；l O；l 0；ll；1·1】

b=【l；一l；l；-l；一l；3】

％33．1

A2【0 l；0 l；1 l；1·l；1 2；1-2】

b=【l；-1；O；O；3；4】

％33-2

A=【0 1；0 1；1 O；1 l；1-l；1 3】

b 2【-l；-3；0；O；O；-8】

％34-l

A2[0 l；0 1；1 O；1 l；1-l；3-2】

b 2【o；-l；O；0；l；3】

％34-2

A2【0 l；0 l；1 1；1一l；2 4；1—1】

b=【0；-1；0；0；一1；2】

％34-3

A2【0 l；0 l；l 0；11；l 2；l-l】

b=【O；一l；O；O；-l；2】

％34_4

A2[0 l；0 l；1 O；1l；l一1；l 2】

b 2[一1；-2；O；O；0；一3】

％35．1

A2【0 l；0 l；l O；ll；2 l；2—2】

b 2【O；一l；O；O；O；l】

％35-2

A2[0 l；0 1；l O；1．1；2·l；1l】

b 2【-l；一2；0；0；0；0】

％36．1

A2【0 l；0 l；l O；l l；1．1；2—1】

b=【0；一l；0；0；2；2】

％36-2

A2【0 l；0 1；l 0；11；l’l；2-l】

b 2[0；-l；O；O；2；l】

％======================

％37．1

A2【l O；0 l；11；4 l；1．1；l-2】

b=【O；O；l；2；l；-l】

％37-2

A2【l 0；0 l；2-1；ll；l 2；3-2】

b 2【0；O；l；2；3；0】

A2【1 O；0 l；0 1；1 2；1·l；2 1】

b=【0；O；一2；-l；3；1】

n=length(A)；

％LL【】表示平行的两直线的数组对

LL=口；

A2=口； ％系数矩阵

A2b=【】； ％增广矩阵

m=0；

fori=l；11

forj=i+l：n

A2 2【A(i，：)；A0，：)】；
A2b 2[A(i，：)M，1)；A0，：)b(j，1)】；

if啪k(A2b)一2&&rank(A2户l
两直线平行的条件

m=m十l：

LL(m，1)=i；

％



附录
————————————————————————————————————————————————————————一

LL(m，2)2j；

end

end

end

LL

％B3的生成元组成的矩阵

B3=【】；

ml=0：

fori=1：m

forj2 1：n

ifj—LL(i，1)&&j--=LL(i，2)
ml=ml+l：

B3(m l，：)=【LL(i，1)，LL(i，2)j】；

end

end

end

B3

Cn3=n车(n—1)毒(n-2)／6；

％计算AB3矩阵

AB3=口；

fori=1：ml

forj=1：Cn3；

AB3(i，j)=0；

end

end

fori=l：ml

e=order(B3(i，1)，B3(i，2)，B3(i，3))；

loca=Loca(B3(i，1)，B3(i，2)，B3(i，3))；

AB3(i，loca)=(-1)^e；

end

dimB3=rank(AB3)；

dimB3

CCC=m％存储三直线相交于一点的数组矩

阵

A2=口；A2b 2【】；

m2=O：

PPRo=O：
rI

for i=l：n

forj=i+l：n 。。t!，．

。’

fork=j+l：n

A2=【A(i，：)；A0，：)；A(k：)】；

A2b=【A(i，：)晰，1)；A0，：)b0，1)；

A(k，：)boc，1)】；
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A2 1=【A(i，：)；A(i，：)】；

A2bl=【A(i，=)晰，1)；A0，：)b(j，1)】；

A22=【A(i，：)；A(k，：)】；

A2b2=【A(i，：)b(i，1)；A(k，：)

b(k，1)】；

A23=【A(i，：)；A(k，：)】；

A2b3=【A0，：)b(j，1)；A(k，：)

b(k，1)】；

if(rank(A2bl、一2 ＆＆

rank(A21)-一1)1I(rank(A2b2)一2 &&

rank(A22)=1)lI (rank(A2b3)一2 &&

rau【ll【(A23)一1)％两直线平行的条什
PPRO=l；

end

【ij kPPRO】

if rank(A2)=2&&rank(A2b)一2
&&PPR(声=O

m2=m2+1；

CCC(m2，1)=i；

CCC(m2，2)=j；

CCC(m2，3)=k；

end

PPRO=O：

end

end

end

CCC

％计算AC3矩阵

AC3=【】；

fori=l：m2

forj=1：Cn3

AC3(i，j)=O；

end

end

fori=1：m2

e=order(CCC(i，1)，CCC(i，2)，ccc(i，3))；

loea=Loca(CCC(i，1)，CCC(i，21l,ccc(i，3))；

AC3(i，loca)=(．1)^e；

end

％计算AD3矩阵

m3=0：

Ad3=[】；

AD3=zeros(1，Cn3)；
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fori=l：m2

forj=1：n

if j一-CCC(i，1)＆&j--=CCC(i，2)&&
j--=CCC(i，3)

m3=m3+l；

j；

loca =Loca(j， CCC(i，2)，

CCC(i，3))；

e
2
order(j，CCC(i，2)，CCC(i，3))；

AD3(m3，Loea0， CCC(i，2)，

CCC(i，3)))=(一1)^order(j，CCC(i，2)，CCC(i，3))；

AD3(m3，LocaO， CCC(i，1)，

CCC(i，3))) = (一1)^(order(j， CCC(i，1)，

ccc(i，3))+1)；

AD3(m3，Loca(j， CCC(i，1)，

CCC(i，2)))=(一1)^orderO，CCC(i，1)，CCC(i，2))；

end

end

end

ACD=【AC3；AD3]；

dimCD=rank(ACD)；％(C+D)的维数的计

算

dimE 1 12=dimB3+dimCD；

ABCD 2【AB3；AC3；AD3]；

dimE 112=rank(ABCD)

％⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯--BrC=口；
fori=1：m+m2

ifi<--m

BrC(i，1)=LL(i，1)；

BrC(i，2)=LL(i，2)；

else

BrC(i，1)=CCC(i-m,1)；

BrC(i，2)=CCC(i-m，2)；

end

end
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k21：

％BrC2=BrC(1，：)；

％⋯⋯⋯——一⋯⋯．．～⋯⋯．．
k=O：

K2=口；

Cn2=n}(n一1)／2；

for i：1：(n-1)

forj=i+l：n

k=k+l：

E2(k，1)=i；E2(k，2)=j；

end

end

E2；

w2=Cn2；

PRO=O；

fori=1：k

forj=1：re+m2

if E2(i，l户BrC(j，1) &&
E2(i，2)一BrC(j，2)

％E2(i，：)

％w2=w2．1

PR0一l：

continue；

BrC(j，：)；

end

end

ifPRO==1

w2=w2-1；

PRO=0；

end

end

fe3 2n拳n-1)·(Il+1)／3．n事w2+(Cn3-dimEll2)
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生活上给予了极大的关心和帮助。从导师身上，我不仅学到了丰富的专业知识，更学
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感谢北京化工大学理学院所有的领导和老师，本科四年以及研究生前两年的基础

知识的学习对我非常重要。在学习期间，我得到了黄晋阳教授、牛兴文副教授、施小

丁教授、吴开谡教授的帮助和指导，他们孜孜不倦、踏实严谨的科研精神以及诲人不

倦、平易近人的优秀品质都深深感染了我，在此表示深深的感谢。
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答辩委员会对论文的评语(选题意义、文献综述、论文所取得的成果及水平、学

风和论文写作水平、论文的不足之处)：

张娟同学的硕士学位论文《关于直线构形的巾3不变量》首先对中3不变量的

算法进行了综合描述，进而选择了仿射平面上不多于六条直线的平面构形进行了

分类研究，并依照巾3的值对直线构形进行了分类。期间利用软件编程完成了由3

不变量的通用计算程序。其研究工作具有一定的理论意义，为相关理论的进一步

研究奠定了良好的基础。

论文内容涉及面广，工作量和难度大，研究比较深入，体现了作者具有一定

的专业基础和强的科研能力。论文构思清晰，依据充分，论证科学合理，有创新

性。

根据张娟同学论文质量和答辩中表现，经答辩委员会认真讨论，无记名投票，

一致同意张娟通过论文答辩，并建议授予该生理学硕士学位。

对学位论文水 优秀 良好 一般 较差

平的总体评价 ＼／
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弃权零 票。根据投票结果，答辩委员会做出建议授予该同学

硕士学位的决议。
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