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                          ABSTRACT

    With the low-DoF parallel being used for more and more industrial

applications, the study of it has recently become a main focus among the
robotics research community. A law-DoF parallel manipulator with identical
serial limbs is usually an overconstrained mechanism. The traditional mobility

analysis theory may leads to a wrong result for the mobility analysis of an
overconstrained mechanism. On the other hand, the nonlinear and coupled
equations related to the traditional mobility analysis are usually difficult to

solved. In this paper, a systematic mobility analysis approach based on screw
theory is proposed, and applied to a novel 4-DoF parallel manipulator with
identical serial RRCR-limbs.

    Firstly, an overview of the recent research about the 4-DoF manipulator is
presented. The research achievement and methods of those scholars are then

concluded, at last comes out my analysis idea.

    Then the theory of screw used in the analysis is introduced, the emphases of
which comprise of twist and wrench with their correlative characteristics.

    Next an analysis approach based on screw theory is proposed. The DoF

number of the platform and the correlative mobility information are provided
The inverse kinematics and forward(or direct)kinematics are presented and

proved to be correct in numerical examples. The Jacobian matrix which provides

a transformation from the velocity of the end-effector in the Cartesian space to
the actuated joint velocities is described, so does the singularity analysis.

    Finally, a virtual prototyping is builded in the software of ADAMS,
accordingly  the relevant measure results such as structural characteristics

curves, displacement curves, velocity curves and dynamic curves are put
forward

    Additionally, a conclusion is made and the further research directions are
pointed out

    Key Word: 4-DoF parallel manipulator, screw theory, kinematics, virtual
prototyping technology
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第一章 绪论

1. 1课题的背景

    机器人学是一门综合性的新兴学科，它涉及机械工程学、电气工程学、

微电子工程学、计算机工程学、控制工程学、信息传感工程学、声学工程学、

仿生学以及人工智能工程学等多门尖端学科。工业机器人是机器人学的一个

分支，它代表了机电一体化的最高成就。随着科学技术的不断发展，工业机

器人已成为柔性制造系统 (FMS)、自动化工厂(FA)、计算机集成制造系统
(CIMS)的自动化工具，广泛运用于点焊、弧焊、喷漆、搬运、装配等工作。

广泛应用工业机器人，不仅可提高产品的质量与数量，而且能够充分保障人

身安全，改善劳动环境，减轻劳动强度，提高劳动生产率，节约原材料消耗

以及降低生产成本。机器人的运用情况，是一个国家工业自动化水平的重要

标志。
    传统的工业机器人又称为串联机器人，普遍运用于各种工业生产中。但

在一些新兴的应用领域内〔如飞行员三维空间训练的模拟器和驾驶模拟器)，

串联机器人刚度低、精度小、动力性能不好和实时反解困难的缺点使其无法
适应相应的工作。并联机器人的出现弥补了这一缺陷，极大地扩展了机器人

的运用范围。
    目前并联机器人的研究领域主要包括 6自由度并联机器人和少自由度

并联机器人 (自由度少于6)。由于6自由度并联机器人机构受限于狭小的

工作空间、复杂的机械设计以及运动学、动力学求解困难等原因，再加上工

业应用中很多时候并不需要机构自由度为6的情况，所以少于6自由度的并
联机器人机构的研究逐渐成为研究的主流，而介于3自由度和6自由度并联

机器人之间的4自由度并联机器人也逐渐进入并联机器人的研究领域。在很
多工业实际应用中，如机床制造业、激光对准、卫星天线的信号追踪，零件
的搬运安装、数控机床换刀、光碟安放等等的场合，如果采用6自由度的并

联机器人机构，会因铰约束、支链千涉、奇异位形等的影响，使其实现姿态

的能力会随着其位置空间的增加而缩减，难以满足多坐标数控作业的实际要

求，而且还会增加机器人结构和控制方面的复杂程度。而如果采用3自由度
的并联机器人又不能满足操作的自由度要求，因此4个操作自由度可以弥补
6自由度的过于臃肿以及3自由度的略显不足带来的缺点，在此列举两个例

子:

    运用之一是用4自由度并联机构取代传统的5轴联动机床。目前的一般

切削过程只需要控制五个轴的进给运动，外加主轴本身的转动就可以达到6
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个自由度，以加工其工作空间内的任意自由曲面。因此可以设想用四自由度

并联平台机构，给主轴提供四个自由度的进给运动，同时由装夹工件的工作
台实现一个方向的移动，就可以很方便地做成结构简单、易于控制的五轴联

动数控机床。

    运用之二是设计4个自由度的飞行模拟器。在飞行运动模拟中，转动自

由度起着主要的作用，而移动自由度则起着相对较小的作用，但这并不是说
移动自由度没有作用，因为飞行运动中的起伏和平抛仍有不可或缺的显著意

义。因此，在设计飞行运动的模拟平台时，可以选择使用三个转动自由度而

只使用一个平动自由度，以取代传统的6自由度飞行模拟器[[0
    目前，根据有关文献[21，现有公开的并联机构有87种，其中3. 6自由

度的并联机构各占40%, 4自由度的占6%, 5自由度的占3.5%, 2自由度的

并联机构占10.5%0随着现代工业的不断发展，4自由度的应用场合将会越

来越多，对其的研究将变得越来越有必要。基于此，本论文将以一种新型的
4自由度并联机器人作为研究对象，对其进行运动学的分析，并对研究方法
进行探讨，以此作为该并联机器人应用和研究的基础。

1.2研究现状

1.2.1结构非对称的4自由度井联机器人的研究现状

    从一般的角度来说，可以把4自由度并联机器人分为两种:结构非对称
和结构对称。所谓的结构非对称指的是连接并联机构上下平台的各个支链不
完全相同，其中支链的结构包括了运动副组成和支链连杆的尺寸等要素。目

前的4自由度并联机器人的研究主要集中在结构非对称这一领域。
    Wang和Gossel i n(3)在1988年对一个具有4个RUS支链和一个RS辅助

支链的4自由度并联机器人进行了运动学和奇异位形的研究;

    Hesselbach et al[41在1998年设计了由两条非对称支链组成的一个4
自由度并联机器人，并以此来完成凸面玻璃面板的切割;
    Rol land[51在1999年运用了类似于Delta机器人所采用的设计方法，

即平行四边形的方法设计了两个机器人Kanuk和Manta，它们都拥有一个转

动和3个平动自由度;
    Lenarcic, Stanisic和Parenti-Castelli[6l在2000年设计了具有I

个PS支链和3个SPS支链组成的一个4自由度并联机构，以此对人类肩膀

动作进行仿真;

    我国中科院沈阳自动化研究赵明扬等人[71在1999年曾提出一种4自由
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度并联机构，并进行了位置分析。2002年又提出一种混合型4自由度并联
平台机构181，该机构的动平台能够实现两个方向的移动以及绕两个方向轴的
转动，并基于此种机构成功研制出一台五坐标并联机床;

    Chen et a1191在2002年提出了一个具有2个PRS支链和2个PSS支链
的4自由度并联机器人的设想;

    范守文、徐礼拒pa]等人在2002年提出一种基于4自由度空间并联机构
的混联型虚拟轴机床的新结构，该新型虚拟轴机床具有工作空间大、可实现

姿态角大、位置与姿态解祸等优点。

    总之，目前国内外对于这一领域的研究仍没有形成普遍适用的理论和方
法，主要是通过给6自由度的并联Stewart平台添加约束支链以限制一些不

需要的自由度，从而获得4自由度的并联机构，也就是说这些并联机构主要

还是基于设计者本身的研究经验而得出的。同时这样的设计方法往往带来不

对称的工作空间，并且使得整个机构变得复杂，从而给设计、制造等等都带

来了负面的影响。因而，采用对称的结构将是一个有效的解决方案。

1.2.2对称结构的4自由度井联机器人的研究现状

    结构对称指的是机器人具有4个完全相同结构的支链，一般情况下每个
支链都对应一个驱动。但是，由于其特殊的支链分布，并联机构将成为过约

束机构，也就是说这种并联机构将无法用传统的机构分析方法进行研究，这

也正是4自由度并联机器人所占的比例较小的原因之一。

    目前国内外对于这类机器人的研究同样也只是处于理论和实验阶段，同

时更多的注意力集中在如何采用更有效的研究理论和方法来解决对称结构
带来的过约束等传统分析方法所不能解决的问题。目前的研究成果举例如

下:

    Company和Pierrotlll】在1999年提出了一个种新型的具有3个平动和1
个转动的4自由度对称并联机器人，以此为基础，通过对支链的运动副进行

各种组合和更替而衍生出一系列名为H4的并联机器人。这种并联机器人的

4个支链均是由两根相同的PUU支链组合而成的一个平行四边形机构，然后
4个这样的平行四边形机构通过一个共同的转轴与动平台相连接，从而实现

动平台的3个平动和1个转动自由度。

    Zlatanov和Gosselin[121在2001年设计了一种采用4个完全相同的
RRRRR支链组成一个4自由度并联机器人，每一个支链的5个转动副中，其

中3个转动副的轴线在运动过程中始终相交于同一点〔即其他每个支链中3

个转动副轴线也相交在这一点)，支链中的其余2个转动副的轴线则始终彼
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此平行。这样组成的并联机构将成为过约束机构，并具有1个平动自由度和

3个转动自由度。
    方跃法教授和Lung-Wen Tsai教授[I3]在2002年对结构对称的4和5

自由度的并联机器人进行了机构的综合。通过运用螺旋理论和线几何理论等

对仅含有纯力或者纯力偶的支链进行运动副的综合，从而推导出一系列符合

对称结构4或者5自由度并联机器人要求的支链。本论文也将对其中所推导

出的一种对称结构的4自由度并联机构进行运动学的综合分析。

    由于 4自由度并联机器人只是在最近几年才出现在并联机器人的研究

领域内，因此国内外的研究现状只是在探索，只有少量成果运用于实际生产

领域。并且4自由度并联机器人大部分属于过约束机构，无法用传统的理论

进行分析。同时如何进行并联机构的数学模型化，以及机构本身的运动学正

反解等等都是有待解决的难题。本论文将在运动学的分析过程中，对上述各

种问题的解决方法进行综合研究。

1.3课题研究的基本思想和内容

    串联机器人经过将近半个世纪的发展，己经在运动学、动力学和静力学

等方面形成了一套系统而成熟的研究理论，比如用Denavit-Hartenberg
参数进行运动学分析，用牛顿一欧拉方程或者拉格朗日方程进行动力学分析

等等。但对于尚处于探索阶段的4自由度并联机器人而言，不能简单套用上

述研究理论，在其运动学的分析过程中，仍将有下列尚待解决的问题:
    并联机构的过约束问题.过约束的并联机构不符合传统机构的结构理

论，而这一点在机构的自由度计算上体现得尤为明显。
    并联机构的正反解问题.并联机构的反解比较简单，而正解则非常复杂，

一般情况下无法得到解析解，而且对应数值解的个数不唯一，如6-SPS并

联机器人的正解最多有40种形位1141
    并联机构的奇异位形问题。奇异位形主要发生在机构的运动副轴线出现

线性相关的情况下。并联机构至少带有2个以上的支链，每个支链又有相当

数量的运动副，因此，机构总的运动副数目远多于串联机器人。并联机构的

运动副轴线发生线性相关的情况不仅会出现在各个支链上，而且会出现在运
动平台上，有时对于支链的驱动选取不当也能产生机构的奇异。总之，并联

机构的奇异位形比串联机器人的种类更多，情况更复杂。

    由于缺乏统一的理论基础，4自由度并联机器人运动学的研究方法也处

于不断探索和改进阶段。对于一些结构比较简单或者比较特殊的并联机构，

可以采用几何直观或者综合推导得到，但是，对于结构对称的4自由度并联

机器人而言，几何推导远远不能满足其复杂的运动学分析的要求。而螺旋理
              4
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论在解决空间机构运动学问题上，尤其是自由度计算和奇异性分析上有其独
特的优势，因此，本论文将以螺旋理论作为并联机构运动学的分析工具，辅

以机构空间矢量的几何综合推导以及线几何等等理论，从而完成新型4自由

度并联机器人的运动学分析。

    并联机构的运动学分析主要包括一下几个方面:机构自由度分析、运动

学正反解、雅可比矩阵分析、奇异位形分析以及工作空间分析等。因此本论
文将完成以下工作:

    运用螺旋理论进行机构的自由度分析。建立机构的支链和动平台的螺旋

表达式，即把机构中的力、运动和约束等物理量转化为对应的螺旋和反螺旋

表达式，然后对这些螺旋表达式进行分析运算，从而得出机构动平台的自由

度数目以及自由度的运动性质。

    建立机构的数学运算模型，求解运动学正反解。对机构的空间几何模型

进行矢量化，根据机构支链的运动副之间的结构和运动关系，进而求解机构
矢量方程，从而得到代表机构运动学正反解的数学表达式。

    运用螺旋理论进行雅可比分析。建立机构动平台和各个支链的运动螺旋

系，并以此把动平台的速度参数与支链的驱动参数联系起来，进而计算得到
机构的雅可比矩阵.

    对机构的所有可能的奇异位形进行分析。分析并联机构所有可能出现的

奇异位形情况，包括支链奇异、平台奇异以及驱动选择奇异，进而确定出现
奇异位形时机构位形所要求的几何条件。

    运用计算机仿真软件进行运动仿真。采用ADAMS软件对所研究的4自由

度并联机器人进行虚拟样机设计，定性地验证机构的自由度性质以及运动轨
迹的正确性，并对动力学进行初步探讨。

1.4课题的学术及工程意义

    本课题进行的是新型4自由度并联机器人的运动学分析，是一种新的尝

试和探索，也是继续进行动力学和其他控制研究的理论基础。课题研究过程

中所涉及的各种问题的解决方法不仅针对于该新型4自由度并联机器人，而
且对其他4自由度并联机器人的研究同样具有很好的参考价值。可以说，本
课题的学术意义不仅在于课题本身，更重要在于丰富了少自由度并联机器人

的研究，并为此提供了详实的研究范例。
    理论的研究只有运用于实践才能创造出价值，这也是课题研究的最终目

的。通过对该4自由度并联机器人的运动学分析，然后制造出其样机模型，

以此为操作平台开发一种协作式并联机床。这就是课题研究的设想，也正是

课题在实际工程中的意义。着十分重要的实际意义。
                                                                                                                      5
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I.5论文的组织结构

    基于上述思想，作者进行了研究工作，分别体现在论文的各章节中。整

篇论文共分九章，各章主要内容如下所述:

    第一章为绪论，首先简要介绍了目前国内外对4自由度并联机器人的研
究现状，指出了课题研究的必要性，然后阐明了全文的基本思想、研究内容、
研究意义内容安排及组织结构。

    第二章介绍了课题研究的理论基础。对螺旋理论的基础知识进行了介

绍，解释了后续所用到的相关概念。
    第三章描述了该新型4自由度并联机构的结构特性，并进行机构的自由

度性质分析。

    第四章对并联机构进行数学模型化，建立运动学正反解方程，并以数值

实例验证方程的正确性。

    第五章分析机构的雅可比和奇异位形情况。

    第六章运用仿真软件建立并联机器人的计算机运动学和动力学仿真曲
线，定性的描述了机构的各项指标。

    第七章为结束语，总结全文的研究工作，阐明经验教训，并就今后的研

究方向进行了展望。
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第二章 螺旋理论

    刚体在三维空间的一般运动是平动和转动的组合，而螺旋表达式则可以

把这种组合表示为绕同一根轴线的转动和移动，并且在表达式中指明了该轴

线的空间方位。因此，对空间并联机构而言，螺旋理论很适合用于进行运动

学的分析。本章将介绍螺旋理论的基础知识【141. [151，以及与后续自由度分析
等研究内容相关的理论。

    螺旋理论形成于19世纪。首先L.Poinsot在19世纪初通过对刚体上力

系的简化，得到具有旋量的力矢与共线的力偶矢，这是一组对偶矢量。

J. Pliicker确定了空间直线方向、位置的六个坐标，这被称为Pluc ker线坐

标。1900年，R. S. Ball完成了其经典著作《螺旋理论》，并在书中讨论了复
合约束下刚体的运动学和动力学。但在整个20世纪前半叶，该理论几乎无

人问。1948年，F. N. Dimentberg在分析空间机构时，应用了该理论。而1978
年K. H. Hunt所著的《运动几何学》则是螺旋理论的现代发展。此后，螺旋
理论逐渐为机构学所重视，得到迅速发展，螺旋理论成为空间机构分析的重

要理论1161
2.1线矢量 (Line Vector)

    如果空间一个矢量被约束在一条空间位置确定的直线上，这个被直线约

束的矢量就称线矢量，用对偶矢量表示为((s,s0)，其中s称为对偶矢量的原

部，so为对偶矢量的对偶部。s为上述空间矢量，so =rxs称为线矩，具有
长度单位，r是由原点至该空间直线上任一点的矢径，当，s=1时为单位线

矢，so表示该线矢量在空间的位置。不难看出，s-so=0，而这正是线矢量
的特点。

2.2螺旋或旋量 (Screw)

    在一般情况下，对偶矢量的原部与对偶部不是正交的，这不正交的对偶

矢量称为螺旋，也叫作旋量，记为((s,s0), s-so t-0。当ss=1为单位螺旋，
比值:(s-so)/(s's)二h是原点不变量，称为螺旋的节距，具有长度单位。当
h二0，为线矢量;当h二。，为偶量，记为((0; s) e螺旋可以经由变换

(s; s0)= (s;s0-hs+hs)=(s;so+hs)得到一个作用线位置rxs=s0-hs，即表示
该螺旋的轴线位置，或写为线矢量是(s;s0-hs)。若螺旋的两矢量表示为标
量，称Pliic ker坐标。记为(LIAlNP,Q,R)o螺旋的两部分也可以以对偶标
记〔结合起来，记为9二s+任s0。

                                                                                                                              7
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2.3螺旋的物理意义

    1.刚体的瞬时转动

    刚体的瞬时转动用角速度线矢来表示，即用角速度大小与表示轴线的单

位线矢，(s;so)之积。$=w (s;so)=to，十‘。，。表示，其中，是单位矢量，表
示了转动轴线的方向，s.s=1; W=O) s是转动角速度矢量;s。是，对原点
的线矩，且与，为正交，s。二，XS, s'so=0o线矢的第二项可以写为.‘。=
。rxs二rx w=vo

    这表明了刚体空间旋转运动的运动线矢的第二项，是刚体上与原点。重
合点的速度，此速度正是旋转运动产生的切向速度。因此，构成刚体的转动

线矢的对偶矢量是角速度矢量毋，和刚体上与坐标原点重合点的线速度v.
刚体的瞬时纯转动运动的Pliicker坐标为w (s;so)·当坐标原点与转动轴重
合时，v,=。，转动线矢变成W,$=rvs+EO，写成Pliic ker坐标为佃冲·
    2.刚体的瞬时移动

    刚体的瞬时移动用移动线矢来表示。当刚体2相对刚体1作移动运动，

速度v沿单位矢量s方向，则速度矢量表示为V=v s，此单位矢量s通常是

选在移动副导路的中心线方向。然而对移动运动，刚体2上所有的点都具有
相同的移动速度p，即是说将矢量s平行移动并不改变刚体的运动状态，所

以移动速度矢量是自由矢量。

    刚体的移动运动，也可以看成是一个瞬时微转动，此转动轴线与s

并位于距s无限远的平面内，此转动轴线的Phiic ker坐标为(0; s)
正交，

或者

(0, 0, 0;几M, N)。绕此轴线的瞬时微转动运动，就可以表示成v (0;朴或者
(O; v) a速度矢量v是自由矢量。
    3.刚体的瞬时螺旋运动

    当刚体2相对于刚体1既有相对转动，又有相对移动时，这时候刚体通

过回转副绕轴线s.旋转，瞬时转动的线矢为co, (si;som) o这里((sl;soi)为单位
线矢;刚体又通过移动副沿3s作相对移动，瞬时移动矩矢为VZ (0;ss)，:为
单位矢量。刚体的绝对瞬时运动应该是此两运动的合成，按旋量代数和计算，

合成旋量的原部和对偶部应分别是转动、移动两矩矢的原部和对偶部的和，

合成旋量如表示成叭燕二僻s十‘件才其中下标i表示合成的绝对瞬时运动
参量，其原部及对偶部就是co; s‘二CUB Sa和wi对“Sol+、，:。
    可见，合成运动的方向矢量，，与S，相同，即平行于气;合成运动转动角

速度CU,等于转动角速度Ql,。合成运动第二项W; S}仍为速度矢量，但此合成
速度矢量是两项之和，不再是旋转的切向速度。也可以把这个瞬时合成运动

写成Q), $I=(0, 1 - V6，式中W, = CUB S,，Ya二-,s,'。显然此时刚体的绝对瞬时
                                                                                                                              凡
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运动，已不再是纯转动，旋量的两部分不满足正交条件，即Co,. v020。此时
绝对瞬时运动可以分解为(m,:讨)= 6o, ( S,;对)二ra(s,;对一h, s, ) +co, (O o
气S,)，其中s, .才二八，式中右边的第一项码(S,;对一气s)是绕S，轴线
的纯转动(因括号中的第二项只是原点重合点的切向速度分量).S，轴与S.平
行，其轴线方程可己写为，XS;=对一气S;，式中的第二项a}, (0;  h, s)是纯
移动分量，移动速度大小为v,=r} h,;而移动速度的方向也是沿着s‘方向·
这样合成运动是绕s，的转动和沿S的移动，也就是通常所说的运动学上的螺
旋运动 (screw，或者twist).
    4.刚体上的作用纯力

    与刚体瞬时运动的表示相似，刚体上的作用力也可以用线矢量来表示。

如刚体上有一个作用力I，则其可以写为纯量f与单位矢量:之积。此力对
坐标原点之矩Ca可以表示为纯量I与单位矢量s之线矩3。之积。因此作用在
刚体上的力如以单位线矢表示，为I$=./s+E fs。式中苏为单位线矢，
S. S=1,:与s。正交，s. s,=0 ;用线矢表示刚体上的作用力，同时表明了
作用在刚体上力的大小、方向和作用线。力线矢写成Phic ker坐标形式为t

(，:s,)或者(f; C.)，即r$=I+ECO式中Co为力I对原点之矩，
即Cu二f so=f rxs.当力过原点，力对原点之矩为零，Co =0，此时表
示此力的Pluc ker坐标为(f ; 0)a
    5.刚体上的作用力偶
    在刚体上作用的两个大小相等、方向相反的平行力Ai ̀  fl构成一个力

偶，其力偶矩可以表示为C=(r2-r,)x f=，显然此力偶矩矢量是在这个力
偶平面的法线方向。若s是平面的法线方向上的任一个单位矢量，它与力偶
矩按右手螺旋一致，力偶矩矢量就可以表示为C二Cs。表示力偶矢的矢量

C或者Cs是自由矢量，它在刚体内自由地平行移动而不会改变它对刚体作

用地效果。自由矢量地齐次坐标为(0; s )，这样力偶矢可以表示为C=C

  (0; s)。
    力偶C也可以认为是一个作用在刚体上的“无限小的力”引起对原点

的矩，该力作用线与s正交，在无限远的平面上，这条线的Mc ker坐标是

  (0; s )，所以力偶可表示为C (0; s )a

    6，刚体上作用的力螺旋

    一般情况下作用于一个刚体的空间力系都可以简化为一个力f (s,;
so)和一个力偶CZ(。;s, )，此力线矢和力偶矢相互间可能有任意的方向·
此力线矢及力偶矢又可按旋量代数和结合为一个和旋量厂$，二厂s, +
‘厂对，式中s及夕‘是单位矢量和单位旋量，s.s: =1,按照旋量和的规则，
其原部和对偶部分别为f, s二f, s,和f对=f,r,xs,+CZSZ。同样可以把和
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旋量的表达式进行分解f式二f, (s,; s0-h, s卜f, (0; h,. s,)，式中右边第
一项是个纯力沿s;轴线作用，而关(，尹一权S;)是力关，，对原点之矩，S;的轴
线位置可由rXS,二s;0 -h, s;决定。式中右边第二项是一个纯力偶f, h, s;，矢
量也沿s方向。因此力偶矢与力线矢共线，皆取s、方向。力与力偶这样的组
合称为力螺旋(Wrench)，力螺旋的轴线位置方程为

(x厂S;=f, r,xS,+CZ s:一厂CZ(S, . s;)s,

其Piiic ker坐标为(f,s,; fr.s,+frxS,+C2SZ一AC, (S; . s;)s,)。

    总之，刚体上作用的空间任意力系，最后都可以合成为一个有确定位置

的力螺旋，即一个力线矢关(s;; so，一八，，)和与其共线的力偶矢厂(0;权S; ).
    事实上，在刚体的运动学和静力学中的物理量可以分成以下几类:

    1) 矢量 只要求考虑大小和方向的量，如运动学的刚体移动速

度，静力学中的力偶矢量。它们都只需给出大小及方向就能确定该物理量。
    2) 线矢量 需要同时给出大小、方向和矢量的作用线，才能确定该

物理量。如角速度矢量、力矢量都是这样的物理量。
    3) 旋量 当需要从全局上或整体上描述物体的受力或运动时，就

要采用力螺旋或者运动螺旋这样的物理量，它们都是旋量。这两种都是由一
个矢量和一个线矢结合构成。一般多个矢量之和仍为矢量，但多个线矢量之

和不是线矢量而是旋量。

                        表2-1各种物理量的比较

节距 运动学 静力学

旋量 h;&0

(s;rxs+孟‘) (s;rxs+hs)

  运动螺旋

(rO;r x (0+h动

  力螺旋

(f;rx f+hf)

线矢量 h二0 角速度线矢佃;rxm) 力线矢(f;rx f)

自由矢

  量
h二闰 移动速度矢((0; u) 力偶矢((O; C)
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2.4螺旋系($1 $2 ...$})的线性相关性

当螺旋线性相关时，必可找到一组不全为零的数。，i=1,2,..., n，使得

I co，=。 ，=s;+Es夕，i=1,2

  艺 W,s‘一。

二，n。按螺旋的加法法则，有

Y W's)一0 (2-1)

当坐标系由0点移至A点，各螺旋变为

为确定经坐标系变换后螺旋的相关性，
(，;5A)，其中s,A =s,, +AOxs。
乃分析其线性组合:

E 0),$A=艺QJ;s,+EyW,SA一lo, s+。仁艺。s,0 +AOx}w;s](2-2)

将(2-1)代入(2-2)，三项均为零，所以有

                      Y-0)，尸=0

    这表明对原坐标系为线性相关的螺旋系，对新坐标系仍保持线性相关。

对本问题不难推导出其对称命题，即:线性无关的坐标系，经坐标变换后仍
为线性无关，这表明螺旋系的相关性与坐标系的选择无关。由此，在分析机

器人的奇异位形时，可以选择最方便的坐标系。
    ( Pliic ker坐标:对于给定的笛卡尔直角坐标系，和该坐标系下的两个

点A:二((xt,Y,Z1),  A2=(cvY2IZ2)。则由A, . A;两点所确定的线矢量用

Pliic ker“标“以表示“(L, M, N; P, Q, R) ,其中!一目，/一}:一井
、一{1., 1,,Z2，一(Y1, Z1Y2, Z2，。一Iz1,x2Z2, x2，，一(XI , Y1 1)x2, Y2
如前所述螺旋是两个矢量的对偶组合，

(L, M, N; P,Q, R)，有六个标量。螺旋系的相关性
Phic ker坐标表示的矩阵的秩来分析

写为Phic ker坐标为

，就可以由螺旋系的

﹁
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    螺旋的Phic ker坐标有六个分量，显然三维空间线性无关的螺旋最多6
个。线矢量是螺旋的特例，当组成螺旋的两个对偶矢量的点积为零时，

s-S, =0>螺旋退化为线矢量。线矢量的Plucker坐标也有六个分量，所以
三维空间线性无关的线矢量也有六个，见表2-1。下面分析一些特殊几何条

件下的螺旋的相关性。

序号 几何特点 图示 线矢量 螺旋

1 共轴条件 1 2

2 共面平行 2 3

3

平面汇交
/SF-7

22 4

4
空间平行 压了

3
石

5 共面 左三夕 3
5

6
空间共点 矛

3 (6)

7

汇交点在两面交

线上的两平面汇

    交线束 妙 (3)

8

共面共点，汇交点

    在平面上
l

zt7 (4)

9

有一条公共直线

    a，有一条公

    共交线

4

5

4

4
(6)
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b.有两条公

共交线

c.有三条公

共交线

3

10 交公共线矢a }-A·
5

11
平行平面且无公

    垂线 5 5

12
无公共交线，空间

      交错

    非奇异线丛

(linear complex) 5 5

13
三维空间任意情

      况
6 6

      (1) 共轴条件
    任何两个线矢量共轴则必为线性相关。而共轴条件下最大线性无关组的

螺旋(h$0)数为2。共轴螺旋之任何组合的合螺旋仍在该轴线上。

    (2) 共面平行
    使诸螺旋同置于YZ平面内，且平行Z轴， 这样螺旋必有如下形式

                            $=(0,0,N;;P,0,R)

    式中第5分量为零，是因为皆与Y轴相交，对Y轴无线距;第6分量不

为零，因h$0，矩阵J中3列元素为零，因此最大线性无关数为3。对于

平面平行的线矢量，第6分量也为零，所以最大线性无关组为2e

    (3)共面共点(平面汇交)
    此时将所有螺旋值置于XY平面内，且原点为汇交点，螺旋形如:

                      9= (L, M,0;P,gR)

式中，因为h#0，所以P-R不为零， 又经过原点R=0， 因此共面

共点条件下最大线性无关组的螺旋数为4。任何过汇交点位于该平面上的螺
旋都可由此4螺旋线性组合而成;而该平面上不过该汇交点的螺旋不可能由

此4螺旋线性组合得到，因为所有4个螺旋的第6分量都为零。对于平面汇

交的线矢量，其PI ii cker坐标的后三项也都为零，所以最大线性无关数为

                                                                                                                            I宝



北 京交 通 大学 硕 士 学 位 金仑j忆 基艺卜螺旋理论的 4-RRCR井联机器人运动学ZJF究

    (4) 空间平行
    使坐标系的Z轴与螺旋平行，其 PI iicker坐标中，第1, 2两元素为

零，使矩阵J的前二列元素为零，秩为4。对于线矢量，Pliicker坐标的第

6项也为零，对Z轴无线距，因此，秩为3。广泛使用的全铰链平面机构，

就是这种类型，最大线性无关的线矢量数为3，有三个反螺旋，公共约束为

3.

      (5) 共面情况
    对共面条件下，将诸螺旋置于坐标系的XY面内，这样螺旋的PI id cker

坐标的第3分量必为零，矩阵的秩为50所以共面下最大线性无关数为50

同时，对比平面汇交情况，可以看到至少有一个螺旋不过原点，因而平面上

任何螺旋都可以由此5个螺旋经过线性组合得到。

      (6) 空间共点
    3维空间共点条件下最大线性无关的螺旋数等于6。任何过公共电的螺

旋总可以由该6个螺旋的线性组合得到。同时，空间不过该点的螺旋也可由

该6个螺旋线性组合得到。3维空间共点条件下最大线性无关的线矢量数是

3。因为将原点选为公共点，线矢量为S=(L,M,N;0,0,0)

    (7)汇交点在两平面交线上的两平面汇交线束

    Grassmann给出的这样的线矢量构成的螺旋系的最大线性无关数为30
两平面上各自有一个共点线束，且两汇交点均在两平面的交线上。平面共点

线矢量之和仍为线矢量，过交点，所以可以经线性组合线矢量S,和5:，使
得合矢量S/沿直线1-1，而5‘的大小可以由co，和。z决定，S,=CO, S,+WZ S2 o
改变或者调节CD:和。2的大小，使得S, +6), S,二54，这样得到
5‘二山，,S,+W3 S2+W35，，也过汇交点，也是线矢量，这说明线性无关的线
矢量有3个。

      (8) 共面与共点线矢量 (点在面上)
    按Grassmann，这种线矢量构成的螺旋系的最大线性无关的线矢量为4e

这很容易由上述说法推得，或者如图2-2建立坐标系，取原点在汇交点处，

螺旋系可以表示为雅可比矩阵
    显然平面上的线矢其N,P,Q三项为零，空间共点线矢，P, Q, R三项为

零。因而矩阵的两列为零，其秩为40
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    (9)交公共轴线
    三维空间下所有螺旋交同一轴线，最大线性无关组的螺旋数目仍为6,

任何过此轴线的螺旋皆是由上述6个线性无关的螺旋组合得到。当所有螺旋
皆与 Z轴为正交，螺旋的Phi ker坐标的第 3,第 6分量皆为零

(L,M,O,P,Q,O),M,0,WNtTr,A A 5 f麒
                            为4。三维空间下交同一直线:的线矢量，

                            )。因选该公共轴线为Z轴时，过z的线
矢量对了的线距为零。当所有线矢量正交同一直线，最大线性无关数为4.

图2」两平面线束 图2一共面共点线矢量

    由于相交两线矢量一定互逆，当所有线矢量同时与两条直线相交，即有
两条公共直线，最大线性无关组数为4;当所有线矢量同时与3条直线相交，
有3条公共直线，最大线性无关组数为3, 4条线矢量同时与3条直线相交，

这4条线矢量一定线性相关。

    〔10)交公共直线
    三维空间中若千线矢量同时与另一条线矢量a相交，最大线性无关的线

矢量是5,即最多可以有4条线矢量与同一线矢量a相交，它们线性无关。

当两条线矢量同时交第3线矢量，这就是表中的第了项。

    (11)平行平面且没有公共垂线
当所有螺旋分布在相互平行的平面中，相互之间无公共垂线。当取平面

          巧
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法线为Z轴，则其Plu ker坐标的第三项为零，所以最大线性无关数是5.

2.5反螺旋的概念

    两矢量的对偶结合(s;s0), s-sax0，称为螺旋S，用以表示物体的螺
旋运动或物体受到的力螺旋。当s-sa=0时，螺旋退化为线矢量，线矢量是
螺旋的特殊情况。线矢量在几何上表示直线矢量的在空间的方向和位置，在

物理上表示转动或者作用力，s, =rxs，称为直线的线距。对有n个回转
副的串联式机器人，第i个运动运动副的轴线，对应的角速度为w,，则末端
手部的运动为

co� = y0)‘ (2-3)

    上述n个螺旋组成的螺旋系D = [s, s:二，。]的线性相关性，可以用6xn

的矩阵的秩;来表示，机器人的自由度w则为

                          w = r(D)                                   (2-4)

    当w<6时，机器人的手部丧失一定数量的自由度.为研究这种受约束

的状态，引进反螺旋的概念。螺旋，，的反螺旋的定义为:当，，与，:的互易积
为零，即‘，。，2二。。其中符号。表示两螺旋作互易积，这时，我们称，2与s,
互为反螺旋。

    对应螺旋系，若存在能同时满足下列方程组

                  $' o $: = 0 i =1, 2,...n                          (2-5)

的$'，则$'就是此螺旋系的反螺旋。若螺旋以Plncker坐标表示

S, =(L,>从，从;P,, Q, R)

S'= (L', M', N'o P', Q', R')

式(2-5)就可以表示为

    L,P' +M;Q'+从R' + P, L' + Q,M'+R. N'=0 i=1,2,...,n      (2-6)

    当机器人手臂所有运动副构成的螺旋系D的秩小于6时，W<6，机器

人手部丧失一定数目的自由度，此时方程式 (2-6)有解，必存在与螺旋系

中每一个螺旋都相逆的反螺旋5『。当运动螺旋系的秩是W时，反螺旋的数

                                                                                                                            哥6
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目是6-W，并构成含6-W个螺旋的反螺旋系。例如单螺旋的反螺旋系有5

个螺旋，双螺旋的反螺旋系有4个螺旋，3螺旋的反螺旋系有3个螺旋等。

2.7本章小节

    并联机构所有的组成运动副都是转动副、移动副或者两者的组合，而任
何一个运动副都可以用螺旋进行表示，称之为运动螺旋，是进行机构运动学

分析的基础。而反螺旋则引入了力的概念，并把运动副的运动与其受到的约

束联系起来。本章主要是探讨了螺旋的基本概念以及其线性相关性，以及在

反螺旋作用下可能存在的运动特征，从而为下面进行的运动学分析奠定了理

论基础。
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第三章并联机构的自由度分析

自由度的分析包括了两个部分：即自由度的数目计算，以及自由度的运

动特性分析(即自由度的转动或者移动性质)，是进行机构设计和运动分析

的前提和基础。本课题所研究的4自由度并联机器人由于采用了对称的结构

而成为过约束机构，用传统的自由度理论进行分析将会得出错误的结论a本

章节将用传统理论和螺旋理论分别进行自由度计算，并用运动仿真进行判断

计算方法的正确性。

3．1新型4自由度并联机构的描述

新型的4-RRCR㈣A．机构是由4个结构相同的支链分别连接动平
台和固定平台而组成的，每条支链由3个转动副R和1个圆柱副C所组成，

并按RRCR的顺序自固定平台到动平台依次串联而成，如图3-1所示a

图3-1 4-RRCR并联机器人机构简图

图中，％(i=1～4：，=1～5)代表第i条支链的第／个运动副轴线的方

向矢量．它仃j在空间方位上满足如下要求：
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s#平褥蕺i，瓢露是予定乎蠹上嚣鸯每一条支链靛g医镌戮；s；，耱s；；乎

譬亍，s2；襄＆，平杼，‰、长；和长。在枫搦舱运动涎程申始终鞠突予嗣～点(。

熹)，筵中嘞稔‰分瘸表承圆柱巅C昀转动馘轴线的方礴灸爨鞍移动骶辎

线豹方巍矢鬟，‰辩‰鄂与％羹瓶穗交。

3。2传统懿鲞凌度诗冀璎谂

传统熬磐氛燮遴谂串登强黪建Kutzbach@ubler!”l、fls】熬}辛葵公式。爨

诲多蓑撵孛都蠢不阚黪式躲Kutzbach Grubler公式，～般郯分强乎藤及球

嚣枫稳帮空阗橇构掰大爽，僵不管竹么形式豹Kutzbach 6rubler公式，其

实蔟都是等徐鹣。

蹲孳：空淹筏鞫裔麴下形式懿Kutzbach 6rubler公蕊

≠

F=6(n—J—i》+∑Z
“}l

其孛嚣——税稳总靛稳襻数

j——蒽静避淤飘数

蔓——第i个遐动藤戆基奎度数

芦——捉拷豹蕊謇瓣发装

4瞧睦|发势袋投梅攥予室阕蔽稳，箕趱Kutzbach Grubler凳式中黥诗

f

冀参数分裂为；n--14；歹。16,∑Z=20，掰梳{旃懿巍蠢浚芦胃辨嚣辫搬下；
赫l

F*6@一歹一l》+∑l=6x(14-16-1)+20=2
n‘l

懑遵瑟薅匏势辑露落冀程爨鬻转羧戆囊交囊诗冀公式褥剩鲢遂一雅逡
楚锩谡豹。

3。3蒸手螺旋蘧论瓣鑫瘫攘势耩

3，冀。{基平糯雄灌论戆巍密度幸}篝鬻谂

蠢第二毒炼藤邈埝鳟翔；警疆螺旋菩帮燕满足耋。毒*e戤，葵孛“。”表

示两个滁旋{乍嚣易欷，瓣毒稼必菩静反嫖旋，网霉S蹇稼为篾盼厦赡旋，它
j曾
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    Si:平行Sit'  Sii固定于定平台上作为每一条支链的驱动副;Sil和T31平
行，S21和S4:平行，Si3 '‘和SI，在机构的运动过程中始终相交于同一点(。
点)，其中Sit和Sf4分别表示圆柱副C的转动副轴线的方向矢量和移动副轴
线的方向矢量，Si，和$14都与S1:垂直相交。

3.2传统的自由度计算理论

    传统的自由度理论中公认的是Kutzbach Grubler[l7)' [ia]的计算公式。在
许多著作中都有不同形式的Kutzbach Grubler公式，一般都分为平面及球

面机构和空间机构两大类，但不管什么形式的Kutzbach Grubler公式，其
实质都是等价的。

    对于空间机构有如下形式的Kutzbach Grubler公式

F=6(。一，一。+1f
                              省                              -1

其中刀一一.机构总的构件数

    J0 总的运动副数

f一~- i个运动副的自由度数

厂一一‘机构 总自由度数
    4自由度并联机构属于空间机构，其在Kutzbach Grubler公式中的计

算参数分别为:。!。;，二，6;艺f =20,则机构的自由度尸可以计算如下:

F二6(n-j-1)+艺f, =6x(14-16一1)+-10=Z

    通过后面的分析和仿真证明用传统的自由度计算公式得到的这一结论
是错误的。

3.3基千螺旋理论的自由度分析

3.3.1基于螺旋理论的自由度计算理论

    由第二章螺旋理论可知，当两螺旋$和凡满足S-S==。时，其中“。”表
示两个螺旋作互易积，则$r称为S的反螺旋，同样$亦称为S,的反螺旋，它

                                                                                                                    19
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们是互逆的，下标r代表了反螺旋。对于运动螺旋来说，它的反螺旋为力螺
旋，代表着该螺旋所受到的力约束。对于一个空间n阶螺旋系凡(k=1一。，

n<6)，即此。个螺旋均线性无关，对应有(6一n)阶的反螺旋系$,m (m=1一
6-n).凡和气之间满足如下的关系式:

$k .$,. = 0 ( 3-I)

    当给定一个螺旋系以后，通过式 (3-1)可求解出对应的反螺旋系。当

该反螺旋系代表着机器人运动平台的约束力螺旋系时，动平台的自由度数目

可以这样计算:

F--6一C (3-2)

式中，F是动平台的自由度数目，C代表约束力螺旋系的秩。

3.3.2  4-RRCR井联机器人的自由度数的计算

    4-RRCR并联机器人总共有4条结构相同的支链，每条支链由5个运动

副组成。为研究方便，支链的运动螺旋系用矩阵T,=[凡I表示。与支链P的
运动螺旋系对应的反螺旋为约束力螺旋，用$$1,表示。因此，运动平台受到
的约束力螺旋系用矩阵W -f $,1 $Q $r3 $r4]表示。通过建立各支链的T,，可由
式(1)求得对应的$�，进而得到w。计算C=Rank (W)，由式(3-2)便
可得到动平台的Fo

步骤1.  4-RRCR并联机器人运动螺旋系的建立

    建立如图1所示的坐标系，其中坐标原点。1在夙，的轴线上，x轴和Y轴
在基平面上，二轴与S,;位于同一直线方向上，。点坐标为((x, y, z)，矢量，代
表矢量0,0。

首先建立支链1各运动副所组成的运动螺旋系$I、二(S,,; r,, x Sti

S�=}1,0,0} , r� _。，$�二(1,0,0;0,0,0) (3-3)

Siz=(1,u) ，Si, =(1,0,0>0, Qjz, R.)

s,3=(Li3,.Lii3,Ni3), r,3=r=(x,Y,z)

(3一4)
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$13-(43+M,3,N13;yN13一zM,3, ZLI，一XN13, XM,3一YL13 (3-5)

S14 - Sm，夙;一((0,0,0; L, 3, MI 31 NI3 (3-6)

，，，二((LIS,MIS,NI5)，r,5=r= (x, y,:)，

St，二((L151 M1s, Nls; yN,，一ZMs , ZL,，一xN,,, x1f,，一YLIJ      (3-7)

其中

令(LIj, 3̀f=i' N,j )和怀j:Q(jlR(,)分别表示运动螺旋系凡，的轴线方向矢
量和轴线线矩矢量;

今 S,:过原点，因此r,, = 0

今 S13和凡，均过。点，因此‘-r Is =r。

    同理可以建立其余三个支链的运动螺旋系如表3-1.-

步骤2.                                            4-RRCR并联机器人反螺旋系的建立

    给定一个螺旋系，其反螺旋都可以由式 (3一约 计算得到。根据所建立

支链的不，由式((3-1)便可得到对应的凡。

  令$}i一(‘;S0卜(‘，‘、、*气‘)二(‘，域，戈;蹂，么，凡)。取支链1

的不，将其坐标代入式((3-1)中，得:
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表3-1各支链的运动螺旋系

支链2(凡，) 支链3〔$3,) 支链4 ( a� )

S�=(0,1,0;0,0,凡，) 83，二(1,0,0;0,0,83) S� 0(0,1,0;0,0,8,)

S�二((0.1,0;Pz,0,R�) $,:二(1,0,0;0,0,,3,凡) $�二(0,1,0;P�,0,8,3)

S二二(L� 0, N�;

    pN�-x'3,31-Lm,-)'L:,)

S,3 =(0, M33, A'v;

Yv3:一zM�,-xN33,x,W。)

S�-(L�,0,心;

yN。一残3 +ZLQ,-A43)

S_, =(0, 0, 0; Px�0, R,. ) 凡;二(0,0,0;0,乌;，凡;) ‘。二(0,0,0;P44,0,R�)

5乃之

(4,M_ N二一YIV”一z.N�,

ZLz, -XN�,XVVI�一内)

凡,，

(La,M3n,凡,;YN3，一zM�,

zL,, -xN�, xM,，一YL3s )

凡5 -

(L<3, Mu, N�;yN.一ZM,7,

zL,，一XN�,xm,，一YL.3 )

    可以看出，式(3-8)的系数矩阵为组成支链1的运动螺旋系坐标组合，
在支链各轴线的线矢为线性独立时，该系数矩阵的秩为5，因此，由线性代

数的理论可知:式(3-8)解出$1，的基础解系为Slb，任一个$I:都可以表示
为sr，二t砧，(t为任意非零常数)。

    同理，分别代入支链2、支链3、支链4的运动螺旋系坐标，可以得到

4个支链的力螺旋基础解系:
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$; =1,0,0;0, z, y) (3-9)

$2二(0,1,0; z,0, z) (3-10)

$;二(1,0,0;0, z, y) (3-11)

$4二(0,1,0; z,0, x) (3-12)

步骤3. 4-RRCR并联机器人自由度数的计算结论

    建立机器人动平台的力螺旋系后，对其进行分析，可从中得到如下的结

论:

    . 所有的力螺旋的轴线矢量与所选坐标参数无关，轴线矢量的第三项

      代表螺旋轴线与:轴的方向余弦，因为都为0，即均与z轴垂直，也

      就是说它们都在与XY平面平行的平面上。

    . 所有的力螺旋均为线矢量，因此气=。，因为s‘与嵘的点积均为0;

.所有的力螺旋均过点。(x, y, z)，因为它们均满足，xs�=s,0,;

今 反螺旋系/I的‘=2，这也可以从螺旋理论得到，因为对于任意的

    平面汇交的线矢量，其最大线性无关数为2>

3.3.3  4-RRCR并联机器人动平白的自由度性质

    自由度的性质，指的是该自由度的种类(如转动自由度、移动自由度等

等)及其进一步的描述(如转动自由度的转轴描述、移动自由度的移动轴描
述等等)。下面就运用反螺旋的相关理论来作进一步的探讨。

    如前所述，互易积为零的两个螺旋互称为反螺旋。从物理意义上说，互

为反螺旋的两个螺旋分别代表物体的运动螺旋和力螺旋，则互易积就是力螺

旋对运动螺旋所作的功。互易积为零，即力螺旋对运动螺旋作的功为零，此
力螺旋必为物体的约束反力。因此，反螺旋反映了物体被约束的运动和物体

为约束所允许的运动，这样，通过对反螺旋的分析就可以知道运动平台的哪



北 京 交 通 大 4卜硕 士 学 位 士仑3忆 a6-T-M旋理论的 4-RRCR并W 1t8iF入}OLTO学研交，

些运动为约束所允许，哪些运动受到约束。

1平动自由度的分析

    从上面对动平台的力螺旋分析可知，动平台上所受到的四个力螺旋$,.
凡- $，和凡在同一个与静平台平行的平面上，并且相交于。点。对于动平
台沿:轴的移动，因为与xY平面正交，即力螺旋与沿:轴移动的运动螺旋是
相互垂直的，做功为零，因此这个方向的移动是为力螺旋约束所允许的;而

沿平行xy平面的平动均可以分解为沿相互正交的力螺旋$$,，$,2方向，此时
力螺旋对这类移动做功不为零，这些运动都将被力螺旋所约束掉，即动平台

没有沿平行XY平面的平动自由度。

2 转动自由度的分析

    因为螺旋之间的线性相关与否与坐标系的选择无关，因此移动坐标系到
如图3-2所示。

图3-2 空间螺旋系

此时$1:和 $2分别表示为

$,2=1̀rr2}引 =
$二((S.，  :、S,)=(L=

(0,1,0;0,0,4)。1N
$r,
  设

'I;  S1,} - (1,0,0;0,0,0)，
  间 任 一 线 矢 量

,M,N.;P,Q,R})为动平台的某一个转动轴的线矢量，
且该转动是为力螺旋约束所允许的。动平台绕轴线凡转动时，动平台上过
原点沿S,。和Srz方向的直线上所有点沿着这两个方向的任何位移被约束，也
就是说对于52，如果(r.、S,·S,, # 0 )或者(r, X Sx·S,, x 0 )，那么这个转
动是被约束的。因此，对于空间任一能够为力螺旋约束所允许的转动轴线

凡，必将满足如下条件:

凡x Ss - Sy“0 (3-13)
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r x s.。S,二0 (3-14)

同时，由于$}为线矢量，因此有

sx- r. xs:二LxPx+MxQ,+NxR,=0 (3-15)

代入各自的坐标计算可得:

              凡=0;么 =0; N,R二二0                                  (3-16)

    由于凡的轴线方向，x仁}, M., Nx)是任意的，也就是说N:是任意取值，
由式(3-16)可得R二二。，此时凡表示为((L, M, Nx;0,0,0)，也就是说$x的
轴线通过坐标原点。。因此，空间任一个为力螺旋约束所允许的、可以作为

动平台旋转轴线的乳必定通过。点，即动平台的所有转动轴线相交于同一点
。，动平台的转动为绕。点的转动。

    通过上述的自由度性质分析，可以得到动平台的自由度描述如下:

    今 动平台的平动自由度为沿Z轴方向的平动，平动自由度数目为1

    . 动平台的转动自由度为绕。点的转动，转动自由度数目为3.

3.4两种自由度计算理论的比较

    由传统自由度计算理论Kutzbach Grubler公式计算得到的自由度数为
2:而基于螺旋理论分析得到的自由度数为4，分别是绕。点的3个转动自

由度和沿z轴方向的移动自由度，可见，两种方法计算得出的结论仍有相当

大的差距。如果机械系统实际的自由度数为4，但却以2个自由度数的情况
进行处理，那么机械系统将会处于过自由度状态，出现失控的问题。

    为了验证上述两个结论的正确性，本课题将用Adams软件建立并联机器
人的机构模型(参看图3-9)，并进行运动仿真，机构的驱动都加在每个支
链与静平台连接处的转动副上。
1 假设并联机构为2个自由度
    此时取4个支链的任意两个作为驱动支链，两个驱动的角速度参数设定

为:

    8,二0.8*t，已=-0.6 * t
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    动平台上。点的x坐标、Y坐标和:坐标的初始值分别为0,。和300mm,
时间参数t的初始值为0。经过0.2秒的运动仿真以后，动平台上。点的x坐

标、Y坐标和:坐标随时间的变化曲线分别如图3-3、图3-4和图3-5所示:

mode I 1
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l 口口 } }}
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图3-3。点x坐标变化曲线
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图3-4。点Y坐标变化曲线
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图3-5。点z坐标变化曲线
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2叫假设并联机构的自由度数为4

    此时，4个支链都作为驱动链，每个驱动的角速度参数分别为;

    只=0·3巾t，久=一0·5*t，凡=一0，5*t!风=0耳5水t
    动平台上。点的x坐标、y坐标和2坐标的初始值分别为。、0和300咖，

时间参数t的初始值为0。经过0.45秒的运动仿真以后，动平台上。点的x坐

标、夕坐标和:坐标随时间的变化曲线分别如图3一6、图3一7和图3一8所示:

      L曰 1， 1{ {

二二牛母于一下---一; 一丁一，一下葬一
                  : {

; ·{ { 、， }
二 r

{ l
} l

                            〕
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一:1「:}下几 一 一} }

! ‘{}.{日 {;一 �� ‘一{
自脚 七口花日n                   ，..户岭

图3一6。点x坐标变化曲线
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图3一7。点y坐标变化曲线
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                      图3-8。点z坐标变化曲线

    从上面的图例可以看出，当仅仅给并联机器人施加2个驱动，也就是假

设自由度为2的时候，此时动平台上。点的Y坐标值随着时间的变化将呈现
无序状态。也就是说，此时由于系统的输入自由度数不能满足机构本身的自

由度数，系统处于失控状态，Y坐标值随时间的变化而变得无法确定，在图
表中则显示出来为随机状态。
    而当假设动平台为4个自由度时，动平台上。点的三个坐标值都随时间

呈现出平滑曲线的变化状态，而且x坐标和Y坐标均不随时间而变化，只有
z坐标随时间而发生变化，这也符合了运用螺旋理论进行分析得出的自由度

性质变化。
    综上所述，通过Adams的运动仿真可以看出，采用Kutzbach Grubler

公式计算出的自由度数目无法满足并联机构的运动要求，传统的自由度计算

理论运用在空间并联对称机构上将会得出错误的结论;而用螺旋理论分析的

自由度不仅满足并联机构的运动要求，而且符合自由度的运动性质，螺旋理

论的分析结论是正确的。

3.5本章小结
    4自由度并联机器人属于过约束机构，采用传统的自由度理论进行分析

往往会得出错误的结论，本章节则运用螺旋理论对其进行自由度的计算和分

析，并通过计算机的运动仿真论证了传统自由度理论结论的错误和螺旋理论

分析的正确.自由度的分析将为后续运动学研究的前提和基础。
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图3-9在ADAMS环境下建立的机构模型
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第四章 并联机构的运动学分析

    机器人的运动学主要研究在支链的几何约束下机器人的末端输出运动，

机器人的运动学主要分成两部分:运动学反解和运动学正解。运动学反解研

究的是通过给定工作空间内的一个己知输出位置从而映射到产生该输出位

置的输入变量;而运动学正解研究的是通过给定已知的输入关节变量从而映

射到由该关节变量产生的动平台输出位置[14]
    串联机器人属于开链式结构，每一个关节都有一个驱动。其运动学正解

所研究的内容是由给定的关节变量求解出末端操作器的位姿，而反解则是对

给定的末端操作器位姿求解出对应的关节变量。串联机器人运动学的研究方

法主要采用Denavit-HartenBerg法，通过建立支链的D-H参数，以此获得
连杆的变换矩阵，从而得到末端操作器的位姿与关节变量之间的函数关系。

串联机器人的正解比较直接.因此相对简单:而反解的求解则比较困难。目

前对串联机器人的反解研究主要侧重于得到封闭解，也就是把问题简化为一

个与末端操作器位姿和某个关节变量相关的代数等式，以此得到所有可能的

解和末端操作器的位姿。一般的方法有:矢量代数法12011211、几何方法1221和
螺旋代数法1251等等.
    并联机器人则属于闭链式机构，一般情况而言，并联机器人的支链数目

与其自由度数目相等，每一条支链有一个驱动。与串联机器人相反的是，并

联机器人的反解内容简单直接，而正解则变得相当复杂。一般说来，随着机

器人中独立的运动环路数目的增加，其运动学正解的求解难度将增加，而运

动学反解的求解难度则降低[241。并联机器人正解所面临的困难主要有两点:
一是正解所得到的都是非线性强祸合的方程组;二是正解所得到的支链驱动

参数结果不唯一。目前，国内外对于并联机器人正解的解决方案也趋向于两

种方式:

令 一是从机构本身的结构上进行改进，创造性的提出满足并联机构运动自
    由度要求的新型机构，并使得这种并联机构的运动学正反解的非线性祸

    合程度降低到最小，从而得到合适的解析解或者实时解。如东北大学的

  胡明等125]在1998年提出了一种以Stewat平台为基础的一种新型三杆三
    自由度纯平动并联机器人机构，其运动学正反解都相当简单，而且运动

  之间完全没有祸合:燕山大学机器人研究中心的赵铁石等〔261在2000年所
    提出的一种实现空间三维移动和绕z轴转动的空间4-TRT四自由度并联

    机器人，其运动学正解可以求解得到一个关于其中一个支链驱动变量的
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  8次方程，也就是得到正解的封闭解;扬州大学的陈文家等1271在2002年
    提出一种以铅垂导轨上4个滑块作为原动件的新型四自由度并联机器

    人，该并联机器人能实现两个方向的移动以及绕两个方向轴线的转动，
    其运动学正解最后可以归结为含有6个未知数的高次非线性方程组，并

  应用Newton-Raphson方法求解;东南大学的金琼1281在2001年提出一类新
    型的三平移并联机器人机构，通过对机构的支链进行特殊的配置，使得

    各支链结构相同并不存在虚约束，并使得运动学的正解具有一定的解藕

    性.

今 二是从数学的角度出发，对己有的机构运动正反解结果运用各种数学算

    法进行解祸，或者对机构的运动副数学模型进行优化，从而降低运动正

  解的数目及其非线性属性。如郑州大学的孔宪文[291在1999年根据连续法
    求解多项式方程组时构造初始方程组的一条新原则，给出了3-RPS并联
    机构位置反解的高效算法，使得其位置反解的数目降低到最小8:中科

    院的邹豪[301等在1997年根据运动学等效的原则，在并联机器人中引入等
    效串联机器人以及分支等效串联机器人，以等效广义坐标为中间变量建

    立并联机器人运动学正解求解算法，从而能有效的处理结构带来的运动

  祸合以及避免多解性;西安交通大学的周冰1311在2000年针对一类3-RSR
    并联机器人提出一种新的姿态描述方法，并以此对机器人进行几何分

  析，得到并联机器人运动学正解的封闭解:Der-Ming Ku132〕在1997年运
  用一种基于Newton-Raphson的方法来求解Stewart平台的运动学正解，
    由数值仿真可以看出这种方法比以前的方法更有效更简单:J-P

  Mer l et [331在1992年对用于求解并联机器人正解的两种迭代算法、一种简
    化的迭代算法和一种多项式算法进行了比较，分析了各自的优缺点。

    对于本课题所研究的4-RRCR四自由度并联机器人而言，在其可达的工作

空间之内，运动学反解可以得到解析解，而且每一条支链反解的个数将从1
变化到4个;运动学正解的结果则比运动学反解的结果复杂得多，支链中被

动的转动副由于上平台位姿变化引起转动而带来移动副的伸缩，即所谓的移
动副与转动副发生了运动棍合，或者称运动派生[301，这样的运动学正解运
动学方程中将会使得每条支链中被动转动副变量与动平台的位姿变量之间

将会发生祸合，因此无法得到运动学正解的解析解，得到的将是实时解，运

动学正解的结果将是动平台某个位姿变量的非线性等式，而非高次线性多项
式。
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4．1并联机器人机构的运动关系描述

为便于运动学分析，在4-RRCR四自由度并联机器人上建立如图4 1所

示的坐标系：

图4—1 4-RRCR并联机器人机构的坐标系

其中，矢量s。(f_1～4，，=1～5)代表第f条支链的第_，个运动副轴线

的方向矢量。定平台和动平台的坐标系按如下的规则来确定：

1．定平台坐标系(即地面坐标系)pxy

原点在p点，x轴与s：。以及h。垂直，正方向如图4-l所示：Y轴与

j。。以及％。垂直，正方向如图4-1所示；z轴由x轴和y轴按照右手螺旋

法则确定，沿着po的方向，iT晌]Ap点指向0点，po用矢量{O，0，d)
(相对地面坐标系而言，下同)来表示。

2．动平台坐标系“1，w
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坐标系的原点取在各个支链最末端两个转动副轴线s。和s．。的交点

0点(0点同时也是动平台的中一心点)，动坐标系的“轴与％和j。。重台，
正方向如图4一l所示，矢量“表示为池，v1，Ⅵ)；v轴与毛。和5。重台，

方向如图4-l所示，矢量v表示为仁：，％，心)，w轴由“轴和1，轴按照右

手螺旋法则确定。

根据上述建立的坐标系，可以定义机构其他相关的描述：

◆％固定在定平台上，与x轴或者y轴的交点为4。，原点PN4。的

长度定义为‰。

◆q：与s。相互平行，两者的公垂线交点分别为4。和42，点4，和4：

之间的距离定义为k：并且它们均与xpz平面平行(当i=1,3时)
或者垂直(当i=2,4时)。

◆s，，和s。分别表示圆柱副C的转动副轴线的方向矢量和移动副轴线

的方向矢量，它们与毛：垂直相交与点Ai，；s。和5。在运动过程中始

终与s；。相交于点O，两者的夹角为常量q。sH用矢量{薯，M，‘)表示，其中zl=Y2⋯X3 Y4 0。
由上述的定义可知，机构动平台的位姿参数可以用“，q，M，屿，如，％，田

共7个参数来表示，其中只有4个参数是独立的。而每一条支链的驱动转动

副的转动角只．则是作为机构的输入参数，因此运动学反解的目标为由动平

台的7个位姿参数求解出支链驱动转动副的转角自。反之，运动学正解的

目标则为由支链驱动转动副的转角晶求解出相应的动平台的位姿参数。

由第三章自由度的分析可知，动平台的位姿变化是绕O点的三个转动和

O点沿=轴的平动。因此，为了建立动平台的输入与输出之间的关系，连接

位于同一平面上的印』。，爿，：四点，构造如图4—2所示的几何关系图。

由图4—2所示的几何关系可得到如下的关系式：

1．d与0i，的关系式

线段B：4：的长度为(f』。一l,iCosOi。)，由此得到线段。旦：的长度为

(‘。-l,。CosO，．)Cotq％，线段42 E，的长度为‘l髓n只。，因此得到第一个关系式：

d=(‘o—l,tCos只1)Cot々o,+l,lSinOil (4-1)

33
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D

图4-2支链几何结构关系图

2．s。=R，咒，z，)与盯={“，，VI，w1)和v={“2，V2，w2}的关系式

因为在机构的运动过程中，$14和毛。2_f日q的夹角是固定不变的为q，而

乩与v重合(i：1)或者方向相反(i=3)，％与雕重合(i=2)或者方向

相反(i：4)，把％的表达式代入，并用竹的三角函数来代替％中的参数，

也就是S14={O，Yl，毛}={0，Sin々oi，一Coscj)，s24={X2，0，Z2}={Sin伊2，0,-Cos伊2}，

J。={O，Y3，23)={O,-Sin(03，．Cosp3)，$44={X4，0，24)={一Sin(04，0,-Cos妒4}。由此

可以得到四个支链的关系式：

S14·v={O，Sinq、，一G∞吼)-{”2，V2，w2}=v2＆，z竹一w2Cos妒1=Cosotl

S24·U={Sin伊2，0，一Cos々02}·{地，H，Ⅵ}=Sin_902M。Cos妒2wl 2Cosct2

(4—2)

(4—3)

S34*v={0，-Sin々03，一Cos妒3}·{“2，V2，，恍)=一V2Sin《oa—w2Cos妒3=一Cosa3
(4—4)

童“．H={一Sine4，0，．Cos‘o．}·{％，v1，w1)=一跏钆M—C∞吼wI=一Cosa4 (4—5)

3．动平台坐标轴之间的约束关系
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动平台的u和p均为单位矢量，因此其模为l，并且其各翻3个方向矢
量参数之阉莠布是完全独立憨，两者之闯是翊至垂壹凝交懿，鑫l兹褥到关系

式：

玎|=“；+《+霹；l

lp}一--“：2+《+《=l

抑p竺{毽，毪，毪}·{毪，毪，稀鼍}慧UlN2+毪毪+强研鼍=0

(4～6)

(4-7)

(4-8)

4。2并联执器人运动学反鼹

瓣蔫毒嘲。高鼍
C0娩= ：盥 (4～9)

2曩。

躐=蔫静”
CotOfl。 ：缝

2屯

：壁，
l÷癌

5

∞

，

o“
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    动平台的。和，均为单位矢量，因此其模为1，并且其各自3个方同矢
量参数之间并不是完全独立的，两者之间是相互垂直相交的，山此得到关系
式:

}川=u1 2 +e11 12+Wi司 <4-67

州二4 +"z十W2 = 1 {4-1}

u"V = {u1, v� wy }-{u2,v2, W2卜Utt12 + viv2十W, W2=。 (4-8)

4.2井联机器人运动学反解

    当求解运动学反解时，已知的参数为动平台的位姿参数，也就是已知

jul,v,"wI,u2,v2,w',d}共七个位姿参数，求解的输入参数为$n，其中气;为求
解过程的中间变量。在计算过程中对三角函数进行处理，采用半角来代替O,
和9.的函数表达式，即:

      。‘一(9i) ，‘__了91丫                  .a un t— I _ 1一‘un i— 1 _ ，

。 l2} 2t, ， 、2) 1一嵘
ainrp,二一一一一二一二下=丁一.T，C DStpi=— 一~丁-二万=了-二

      :L‘__1色1 汁气 ，，‘__{9i、 什Iii
              且 r-tun [— 1                           tT t曰月1— 1

            、2) 2̀)

1-tan

Coup;二 _1-t
  21�

(4-9)

矶

一
，
~

件
一2

了

!

、
一2
古
!

、
、

2tan

Sino�= - 21,
  1+t2,

Cosoi,

    .(叹;、，    工一tans一 1

=一 }2共=牛tzt
        {6:,丫 1 + t;;

  i+ta川 一 I

        l2)

Cotot,= _上二
  2t2,

(4-10)
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对支链1，在式 (4-2)到式 (4-5)中分别代入半允公式，得到

(it、一。asa,方几   +2v2t,:一v2 - Cosa, = 0 C4-11)

(U's一Cosa,)t十2u,t,2一141,一。Sas=。 (4-12)

他+cosa,)瞬一祝t,，一w2十。S%=。 (4-13)

(w,十Cosa, )ti,一2u,t,。一wi干Cosa, = 0 (4-14)

因此，由上述方程式可以得到t,‘的表达式:

t�二
w2 +QSa,

  2v2
(当U'2二Cosa,)或

t�=士2嘴十袱一Cosza,)
    鸡一Cosa,

(当w2 * Cosa) (4-15)

    w,十〔一““，，、。 ， 、、
t�二一 t白w 二七osa,JFA

        2u,

t12=士
2佃2十W3一〔'os2a, )、。 。
一 t曰W, # C.OSa2 )

    W,一‘OSCa2

(4-16)

tl3
Cosa3(当W2二一Cosa3)或

}zs  + 2(v' +w, -Costa,) (-Iw2 *-Cosa3)Y   w +Cosa3

  _ -w, +Cosa41r4 -2u,〔当、一~，或

(4-17)

36
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      W心十衬一Costa)、.， _
t,‘二*.I .           --(-w --c.osa,?

      V w,十G'osaa
(4-18)

同样在式(4-1)中代入8,，的半角的表达式，可以得到:

a,堪+a2t2i +a, = (4-19)

其中:

al = (Ii. + 1, Al一t,2;)一2dt,,

a, = 41st,

a,二(Ii。-1;,)(1一ti")一2dt�

因此t2，的解可以得到:

‘，_ -a,(当。=。)或。，=士、}az -4a,a3(当。，o)
                        V La,

(4-21)

这样就得到了运动学的反解最终结果，从上述分析可知:

令 如果t,‘只有一个解，那么运动学的反解可能为一个或者两个

今 如果t,、有两个解，那么运动学的反解则为两个或者四个

4.3井联机器人运动学正解

    并联机器人正解所研究的内容是通过己知的支链驱动参数Oil，求解出
动平台的位姿参数fu, .vi,w,,11,、w$,d}。并联机器人运动学的一个显著的特
点就是由于各个运动参数之间出现不同程度的祸合和非线性关系，其运动学

正解的求解比其运动学反解要困难的多。其求解的目标一般是通过各种方法

例如 Dialytic Elimination, Polynomial Continuation, Grobner base
                                                                                                                            37
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等消元法[[34]来消去其他未知参数，最终得到只含有动平台其中一个位姿参
数的高次多项式，进而通过该位姿参数求解其余的未知量。

    本课题所研究的并联机器人运动学正解可以通过前述的辅助运动学等

式方程来进行消元，并最终可以得到只含有位姿参数d的一个等式，进而由

此求解出所有的位姿参数。

    为了计算方便，由式 (4-1)进行转换:

coup, = b;=
‘一1�Sing,,

式。一1�Coso�
(4-21)

则有

            1 _ b.

Simp,一1+b,?’Cos(p;一l+b;Z
(4-22)

    把式(4-22)代入到式(4-2)到式(4-5)中的四个表达式里，并由此

四个方程联立求解出含有b;的{{u� w� v21 W2}的表达式:

_热Cosa,价十公+瓦Cosa,小十嘴
            b2十b,

(4-23)

w,=
-Cosaz价十时十Cosa,价十公 (4-24)

b, +b,

v2=
执Cosa3价十时+气Cosa,碑十牙

          b, +b,
(4-25)

_一。sa,价+牙+Cosa3价十公 (4-26)

b, +b,

由式 (4-6)到式 (4-8)三个方程消去变量v，和u:得到只含有
?u, . 1471, v=, 1V_}的一个方程等式:
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f (u,,w,,v2,w2)=w一(v, +2v2屺十w,)+

可(2u;嘴一2讨一2心咐一2弓嘴十2讨谚嘴+ 2u,叫)
+u一2u?谚+讨一2u; v2+弓一2u户嘴+2u矛v2咐+u;嵋=0

(4-27)

    把{{ul,W1,v2,w2}的表达式代入式(4-27)后，便得到只含有参数d的一

个方程等式:

关(d)=0 (4-28)

    由求解过程中可以看到，当由式〔4-28)求解出一个d之后，{uvwl,vvW2)

相对应只有一个解，而由式(4-6)到式(4-8)三个方程中求解出的变量v,
和u2将分别出现一个或者两个解的情况。

4.4并联机器人运动学正反解方程的数值验证

    上述求解过程已经从理论上对机构的运动学的数学模型进行了描述，因

此数值例子可以从另一方面对运动学的数学模型进行进一步分析。在此假设

运动学反解参数{u,, v,, w,, u2, v2, w2, d}已经给予赋值，从而由反解方程求出对
应的e;,:另一方面，从运动学正解的角度出发，以反解方程求解出的01，作
为己知输入参数，由运动学正解方程求解出{u�v�w� u2, v2, w2, d}。两者进行
对比，以此验证运动学数学模型的正确性。

1.机构的结构参数赋值，如表4-1

                      表4-1机构结构参数列表

i二1 i=2 i=3 i=4

110(毫米) 200 200 200 200

人:(毫米) 100 100 100 100

{

一。，(弧度) 0.96736 0.7732 0.6425 0.818
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22.运动学正解参数赋值如表4-2

                      表4-2运动学正解参数列表

u, v, w1 u, v2 w2
    d

(毫米)

0.91256 -0.40814 -0.02555 0.405384 0.894658 0. 187752 268.99

3.运动学反解求解结果如表4-3和表4-4

式4-15到4-18的结果如表4-3

表4-3运动学反解t,求解结果

=2 =3 =4

0.46869或 0.46649或 0.45872或

4.24349 .99588 .35172

0.46723或

    2.30649

01，的求解结果如表4-4

表4-4运动学反解砚.求解结果

解系列 811(弧度) 811(弧度) 831(弧度) 841(弧度)

1 1.60139 1.5861 1.5351 1.5912

2 2.92864 2.95116 3.02775 2.94363

}

          3 -1.60139 -1.5861

l

      -1.5351 一1.5912
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4 -2.92864 -2.95116 -3.02775 -2.94363

5
0.46287+1.759

      43i

0.92895+1.879

      65i

1.27388+1.816

      8i

0.81819+1.872

      92i

6
0.46287-1.7594

      3i

0.92895-1.8796

      5i

1.27388-1.8168

          t

0.81819-1.8729

      2i

7
-0.46287+1.75

    943i

-0.92895+1.87

    965i

-1.27388+1.81

      68i

-0.81819+1.87

    292i

8
-0.46287-1.759

      43i

-0.92895-1.879

      65i

-1.27388-1.816

      8i

-0.81819-1.872

    92i

并

和

4.运动学反解分析

    由表4-4可见，

且从中排除复数解，
2)0

B,:一共有8个解，但是B,，的取值是在((0-91)之间，
那么每一个支链的e;、只有两个可行解(表中的解1

5.运动学正解数值验证

    取表4-4中的第一行解作为运动学正解的输入值，即令认，=1.60139 .
仇，=1.5861 .仇:=1.5351 .氏，=1.5912，由式(4-28)可以求解出d如表
4-5a

表4-5 d值列表

解系列 d(毫米)

1 269.17286

2 220.12055

3 -19.40583

        4 -67.82084
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由式4-6. 4-7以及4-23到4-26可求解出剩余的运动学正解参数如

表4-6动平台姿态参数列表

解系列 u飞 v, w, u2 v2 w2

1 0.913085 -0.406975 -0.025434 0.40424 0.895233 0.187478

2 0.913085 0.406975 -0.025434 -0.40424 0.895233 0.187478

    表4-6和4-5与表4-2进行对比可以看出:运动学正解的结果不唯一;

运动学正解的结果中包含有原先所赋值的正解参数，并且由于计算过程中对

数值有近似的舍取，因此两者之间有微小的误差。这就证明了上述建立的运

动学数学模型是正确的。

4.5本章小结

    机构的运动学方程在支链驱动关节参数与动平台位姿参数之间建立了
映射关系，是机构运动学分析的基础。本章通过对4-RRCR并联机器人的结

构进行分析，根据其几何关系建立了支链的运动学的数学模型，从中推导出
了机构运动学正反解的求解步骤，并加以数值实例验证了该数学模型的正确

性。
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第五章 并联机构的雅克比及其奇异位形分析

    并联机器人的雅克比分析与串联机器人的雅克比相比要复杂的多，因为

并联机器人拥有更多的支链，由此形成许多闭合环路。这方面最早的研究是

由Waldornl"I (1966)所提出的，之后还有。avies和Primrosel36 (1971)

以及Baker["] (1980)等进行了探讨。此后，并联机器人学者提出了各种相
关的研究方法，例如Mohamed"] (1983)通过速度矢量回路等式的方法来确
定支链关节相关的瞬时运动螺旋;Mohame和Duffy1A (1985)介绍了用于
雅克比分析的螺旋理论;Sugimoto[401 (1987)运用运动代数法进行并联机
器人的雅克比分析等等。同时，雅克比矩阵还有其他的各种用途，如:Oblak

和 Kohl i[411在 1988年提出用雅克比矩阵来描述机器人的操作空间;
Gosselin142]在1990以及Tahmasebi和Tsai[41]在1995年把雅克比矩阵与机
器人的刚度联系起来，从中提出了一些有利于机器人刚度优化的末端操作器

与驱动关节之间的联系;Gosselin和Angeles [441分别在1988,1989以及1991
年提出把雅克比矩阵的条件数作为机器人驱动关节与末端操作器之间误差

放大量的量度，由此作为机器人设计的一个优化性能指标。

    并联机器人的奇异位形与其雅克比矩阵是紧密相关的，当处于奇异位形

时，雅克tr矩阵也将出现奇异(Ma和Angeles, 1991E451, Shi和Fenton[46,
1992, Wang和Gosselin[471, 1996)。并联机器人奇异位形存在于其Z作空
间内，当并联机器人处于这样的位形时，将获得一个或更多的自由度或者失

去一个或更多的自由度，由此将完全失去运动刚度。Gosselin和Angeles [481
  (1990)研究了闭环回路的并联机器人的奇异位形，并提出了把其雅克比矩

阵分离成两部分:一部分与运动学正解相关，另一部分与运动学反解相关，

由此闭环回路机器人的奇异位形分解为运动学正解奇异和运动学反解奇异;

而Zlatanov[49】在1995年提出一种并不基于传统的雅克比矩阵的奇异位形分
类方法，该方法根据驱动关节(包括被动关节)速度与机器人输出速度之间
的线性映射等式系统的退化情况，把奇异位形分成 6种对应的情况;

Merlet[so1在1989年运用Grassman线几何方法来定义并联机器人的奇异位
形，通过线丛和线汇的特性来判断机构的特殊位形，并在1992年把这种方

法运用于一种几对同心球铰固接于动平台的特殊 Stewart平台机构的奇异

位形分析上。
    本章将运用螺旋理论对4-RRCR并联机器人进行雅克比矩阵的分析，并

把奇异位形分成3种情况进行讨论，从中得出了机器人的雅克比矩阵及其多

种可能发生的奇异位形。
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5.1井联机构的雅克比分析

5.1.1并联机构的雅克比的定义

    对于并联机器人而言，雅克比矩阵为动平台在笛卡儿空间的运动速度与

驱动关节速度之间的映射，用式子表述如下:

                    q，Jx                                     (5-1)

其中备是一个代表驱动关节速率的m维矢量，x则是代表末端操作器输出速
率的n维矢量，而J是nxm的雅克比矩阵。对于本课题所研究的并联机器人

而言，4条支链各带有一个驱动关节，并且由此映射到动平台的4个输出自

由度，也就是机器人4个输入速度坐标对应动平台的4个输出速度坐标，因
此J是一个4x4的方矩阵.然而，某些情况也会出现m#n的情况，例如冗

余自由度机器人可能具有超过6个驱动关节，而末端输出的自由度最多只有

6个，也就是m>n。
    按照Gosselin和Angeles在1990对雅克比矩阵定义的扩展，输入坐标

和输出坐标之间的关系可以写成如下的关系式:

F(q,x)，0 (5-2)

F是x和q的隐函数。对式5-2两边同时对时间求导，得到如下的等式:

J, q+ J,, x = 0 (5-3)

丝，是。、。的雅克比矩阵
a

    aF 。 “一一，.*一 二。，
J =— ，足 nxm 荆推 兄 比祀 降 。汁Jz.JF

      aq

在结构上是各自独立的，也就是说JF = JF (q, x)且J, = J, (q, x) a

=

几

人

和

    按照第三章自由度的分析可知

动自由度和沿Z轴的移动自由度，

，动平台的4个自由度为绕。点的三个转

因此定义q和x的表达式如下:
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(5-4)
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其中喊，，么:，氏I咸，)代表4个支链的驱动关节转动速率，(v}, W., wy， x'=)分别
代表动平台在固定坐标系中沿z轴的移动速率以及绕口点的转动速度在

(c, Y,-')轴方向的分量，J，和J:均是4x4的雅克比矩阵。

5.1.2基于螺旋理论的雅克比矩阵分析

    由于并联机器人有多个闭环回路，每一个支链与动平台之间都形成一个

运动回路，因此动平台的瞬时运动即其输出运动螺旋。=(w,v)与关节速率

01,之间的关系可以由以下的等式表示:

E=1B"Eu ‘=卜-4 (5-5)

EJ衣不5K t余文进tpj弟J个天节EZ动9*1旋，这是进行推克比矩阵进行分析
的充分必要条件。式 (5-5)中一共有24个等式，但是这些等式并非完全独

立，并且。=(w,v)中只有4个运动变量，也就是((v�w,w,�WO-
    在第三章机构的自由度分析中可知，该并联机构的自由度是绕。点三个

方向的转动以及沿着:轴的移动，动平台所受的力螺旋都通过。点，并且位

于与xY平面平行的平面上，因此，动平台受到的力螺旋可以用两个线性无

关的基的组合得到，这两个基为:

          a�, =(1,0,0;0,d,0)和awe = (0, 1, 0;-d, 0, 0)            (5-6)

    按照螺旋理论，动平台受到的力螺旋与运动螺旋之间是螺旋与反螺旋的

关系，因此可以得到如下的等式:

awt。:=awl - Y-,9,, --l=。;awe '-' =awe。艺0,rs} =0 (5-7)

    这样，对于求解关节速度或者反求动平台运动螺旋而言，式 (5-5)和

式 (5-7)一共有20个变量和20个等式，理论上为关节速度以及动平台的

运动螺旋求解提供了依据。
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事实上，对于任一个支链i，都可以找到一个仅含有运动学位姿正反解

参数的螺旋E,,O，使得其为螺旋系氏s; (% = 2,3,4,5)的反螺旋，然后在式(5-5)
的两端均与才进行反螺旋乘积，即

对。:=E00Ee, E� (5-8)

                                              j=1

    由此得到仅含有动平台输出运动螺旋以及各个支链驱动关节转动速率

的等式，即

(5-9)
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    上述求解过程为本章雅克比矩阵求解的思路，其中将运用式 (5-7)把

每条支链的5个关节速度变量组合成4个关节速度，并产生螺旋B1，使其
与E的反螺旋乘积结果只含有仪，w},竹,w,) 4个变量，从而求解出
JF =JF(9,x)和JI = Jr(9,z)。

步骤1.并联机器人支链关节运动螺旋El的建立

按照第二章螺旋理论的介绍，支链关节的运动螺旋可以表示为

s�二(s'y;rsxs#)·其中、是支链关节的轴线矢量，r.是坐标原点到该关节轴
线上任一点的矢量

的支链几何结构图

。同时结合第四章图4-1所建立的坐标体系以及图4-2

，可以建立支链的关节运动螺旋:

表5-1支链关节运动螺旋系

Eli
i=1 i=2 i=3 i=4

1=1(1, 0, 0; 0, 0,-1,, ) (0, 1, 0; 0, 0,几。) (1, 0, 0; 0, 0, 1"') (0, 1, 0; 0, 0，一人。)
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j=2(1, 0, 0; 0,1�Sinn� ,

一六。+几,Coso�)

(0,1, 0;-1�Sino,一

0, 1,。一1�Coso� )

(1, 0, 0; 0,乙,Sing�,

几。一与Cos已;)

(0,1,0;-14,Sino4�

0,-140 +14,COSOU)

j=3(0, 0, 0; 0, Sing, ,

-Cosip, )

(0, 0, 0; Sinrpz, 0,

-COW, )

(0, 0, 0; 0, -Sing,

-Cos(P3 )

(0, 0, 0;-Sinrp4, 0,

-Cos(P4 )

1=4(O, Sing,,-Cos(p,;

-dSinip, , 0, 0)

(Sinrp� 0,-Cosg,;

0, dSin(P,, 0)

(0,-Sing3,-Coslp3

dSinrp3, 0, 0)

(-Sing4, 0,-Cosg4

0, dSinip� 0)

j=5(U21 VI I WI;

一九，du� 0)

(u� v� w';

-d,,,, du� 0)

(-ui,-v�-Wz;

人，-du,, 0)

(-u�-vi,-H'�

内，-du� 0)

步骤2.支链运动关节速度变量的重新组合

    按照求解思路，对每一个支链的关节运动螺旋运用式 (5-7)都可以进

行关节速度变量的重新组合。首先对支链1运用式(5-7)进行计算，得到:

                  表5-2支链1的式 (5-7)计算结果

I=1 I=2 1二3 I=4 J=5

一。·二】 0 0 0           0

}

0
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Et, '气2 -d
-d +1�Sing,

Sinrp,

因此得到关于01、的一个表达式:

-d B�+(-d +1, Sin0l,)0,+Sirap, 0,:二0 (5-10)

从中消去0,3，即

0,3=
-d B� + (-d +1�Sing�) B,2，此时可以重新进行支链 1关节速度变

量的组合，

        Simp,

即得到式 (5-5)的变形:

s=司:0�+成012十E14 0,4+ e15乳 (5-11)

其中E1} - E11 +丽石-'13’
        -d+乙,Sin日，

&12=812一一一一二尸罗一一一913。
                  Jln}J,

这样就可以得到支链2, 3和4的各自表达式:

支链 2:

表5-3支链2的式 (5-7)计算结果

j二4 j=5，J

一

p

 
 
一-

-

n

了

-

5

j二1 j=2

炙 0 6_Ni{ d d一1,,Sin02,
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Eli 0氏2

E=砚，已1十822典,+E24 824+625凡5 (5-12)

其中Eli =E21-  Si而了83，622，622
d一气Sin久，
  Sinop2

623。

支链 3:

表5-4支链3的式 (5-7)计算结果

I=1 .l二2 了=3 J=4 J=5

63l 0气l 0 0 0 0 0

E3f 0氏.2 -d -d+气Sing� -Sinop3 0 0

E=减，认1十月:已2+634巩4十635已5 (5-13)

其中减，=‘一Sinp3 E73’8j:二E3:一
d一旬Sing�

SinS03
E33。

支链4:

表5-5支链4的式 (5-7)计算结果

j=1 j=2 j=3 J=4 了=5

}
}

}

一 /
}

d一1�SinO� -Sinrp, 0
0
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凡，a氏:} 0

二=司:已,+司:氏2+-441944+E,5已、 (5-14)

其中E;，二‘+- 643E43E.=E42一
-d十份Sing�
Sin (P,

凡3。

步骤3.求解螺旋系1Ei21-i41-i5}反螺旋S11

  求解{E}2}E4}Eis}反螺旋En其目的就是希望籍此消去支链中非驱动关节
的转速变量，仅保留有01:变量，并使得动平台的运动螺旋中不含有沿x轴
和Y轴方向的线速度分量。

    按照螺旋理论对于给定螺旋系求解反螺旋的方法，当螺旋系中包含有3

个螺旋时，首先选定三维空间中任意4个线性无关，也就是正交的螺旋，同

时这4个螺旋的选择还能保证求解出的才与E的互易积不含有x轴和Y轴方
向的线速度分量。为此，选定这4个螺旋为:

E, =(0,0,1;0,0,0)，E2 = (0, 0, 0;1, 0, 0)

E3 =(0,0,0;0,1,0)，E4 = (0, 0, 0; 0, 0,1)

这样，对就可以用下面的式子表示:

  E,

40 Et

E;4 ' E,

乓5 , -'I

  E2

El' 2 - E2

Ei4 ' E2

-'i5 o E2

  E3

Ej2 o E3

月4 ' E3

叹5 , -'I

  E4

6i2 - Ea

Eia。凡

-'ii ' -4一(0,0,h,,;h;Z,h;�h;,)      (5-15) 
 
︸一

对

(h;,.h;,,h;�h�)的表达式见附录。

步骤i.  .I和J，的求解
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    根据上述的求解思路，在式(5-5)的两端分别运用s,0作以互易积，得到
式(5-5)左端:

才0s=(0,0,权:;权z,h,3>h14)0(ws,W,,W_;v,V,,v.)=hi,v=+hizw=+h;3wy+h,4w}

在式(5-5)的右端则可以得到:

对0艺氏E0=砰0 B, En+矿0 Biz Erz+对0 0,4 E'4+才0 BIS Ei，一(对0E''l)el

其中e0Ert的表达式见附录。

因此，综合上述两个等式，并考虑4个支链的全部情况，可以得到如下

等式:
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因此J二洲Jr，这就得到了雅克比矩阵Jo
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5.2并联机构的奇异位形分析

    当并联机器人处于某些位置时，其雅克比矩阵也将成为奇异矩阵，行列

式为零，这样式(5-16)中机器人的速度反解不存在，这种机构的位形就叫做

奇异位形。并联机器人在奇异位形时其自由度将发生改变，因而机器人将会

失去控制;同时，在奇异位形区域附近，机构的运动传递性能也是相当差的，

关节所受到的驱动力或者力矩都将会趋于无限大，以至破坏机构的结构。因

此，在设计和运用并联机器人时都应该详细分析出奇异位形的情况，并使得

其运动轨迹尽量避开奇异位形。

    少自由度并联机器人的奇异位形可以分成以下三种情况[131.

. 支链奇异位形

        这种奇异位形与串联机器人的奇异位形类似，其产生的原因是支链

    的关节运动螺旋之间出现线性相关，相应于该运动螺旋的独立力螺旋数

    量将增加，因此动平台将失去一个或者更多的自由度。支链奇异位形可

    以通过计算支链运动螺旋系的秩来进行判定。

. 动平台奇异位形

        动平台奇异位形产生的原因是动平台的总力螺旋系之间出现了线

    性相关，也即动平台受到的相应力螺旋约束将减少，因此动平台将获得

    一个或者多个自由度。动平台奇异位形可以通过计算动平台运动螺旋系

    的秩来进行判定。

. 驱动奇异位形

        驱动奇异位形是由于采用不恰当的关节作为支链的驱动关节而造成

    的，此时当所有的驱动关节被锁定不动时，动平台仍然有某些自由度。

    一般说来，支链中的任一个运动关节都可以选作为驱动关节，但是在某

    些特殊的几何结构中，选择不恰当的驱动关节可能会导致局部的运动，

    也就是说当所有的驱动关节都停止运动时，机构中某些局部结构仍能够

    运动。因此，支链驱动关节选择的原则是当所有的驱动关节停止运动时，

    对应的动平台力螺旋系是6维系统，此时支链运动螺旋的反螺旋系的维

    数将增加1 (Joshi和Tsai1522002 )。判别驱动关节奇异位形的一种方
    法是计算当所有的驱动关节均锁定时的动平台力螺旋系的秩，当秩为6

    维时，说明机构不会出现驱动奇异位形，否则就有必要更改支链的驱动

                                                                                                                            52
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    关节或者改变并联机器人的结构。

    本章节将按照上述定义，分别讨论4-RRCR并联机器人的支链奇异位形、

动平台奇异位形和驱动奇异位形三种情况。

5.2.1并联机构的支链奇异位形分析

    支链奇异位形的分析方法主要就是对每条支链的关节运动螺旋系进行

分析，从中寻找出现运动螺旋之间发生线性相关的可能情况。4-RRCR并联

机器人的每条支链都是由5个关节运动副组成的，5维线性无关的运动螺旋

系其反螺旋是1维力螺旋，该力螺旋是施加在动平台上的。如果5维的运动

螺旋系发生线性相关，则对应的力螺旋系维数将超过1，那么这就使得动平

台受到的力螺旋数量增加，将可能导致力螺旋系秩发生增大的情况，相应的

动平台就将有可能失去1个乃至更多的自由度。

    现在先取支链1进行分析，按照表5-1所建立的支链运动螺旋系，并结

合第四章图4-1所建立的坐标体系以及图4-2的支链几何结构图，支链 1

的运动螺旋系其矩阵表达式如下:

n
U

O

  0

  0

  0

Sin(p,

  v2

  0

  0

  0

-Cosrp,

  w,

人,Sing,

S动妈
    0

  du,

    -110

节。十六,Coso�

  -Cosrp,
      0

      0

(5-18)
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因为在平台运动过程中，一般不会出现Sin(p, =
究该矩阵式秩，在保证矩阵秩不发生变化的情况下，

间的运算把式(5-18)简化成阶梯状形式:

0的情况，且为了便于研

可以通过矩阵行与行之

  0

Sinrp,
  0

  0

  0

      0

  -Cos(p,

w, +VZCorrp,
      0

      0

  0

-dSinip,
  0

  0

    0

Sin(p,
  U

      -ho
          0
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      -Cos(p,

Cos已.+ Sing�Cot}o,

(5-19)
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因此，由式(5-19)就可以得到该矩阵发生退化的7种情况:
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今 Cos只，+SinO�Coup, =0的情况

    此时可知Co呀;=-Cottp,，即只，十俩=二，矩阵的秩将不超过4，支链发
生奇异位形。

. w, +v,Cotrp,=。的情况

如果u, = 0，则矩阵第三行必为零行，支链发生奇异位形;

公

-

n

-
d

S

一如果u, x 0，并且满足 =鄂，即CotW, 此时矩阵第三行

与第四行线性相关，此时支链也发生奇异位形。

    其余支链的奇异位形也可以通过同样的方法求得:

    支链2的支链奇异位形

    支链的运动螺旋系为

nq
︸

 
 
︸
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两种奇异位形情况分别为:当已:+姚=g时;当w,十n,CotWZ = 0(v, = 0)或

者w, +u,Cot。一。且CotW2=一粤(v, s 0)时。
                                                          口

支链3的支链奇异位形

支链的运动螺旋系为
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两种奇异位形情况分别为:当已，十仇=二时;当一玛十、Cottpz = 0(u2 = 0)

或者一、+ v,COt。一。且Cot。一斗(u3，0)时。
              一 a

支链4的支链奇异位形

支链的运动螺旋系为

。
--l#0
--l.0v

-Sinrp4

  0

  0

  0

    0

  -COS(p4       0
      0          0

-IV, +u,Cottp4   dv,
    0       -Sin(p4

      0          0

dSinrp4
  0

  0

  0

  0

(5-22)
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两种奇异位形情况分别为:当B� + 'p,=二时;当一w,+u,Cotrp, =0(v, =0)

或者-w, +u,Cot(p, =0且Cot(p,
lao
(v, # 0)时。

5.2.2并联机构的动平台奇异位形分析

    第三章机构自由度的分析中曾对机构动平台受到的由各个支链提供的

力螺旋系进行了分析，得出了如下的结论:

    动平台所受到的力螺旋均为线矢量，它们的轴线矢量与所建立的坐标系

统无关，并且都通过点。，位于与XY平面平行的平面上。

    同时，当并联机构不发生支链奇异位形时，对表5-1中所建立的各支链

运动螺旋系分别求解其反螺旋可以得到 4个支链的反螺旋，其中两个为

a,，二((1, 0, 0; 0, d, 0)而另外两个为awz =(0,1,0;-d,0,0)，这就进一步证明了第
三章研究得出的结论。因此，对于4-RRCR并联机器人而言，a�。和a�.z之间
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不可能出现线性相关的情况，动平台受到的由6w，和6w:组成的2维力螺旋
系不会出现降维的情况，换句话说，当不出现支链奇异位形时，动平台奇异

位形的情况也不会发生，动平台不会增加自由度。

5.2.3井联机构的驱动关节奇异位形分析

    4-RRCR并联机器人每个支链都有一个固接在静平台上的转动副作为驱

动关节，这样就减少了运动负荷，相反串联机器人的驱动元件以及传动系统

大都放在运动着的大小臂上，增加了系统的惯性，恶化了动力性能。当然，

为了达到最优化的设计，也需要对驱动关节的选取进行研究，以避免当所有

的驱动关节都锁定时，动平台仍具有一些自由度，也就是出现驱动关节奇异

位形。

      表5-1列举了包括驱动关节在内的所有支链关节的运动螺旋，当所有

的驱动关节都锁定时，此时支链i的关节运动螺旋系为{e,,}(j=2,3,4,5)，对
应的反螺旋系为2维的力螺旋系{6i1,6R}，4个支链受到的总力螺旋系W一
共包括8个力螺旋量。判定机构是否存在驱动关节奇异位形的情况就是对动

平台受到的W的秩进行计算，如果w的秩等于6，则说明此时动平台的运动
螺旋数量为零，动平台没有运动自由度，机构不存在驱动关节奇异位形;如

果W的秩小于6，则动平台至少具有一个运动自由度，机构将出现驱动关节

奇异位形。

步骤1.支链力螺旋系的建立

    按照表5一工所列举的支链运动螺旋系，通过计算可以建立支链的力螺旋

系如表5-6a

步骤2.动平台w的线性相关性分析

    由表5-4可以看出:6I1 =631,62，二Q41，即W实际上只包含6个螺旋量;
6,，和62，分别与其余5个螺旋量均线性无关。因此w内部螺旋量的线性相关
性就等价于研究。11"6211631164，之间的线性相关性。

步骤3. 6,，与62，的线性相关性

由表5-4可知，假设6,‘与62，线性相关，那么至少需要满足下面这两
个条件:
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表5-6应用于关节奇异位形分析的支链力螺旋系

}7n 氏2

  i=1

一

(1, 0, 0; 0, d, 0)

{0, Cot(p� 1;1,。一1�Coso�一1�Cot(p,SinO�,

-u2COS(p, (1,。一1�Co唱1)
Sine可V2COS(p, + w2Sin(p, )’
    -u. (1.。一I,.COSO" )

Sin(p, (v_Cosrp, + w,Sin(p, )"

I  i二2
(0, 1, 0; -d, 0, 0)

‘。_‘_八，.v,Cos(p2 (l2。一121COSO21)
飞L-- Ul W2 I U, 11下二-1 气尸代万一一一，一.不只---下 ，

            yin -(p2 ku,c.oS(p2 + w,oin(p2 )

一人。十与Cos典:十白Cot p2SinO2�
    V. (1,。一1�Coso� )

Sin(p2(u,COS(p2 +w,Sin(p2)"

i=3 (1, 0, 0; 0, d, 0)

{0,-Cot(p3,1;-1,o+1,Cos03, +1, Cot(p3SinO�,

  u2COS(p, (1,。一13,COSO31)
Sin2(p3 (V2COS(p3一w2Sin(p,)’
-u,COS(p, (l,。一1�Coso� )、

Sin(p, (V2 COW〕一w2Sin(p, ),

i=4
(0, 1, 0;-d, 0, 0)

{-COt(p4,0,1;  v粤q},舆盛」粤煞，
            Sin (p,(u,Los(p4一wl')enV,l

140 -111COS0,，一1�Cotp,Sin6�,
v,Cosga (la。一几,COSB� )、
Sinrp, (u,Cosrp,一w,Sinp,)"
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Cottp,一0,Cottp2=0(tp,=。一号，
1,。一1�COSA, =0,12。一12,CosB2, =0

    根 据 第 四 章 图 4-2 的 支 链 几 何 结 构 图 可 知

(1,1 -1�CosB� )Coup, +1�Sing� = (121-12,CosO2, )Cotrp2 +12,SinO,,，由此得出

1�, =120。

    因此，只要在支链的结构上进行调整使得1,0到2。，那么6,，与62，都将是
线性无关。类似的，6,，与641 ,  63，与62, , 63，与641之间的线性相关性在结
构上都满足这样的要求。依此类推，当1,0 x141 .130 x12。和130 x 14。都满足时，
这4对螺旋量彼此之间就不可能发生线性相关。

步骤4.   6,，与63，的线性相关性

仍然由表 5-4可知，假设6,，与63;线性相关，那么至少需要满足

COtrp, =-CotP3(tPi +(03 =司这个条件，把这个条件代入第四章运动学分析中

推导出的这两个等式:卜Sing, -w2Costp, =Cosa,，可以得到
                              ( v2百Intp3 + w2七oup,=‘osa3

Cosa,=Cosa3 (a,二“3)。

    因为a，是机构本身的固有结构参数，因此当a, x几时，O',，与巩:就不
会出现线性相关的情况。类似的当a2 x气时，气和a4也不会出现线性相关
的情况。

    这样，动平台w可能出现降秩的6种情况都讨论完毕，当w不降秩时，

并联机器人将不会发生驱动关节奇异位形。

5.3本章小节

    本章对于雅克比矩阵的分析是基于螺旋理论的，以此建立了并联机器人

的支链运动螺旋系，并把雅克比矩阵分解成运动学正解雅克比矩阵和运动学

反解雅克比矩阵分别求解。
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    机构的奇异位形研究同样基于支链运动螺旋系，并分成支链奇异位形、

动平台奇异位形和驱动关节奇异位形逐一分析。支链奇异位形存在于所有的

4个支链，每条支链出现奇异位形所需满足的条件都详细列举在论文中;由

于结构的特殊性，并联机器人不会在运动过程中出现动平台奇异位形的情

况:驱动关节奇异位形分成两种情况，可以通过调整机构本身的结构参数来
避免。
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第六章 并联机构的虚拟样机设计

    虚拟样机技术属于计算机辅助工程 (CAE)的一个分支，又称为机械系

统动态仿真技术，是20世纪80年代随着计算机技术的发展而迅速发展起来

的一项新技术，其核心是机械系统运动学和动力学仿真技术，同时还包括三

维CAD建模技术、有限元分析技术、机电液控制技术、最优化技术等相关技

术[[521。借助于这项技术，工程师们可以在计算机上建立机械系统的模型，
伴之以三维可视化处理，模拟在现实环境下系统的运动和动力特性，并根据

仿真结果精化和优化系统的设计与过程。

    本章进行虚拟样机设计采用的是美国MDI公司(Mechanical Dynamics
inc)开发的ADAMS软件，首先依据4-RRCR并联机器人的结构特性建立其三

维可视化模型，其次绘制出与前面运动学分析相关的数据曲线，最后对这些

数据作进一步分析，以此验证数学模型建立的正确性。

6. 1并联机构虚拟样机模型的建立

    第三章关于机构自由度的分析里对并联机构本身的结构特性有以下 3

个方面的描述:

今 s;,和515在机构的运动过程中始终相交于同一点(。点)

. S,，与Si;的夹角在运动过程中始终保持不变

. Sj.与Sj:在运动过程中始终保持平行

    机构的模型是按照图4-1的模式建立起来的，上述这3个结构特性是保
证其能达到预期运动特性的基础，这就要求在机构的运动分析过程中，这几

个条件都能够满足。为此，在支链4个驱动关节中施加运动，运用ADAMS

中的测量功能，根据这些条件随时间的变化情况来判定上述要求是否能够得

到满足。

6.1.1，，‘和、，，在机构的运动过程中始终相交干同一点(。点)

    因为s;，本身是固定在动平台平面上，并且彼此都是通过。点的，因此
在运动过程中S;:始终相交于。点。为了验证s;:是否满足要求，可在s;;上取
两个不同的点b;和C;，如果由点。、b;和C,构成的角度随时间保持为1800不
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变，那么由此就可以证明514在机构的运动过程中始终相交于点。。下面是4
个支链依次得到的测量结果:
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图6一1到6一4描绘了由点。

夹角ob彼，的变化曲线

、瓦和几构成的角度随时间的变化曲线，从
图中可以知:在测量时间范围之内这3个点之间构成的夹角保持1800不变，

戈‘在机构的运动过程中始终相交于点。。
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6.1.2 s,，与s1;的夹角在运动过程中始终保持不变

    s;。与'ri4的夹角是第四章中的角a，，与上一论述类似，取s;，上的一点e、
。点以及s;;上一点c，顺次构成角a; .测量“，随时间的变化曲线，以此验证
其是否符合要求。以下是4个支链的测量结果:
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图6一5到图6一8描绘了角a‘随时间的变化曲线，数据显示角久的测量
值依次为:55601罗、44.13620、362245D以及4754250，

范围内不发生变化

程中始终保持不变
。因此可以从中得到的结论是:戈，与气

并且在测量时间

的夹角在运动过



北 京 交通 大 学 硕 州七学位 论 文 基吮于螺旋理论的 4一RRCR并联机器人逗动学不开究

6.1.2凡:与51:在运动过程中始终保持平行

    由于在模型中，气，与毛2是彼此平行的固定在同一个圆柱上，因此在运
动过程中它们是作为一个整体运动，这就保证了它们能始终保持平行。

6.2并联机构虚拟样机的运动仿真

    前面的几章已经从理论上对并联机器人的运动学进行了推导和计算，而

模型的运动仿真不仅可以得到直观的三维效果，并且运动参数(如位移、速

度和加速度等等)随时间的变化曲线也能够为验证理论推导的正确性提供所

需的数据。

6.2.1驱动关节输入角位移只及其速度的变化曲线
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图6一12 驱动关节4的输入角位移和速度变化曲线

    图6一9到图6一12是赋予4个支链的驱动关节的角位移及其对应的角速

度随时间的变化曲线。因为角位移曲线都是时间的一次函数，因此其对应的

角速度不随时间发生变化。

6.2.2动平台的。点线位移及对应速度
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6.2.3动平台。点坐标系的欧拉角位移及其对应角速度
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图6-16动平台。点坐标系第一欧拉角位移及对应角速度变化曲线

o second Eular Orient angle and Veloc卿
    400.0

圣300.0

堰2。。。
悬
忍 100.0

乏

0.0

i-Second_EW}_Orien}ngle--Second          rd-Angle Velactly一-一--/-一 一!一                    l

左------一一一 一1一
  、i !

一{一} {少--------一____，一_____立___主丁
; ‘ ___;____途}一 { }

、 {
、 ; { { 一{ ;一犷一1丁

一 厂- 二-        、 _ 二
I-一下-一

        j

1 一

、、、 ___上______
r 分一于~甲一下~，~叫~~{一一L~二~盖_日
0.0 0兮 D2 0.3      0.4

      刀m日(sect

0.s as 0了 a日

图6-17动平台。点坐标系第二欧拉角位移及对应角速度变化曲线

69



北 京 交通 大 学 s区创匕学 亡e论 文 基门卜螺次理论的 4-RRCR井AE机ss人运动学Nit究

o third Euler Orient angle and velocity
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    图6-13到6-19中列举的参数变化曲线均以地面坐标系为参考坐标系，

。点坐标系相对地面坐标系的方位变换采用欧拉角的(z-x-z)变换法则，
即该坐标系按先后顺序绕地面坐标系的z轴,x轴以及z轴转动的角度作为

测量参数。转动。轴和v轴的单位矢量在固定坐标系中用矢量{u� VI, WI}和
lug+v2,x'2}表示，它们是通过测量矢量s;，上的点e;坐标并把其与。点坐标进
行运算从而得到的。其中。点只有沿着z轴方向的平动分量，其余两个方向
的位移均为0，这也是第三章机构自由度为绕。点的3个转动以及沿:轴的

平动这一推论的有力证明，并由此验证了运动学正反解方程的正确性。

6.3机构动力学仿真初步

    机构的动力学研究的是对于给定的动平台运动轨迹如何求解出相应应
该施加在驱动关节上的驱动力矩。动力学研究的重要意义在于只有详细了解

了机构的动力学特性才能够推导出施加在驱动关节上的力矩，进而决定施加

力矩的驱动设备的功率;而且详细的动力学特性能够产生更好的控制策略，

使其控制设备发挥更好的功能。动力学的研究方法主要是以牛顿一欧拉方程

1531  < New-Euler equations)和二阶拉格朗日方程〔sat  ( Lagrange
formulations)为基础。前一种方法为力的动态平衡法，需要从运动学出发
求得加速度，并消去各种作用力，此种方法在运用于较复杂的系统时将会变

得复杂而且麻烦;后一种方法又称为拉各朗日功能平衡法，它只需要速度而

不必求内作用力，是一种比较直截了当和简便的方法。由于时间关系，本课

题将不对机构进行具体的动力学分析和研究，只描述每个支链的驱动关节所

需施加的力以及力矩变化曲线。其中，驱动关节力图内包含两条变化曲线，

一条对应着此时动平台上施加纯力的情况，另一条对应着动平台上施加纯力

偶的情况。驱动关节力矩图也如此。其中，动平台施加的扭矩沿x轴、Y轴
和:轴三个方向的分量为常量500N. M;施加的纯力沿x轴、Y轴和z轴三个

方向的分量为常量500N.
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6。3.飞驱动关节力变化曲线
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    图6-23动平台分别施加扭矩和力时对应的支链4驱动关节受力曲线

    图6-20到6-23绘制出了驱动关节受到的力随时间的变化曲线，其中实
线对应着动平台施加的为纯扭矩约束，虚线对应着动平台施加的为纯力约束

的情况。从中可见:

. 各个驱动关节力对应动平台两种情况的变化是不相同的。

. 各个驱动关节力在运动初期波动较大，在后期变化比较平稳。这是因为

    仿真模型在运动初始阶段速度从零变化到一定数值，受力变化较大，而
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    在后期驱动关节所受到的力趋于某个稳定值，这对机构的电机驱动是比

    较有利的。

. 由于4一RRCR并联机器人采用的是对称的结构，每一条支链结构形式都

    相同，因此对应于动平台的任一种情况4个驱动关节力的变化曲线函数

    都非常相似，只是由于支链物理模型数据不完全一致使得支链之间的曲

    线数据产生一定的差距。

6.3.2驱动关节力矩变化曲线
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图6一25动平台分别施加扭矩和力时对应的支链2驱动关节受力矩曲线
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图6一27 动平台分别施加扭矩和力时对应的支链4驱动关节受力矩曲线

    图6一24到6一27绘制出了驱动关节的力矩随时间的变化曲线，其中实线

对应着动平台施加的为纯力矩约束，虚线对应着动平台施加的为纯力约束的

J清况。从中可见:

令 各个驱动关节所受力矩对应动平台两种施加载荷情况的变化曲线在运

    动开始阶段变化比较明显，而在曲线测量后期侧趋于某一稳定值。这与

    驱动关节的受力变化清况是类似的。
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. 由于并联机器人采用的对称结构，因此对应于动平台的任一种情况4个

    驱动关节受的力矩变化曲线函数都是非常相似的，只是由于支链物理模
    型数据不完全一致才有曲线数据的差距。

    上述驱动关节力和力矩所表现出的动力学特性曲线从另一方面反映了

机构的结构特性，对于控制策略以及驱动设备的选取都是比较有利的，并能

进一步优化并联机构。

6.4本章小结
    本章从虚拟样机技术的角度建立了机构模型，在 ADAMS仿真环境内

描绘出了与运动学相关的结构参数曲线、输入输出位姿运动曲线以及与动力
学相关的驱动关节力和扭矩的变化曲线。测量的结果表明，模型在运动过程
中满足所需的结构条件，并且平台的位姿运动曲线数据也符合理论的推导。
动力学曲线则显示了支链驱动关节在不同输出条件下的力或者力矩变化趋
势，是进行机构控制规划的依据。
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            第七章 总结与展望

    少自由度并联机器人的研究是目前机器人学里研究的热点和难点，具有
一定的挑战性。本课题以4-RRCR并联机器人的运动学作为研究对象，力求

通过有效的理论和方法描述出机构的各种运动学参数。科学的研究和探索总

是向前不断发展的，因此希望通过对自己过去一年多的工作进行总结和回

顾，阐明经验教训，并对课题的持续性发展进行展望。

7. 1课题的工作总结

    课题的性质是偏重干理论性的研究，注重于各种理论和方法的交叉运
用。因此，课题工作的三分之二是用于理论分析与研究，另外三分之一则是
模型的实际仿真分析。总之，所完成的工作是理论与实际的一个结合过程，
其内容主要包括以下几个方面:
    1.阅读了大量的相关的6自由度、3自由度和4自由度并联机器人资
        料，从中寻求相关的运动学分析方法和理论，确定以螺旋理论为研
        究的理论基础。

    2，系统地完成了包括自由度、正运动学和逆运动学、雅可比以及奇异
      位形在内的机构运动学分析，进行了大量的推导和计算。

    3.运用虚拟样机软件建立机构的仿真模型，了解机构在结构上的性能
      优劣，进一步对机构的数学模型进行验证。

    本人在课题的研究过程中，综合应用了各种理论和方法，进行了大量
的思考和推算，论文的编写具有如下的创新点:
    1 对过约束并联机构采用非传统的自由度理论进行分析，从力螺旋和
        运动螺旋的角度论证了机构自由度数目的正确性，并且洋细描述了
        机构的自由度属性。

    2.建立了并联机构运动学的数学模型，把复杂的空间机构转化成数学
        语言，并以此为基础推导和计算出了机构的运动学正反解方程。

    3.建立机构运动平台的雅可比矩阵，并分三种情况详细讨论了机构可
        能出现的奇异位形情况。

    4.在ADAMS软件环境下建立机构的虚拟模型，对机构进行实时仿
        真，绘制出相关的运动学曲线，从三维角度完成运动学分析。

7.2研究展望

    本课U是对某一并联机器人的运动学提出研究方法并进行计算，只是机
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器人学理论分析的一个组成部分，而如果要让机器人投入到实际应用则还有

相当远的距离。针对自己所做的课题工作以及对并联机器人研究现状的了
解，在此浅谈几点体会:

    1.课题中采用的分析方法在 4-RRCR并联机器人的运动学上取得了成

        功，但在其他并联机器人上是否同样适用，从而扩展机器人学的方

        法论，这一点有待于进一步的应用和归纳。

    2 课题对于4-RRCR并联机器人动力学只进行了简单的仿真及分析，
        这是否与动力学理论推导相符合，并能得出正确的结论，这一点也

        有待于进一步研究。

    3.课题研究的最终目的是为实际应用服务，因此，制作样机实物模型

        并开发相关的控制系统，这是对课题研究最重要的延伸。
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h,=du=Cos2p3一13,u,Sino3,COStp3 +13ou,Sinip3一13,u2COSO3,Sin(p3

气、二u,Cosip,一w,Sinro,
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h02二一I,ov,Cos-p, +l�v,COSB4,CoslP4一dv,CosV,Cotrp, +14,v,Cos(p,Cotrp,SinO�

h,3 =1,ou,Cosgp,一dw,Cosp,一1�u,COSB�Cos(p4 +du,Cos(p,Cotrp4 +14,w,COsrp,SinO�

-1�u,Cos}94Cot}2,SinO�一14ow,Sinp, +14,w,Cosb�Sinrp,

h,,=dv,Cos4p,一1�v,SinO�Costp, +I,ov,Sirup,一1�v,Cos94,Sin(p,

2:  E,' 0 E,.',的表达式

r2。可    _}:一1104,-
必,Cos(p,
Sin妈

E,0 0 E;，二h23十Izoh2
一八,COSlp2

Sinp2

UF'3 0 E3, = h3z +13oh3,
一八,COSlp,

Sirap,

e, 0 e�=气:一1aoh,-
S动仇
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  作者在攻读硕士学位期间发表的论文
“一种新型4自由度并联机器人自由度分析”.北方交通大学学报 (自

然科学版)， 2003年第4期。
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